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Chapitre 1

Rappels, compléments et
fonctions usuelles

1.1 Exponentielle et logarithme

1.1.1 Définition
Définition 1.1 On définit 'exponentielle par

o n
e’ = x_'
= n!

dont le rayon r de convergence (donné par la formule d’Hadamard) est

1 1
— = limsup {/ - =0
r n!

Proposition 1.1
o c=1
et = e%e¥
e #£0ete™ = e%
exp’ = exp
SizcR,e” =(e2)?>0.
exp : R — R est C'° bijective. Sa réciproque est notée In.
In(zy) = In(z) + In(y) et In =1

1.1.2 Exponentielle imaginaire

Proposition 1.2

e 7 = €7,



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

o [e®| =1 et lapplication ¢ : x +— € est un morphisme de groupes de
(R, +) dans (U, x).
THEOREME 1.1 [l existe x € R tel que Ker o = zZ. On note alors m =
De plus, ¢ est surjective.
Définition 1.2 On définit cos(y) = R(e?) et sin(y) = F(e”). En dérivant
y — e, on retrouve que cos’ = — sin et sin’ = cos.

z
5

Démonstration. Comme cos(0) = 1, il existe yo > 0 tel que cos(x) > 0 sur
[0, yo]. sin est croissante sur [0, yo] et a = sin(yg) > 0.
On pose y; = sup{y = yo, cos(y) > 0Vz € [0, y]}. Soit y € [yo, 1]

cos(y) — cos(yp) = — /y sin(t) dt < —a(y — o)

Yo
Ainsi, y; < oo et y; < yo + %‘(lyo) Ainsi, cos s’annule en y;. [ |

Définition 1.3 Si 2z € U, on note arg(z) un élément de o~ !(2).
Si z € C*, arg(z) = arg(é). On a alors la décomposition polaire

5y = |z\ei arg(z)

1.1.3 Logarithme

RG) = |w| avec Im(2) =

Résoudre e* = w avec w € C* revient a résodre e
arg(w) mod 2.

Notons Qy = C\ {Re}. 1l existe une unique détermination de 'argument
notée arg, dans |6 — m, 0 + .
Proposition 1.3 log, = w — In|w| + iargy(w) est un homéomorphisme
sur son image, de réciproque de exp. Elle est aussi holomorphe.

Remarque 1.1 Pour 0 =0 et z = x + iy, arg(z) = arctan(¥).

Lemme 1.1.1
Si f:Q — Q est un homéomorphisme et f est holomorphe alors f~! est
holomorphe.

Démonstration. En posant z = f~1(w) et 29 = f~}(wp), on a
[N w) = f M (wo) _ (f(z) - f(zo)>1 L]
w — Wy Z—Z0 fl<20)

avec f'(z9) # 0 car f est un homéomrphisme en vertu du théoréeme suivant.
|
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1.2. RAPPELS SUR L’'HOLOMORPHIE

THEOREME 1.2 Soit m > 0 la multiplicité d’annulation en zy de g(z) =
f(z) = f(z0). 1l existe rg > 0 tel que g(z) = @(z)™ avec v holomorphe sur
B(Zo,To).

Remarque 1.2 Attention a x — x® sur R qui est un homéomorphisme mais
qui a uen dérivée nulle en 0.

Exemple 1.1 f(z) =In(1 + z) est holomorphe sur D(0, 1].
1 n
f'(z) = =2 (=2)

1+Z_n6N

n

On a alors In(1 + 2) = Z(—l)"’lz—. En fait elle se prolonge sur C\| —

n=1 n

oo, —1].

1.2 Rappels sur I’holomorphie

Soit €2 un ouvert de C.
THEOREME 1.3 On a équivalence entre
(i) feH(Q).
(ii) feCHQ) et & =

(iii) f vérifie la formule des résidus

)= g [ T

2 Jok w— 2

dw

ou z appartient a l’intérieur de K compact de €2 de bord OK régulier.

(iv) f est DSE au voisinage de chaque point de €.

Démonstration.
(i) = (ii) f € C'(Q) est admis. En posant z = x + iy, on a
af af
df = —=do+ =—d
/ oz " * oy Y
Une autre base de Zx(C,C) est (dz,dz). On a alors
dz + dz dz — dz
der = — et dy = —
On a alors
L(of Of Lfof  Of\
df =-|=——-i=—=|de+ - | == +i=—] d
/ 2<8x Z@y) Z+2<8x+28y -
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

o () -1C) o 0
flz+h)— f(z f fh
h - 0z + Jz h +oll)
En faisant h — 0 sur plusieurs chemins, on trouve que % # 0 est
absurde.

(ii) = (iii) Soit K un compact de 2 et %é(z) = 0 pour tout z € K. Alors,
par Green-Riemann,

[ 1z d_//zg—a—‘;dd_2// 2)dedy =0

Comme w — W € H(Q),
1 _
o L[ @) =1e)
2im Jok  w—=z
Comme [y, -2~ = 2ir, on a la formule du (iii).
Une autre fa(;on de le démontrer est de découper le chemin 0K en 0K

et 0K ot KF forment une partition de K \ D(z,¢[ parcourus dans le
méme sens, on a

O PN (OESOR

oK w—2z OKZ w—2z

) =Sy, [ 1),
OD(z,¢|

0K w—Zz Ww—2z

0= w

W

2 flee™ +2) = f(2)

0 cel

cie’ dy
Ww—2z

JEEC dw‘ _
D (2]

< 2msup |f(z +ee”) — f(z)| = 0

(iii) = (iv) Il existe r > 0 tel que K := D(z,7] C Q. On a pour tout

z € D(zo, 1],
1 f(w)
= — d
1) 2im Jok w — z “
1
_ L flw) 1 o
20m Jok w— 251 — sz(z)

0 d 1 _ z—2zZp\" Ajnsi
r |z — z| < |w —wp| done — => . Alinsi,

“F0  peN \W T A0

1

%/0% F(zo+1e?) 3 (Z __Zo)n a6

0
neN re

f(z) =
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1.3. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Comme la série cvn, on permute et on a

1 21

f(zo +re)e ™ do

f(z) = nz::()an(z — 2p)" avec a, = 5 o

(iv) = (i) Clair. u

1.3 Suites et séries de fonctions holomorphes

THEOREME 1.4 Soit (E, ) un espace mesuré o-fini et ji une mesure posi-
tive.
Soit f : Q2 x E— C mesurable. On considére

F() = [ (0 an(t)

Si
(i) f(-,t) est holomorphe pour presque tout t.

(ii) Pour tout K compact de 2, il existe p € L'(E, i) telle que pour tout
tek,

sup [ f(z,1)] < ¢ (t)
z€EK

alors f est holomorphe sur ) et

FO(z) = /
Démonstration. Par la formule de 'indice, on a

ou K est un compact a bord régulier contenant z. Par Fubini, on a

o f
Sz du()

F(z)—i/a ! [Ef(w,t)d,u(t)dw

2w Jok w — 2

F vérifie donc la formule de Cauchy donc F' est holomorphe.
La formule des dérivées s’obtient de méme. ]

THEOREME 1.5 Soit (f,), une suite de fonctions holomorphes. Si f, cvu
sur tout compact vers f, alors f est holomorphe et pour tout k, f¥) cou sur
tout compact vers f*).

PIERRON Théo Page 5 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Démonstration. On écrit

fn<z) = L fn(w>

= — dw
2 Jok w — 2

pour K compact a bord régulier contenant z. Or f, cvu sur K donc on a
bien

1) =5 [ T

" 2im Jok w— 2

Alors f est holomorphe et le méme calcul sur f*) conclut :

k! fr(w)
A0 = i [ D e

- 2im
k! f(w) _
~ ur /aK(_l)lC (w — z)k+1 dw = f9(2) "

[e.e]
COROLLAIRE 1.1 Soit une série ka de fonctions holomorphes qui cvul.
k=0

Alors S = ka est holomorphe sur ) et

k=0
SO(z) = 3£ (2)
k=0

Proposition 1.4 Soit (f,,), une suite de fonctions holomorphes dont aucun
terme n’est identiquement nul.

Pour que P,(z) = [] f(z) converge vers P(z) holomorphe, il suffit qu'un
k=0

des deux points suivants soient vérifiés :

oo
(i) en notant u, = f,, — 1, >_|uk| cvul
k=0

(i) > ug et Y |ugl? evul
k=0 k=0
De plus, (i) implique (ii).

Démonstration. On suppose (ii). On a déja u; — 0 donc fr, — 1. Il existe
donc ng tel que |ug(z)] < 1 et [ fr(2)] > 3 pour k > ng.
On écrit alors

P2 = T1A) 1T A6

k=ng+1

P1ERRON Théo Page 6 Tous droits réservés



1.3. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Au voisinage de z, on peut écrire
Or pour |z| < 3, [In(1 4 z) — 2| < ¢[z[%. Donc

3 (1t u(2) - (=) <C 3 Junl2)P

k=ng+1 k=ng+1

Ainsi Y~ In(1+ uk(z)) cvul vers g holomorphe. Ainsi,
k=no+1

P, (2) — Ppy(2)e9®
qui est donc holomorphe. [ ]

Remarque 1.3 P admet pour zéros | Jf ({0}) avec multiplicité la somem
k
des multiplicités des facteurs.

Remarque 1.4 Sur Q\ P71({0}),

P' i 2)
— fr(2)
avec cvul.
Exemple 1.2 P(z H sur C.
On a u,(z) = —p. Sur un compact K de C inclus dans B(0, R], on a
00 00 RQ
Z|un(z)| < 2—2 < 0
n=0 n=0"0

donc P est holomorphe sur C et on a P~'({0}) = Z. On a de plus

BT Y
—(z) = — g
P z k=11—z_§ z k2—22

THEOREME 1.6 MONTEL H(Q) est compact dans C°(Q) muni de la topolo-
gie des semi-normes. Autrement dit, si (f,)n sont holomorphes et sup | f(2)]
zeK

borné pour tout compact K de Q, alors il existe une sous-suite (ny)y telle que
fne = f avec f holomorphe sur €.

PIERRON Théo Page 7 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Démonstration. Soit K un compact de . On pose K. = {z,d(z, K) < ¢}.
On prend € > 0 tel que Ky C 2. On a pour tout n,

1 M
sup | f5,(2)] < = sup |fu(2)] < — (cf. TD)
2€K¢ € 2€0Ko. 19

On a ainsi

|fn(b) — fu(a)] < |b—a| sup |f](2)] < M

z€[a,b] €

Ainsi, (f,)n est équicontinue et (f,(z)), est bornée pour tout z € Q. Par
Ascoli, (fn)n est relativement compact dans C°(K).

Ainsi, pour tout K compact, il existe ny tel que f,, — f holomorphe. En
écrivant {2 comme une union croissante de compacts, une extraction diagonale
conclut. |

1.4 Fonctions méromorphes

Proposition 1.5 Soit f holomorphe sur un voisinage d’un point zy. f admet
un développement en série de Laurent au voisinage de zj :

f(z) = an(z — z)"

Démonstration. Par translation, on prend zy = 0. Il existe R > r > 0 tel que
f soit holomorphe su D(0, R[\0.

Q

w s L) egt holomorphe sur D; et

w—z

RS (w)
2im Jop, w — z

dw =0

P1ERRON Théo Page 8 Tous droits réservés



1.4. FONCTIONS MEROMORPHES

La formule de Cauchy assure

EAON

21w Jop, W — 2

f(z) =

En sommant, on trouve

1 W) LS

= dw + —
f(z) 2w JoD, w — % + 21w JoDy, w — 2
D’ou
2imf(z) = / f(w) dw — / fw) dw
DOR)w—z DO,r) W — 2
_ f o - / A CI I
D(0,R) D(o,r) 2 (1 - g)
- —z—k dw + f
D(OR) W ;W D(0,r)
Ainsi,
= Zakzk + Zbkzkfl
k=0 k=0
avec

1 f(w) 1 K
S dw et by / d
T i /D(O R) whkt1 v e " 2n D(0,r) W w) de .

Définition 1.4 On dit alors que le point 2, est régulier si b, = 0 pour tout
k. Sinon on dit que 2, est singulier.
e si by = 0 pour k£ < —N, on dit que 2y est un pole. Si b_y # 0, le pole
est d’ordre —N.
e sinon, pour tout N, il existe £ < —N tel que a; # 0, on dit que zy est
une singularité essentielle.
e a_; est le résidu de f en z.

Exemple 1.3

o 2 SN2 . () est régulier

o 2 - et z +— €22 ont un podle en 0 avec un résidu égal a 1.

—00 k

o ziver = kz:% ] qui a donc une singularité essentielle.
Définition 1.5 On dit que f est méromorphe sur € ssi il existe u,v ho-
lomorphes sur €2 telles que f = * avec v non nulle. On note M(f2) leur
ensemble.

L’ensemble des pdles de f coincide avec 1’ensemble (localement fini) des
poles de v. f est donc définie sur Q \ v=({0}).

PIERRON Théo Page 9 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

THEOREME 1.7 CARACTERISATION DES POINTS SINGULIERS Soit f holo-
morphe sur Q\ {z} avec zy € Q.

(1) zo est régulier ssi f est bornée au voisinage de z.
(ii) zo est un péle ssi zh—>Hzlo |f(2)] = o0

(iii) zo est une singularité essentielle ssi pour tout V wvoisinage de zy, f(V'\
{20} est dense dans C ie, f(V\{20}) =C

Démonstration.
(i) Utiliser l'expression de by, pour r = ¢ — 0 donne b, = 0.

(ii) Si zg est un pdle,

||
—
7 = T+ g(a)
avec g holomorphe sur Q. Pour z — zy, on a |f(2)| — +oo.
Pour la réciproque, si la limite vaut 'infini, il existe w ¢ f(V \ {fo}).
La fonction g : 2 = 55— ) est holomorphe sur V' \ {2} et bornée par
hypothese donc g est holomorphe sur V' par (i). Or f(z) = w + ( y est

donc holomorphe sur V.

(iii) Le méme argument que dans (ii) assure que si f(V \ {fo}) # C, alors
f est holomorphe sur V. Donc 2, n’est pas singulier. Contradiction. m

Définition 1.6 Soit (f,), une suite de fonctions méromorphes. On dit que

Z fn cvul (resp. cvnl) ssi

n=1

(i) Pour tout K compact de 2, pour tout n > ny, f, n’a pas de pole dans

K.

[e.9]

(ii) Pour tout K compact de ©, Y f, cvu (resp. cvn) en tant que série de
n=nq
fonctions holomorphes.

THEOREME 1.8 Soit (fn)n une suzte de fonctions méromorphes telles que

an cvul (resp. conl). Alors f = an est méromorphe sur 2.

n=1 n=1

De plus, les poles P(f) de f sont inclus dans l'union des pdles P(f,) des
fn, avec égalité si les P(f,) sont disjoints. On a aussi f*¥) = folk)

n=1

P1ERRON Théo Page 10 Tous droits réservés



1.5. EXEMPLES

Démonstration. Soit K compact de 2. On a

ni—1 o]
f2) =D fal2)+ D ful2)
n=1 n=ni
méromorphe holomorphe
Donc tout marche. [

1.5 Exemples

1.5.1 Premier exemple

1
On pose f(Z) = Z m
nez
———
In(2)

fn est méromorphe et a un pole d’ordre 2 en z = n.

Tout compact K de € est inclus dans une bande verticale S := {z, A <
R(z) < B}. Pour ny = |max{|A|,|B|}| + 1, et |n| > nq, f, n’a pas de pole
dans K.

On a de plus, pour |n| = ng,

1

- sin=>0
sup | fn(2)] < {<” B T
S -az  Sinon
et n;; 7@ By n;:nm sont convergente.

Donc la série cvn sur K et f est méromorphe. On a de plus P(f) = Z
(union disjointe).
De plus, au voisinage de n € Z, on a

1
f(2)2m+9

avec g holomorphe. On remarque de plus que f(z + 1) = f(2).
Proposition 1.6

= (o ) —u(2)

sin(7z)

Démonstration. On pose g(z) = f(z) — ¥(z) qui est holomorphe sur C \ Z.
On se place au voisinage de ngy € Z.

PIERRON Théo Page 11 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

avec f holomorphe. De plus,

2 1 1
T = = —— 1
sin?(rh)  h2 +0() +0(1)

(z —ngp)?

U(z) = ¥(no +h) =1p(h) =

Donc g(z) = O(1) sur un voisinage de ng qui est donc un point régulier de g.
g est donc prolongeable en une fonction holomorphe sur C. On va montrer
que g est bornée.
En fait, il suffit de considérer g sur la bande R(z) € [0,1] car g est 1-
périodique. On a

1 < 1
—1)2 4 92 = (n —1)2

sup |fo(x +1y)| <
x€[071]| ( )| n

Donc la convergence de la série est uniforme en y. Alors

lim Z(z—n) th ;2:0

_ 2
lyl—00 = = (x —n)2+y

Alors f est bornée. En écrivant |sin(nz)[? = sin®(7x) + sh®(wy), on a que
1 est bornée donc g est bornée. Par Liouville, g est constante donc nulle
puisqu’elle tend vers 0 en I'infini. [ ]

1.5.2 Deuxiéme exemple

1
On pose g(z ——+Z< >

n#0 zZ—n n

Proposition 1.7

(i) g est méromorphe sur C avec P(g) = Z

> 2z
2

(i) g(z) =1+ = = 7 cotan(mz)
n=0

Démonstration. Comme précédemment, il est clair que pour tout compact
K de C, {n, g, a un pole dans K} est fini.
On a de plus K C D(0, R] et

R

n—+z—
<
n(n — R)

(z n)n

sup g, (z)| =
zeK

Donc il y a convergence normale de la série, ce qui assure (i).

PIERRON Théo Page 12 Tous droits réservés



1.5. EXEMPLES

On peut alors réarranger les termes, ce qui donne

9(2) = % + 2222_2712
On dérive :
00 (52 _ n2) _ 42 0
J'(z) = —% + ;2(2(22 ﬁT)LQ);LZ - _% - ;ﬁ
Donc ¢'(2) = —(55757)°- Or (7 cotan(rz))" = —%. Ainsi
g(z) = mcotan(wz) + ¢
et ¢ =0 car z — ¢g(z) — 7 cotan(mz) est impaire. u

1.5.3 Développement eulérien du sinus
Proposition 1.8 Pour tout z € C, on a
2
sin(mz) = w2z [ <1 — —2> =: P(z)
n=1 n
Démonstration. P est holomorphe sur C et P(P) = Z.

P(z) 1

Pt

n=1

—2z

n? —z

5 = T cotan(nz)

Or 7 cotan(mz) = S22 Aingi (LELY = 0 done P(z) = ksin(rz). Pour

sin(7z) sin(7z)

|z| = 0, on obtient que k = 1. u

PIERRON Théo Page 13 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS
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Chapitre 2

Fonction Gamma

2.1 Définition

Définition 2.1 Pour R(s) > 0, on pose I'(s) = [;°e it dt.

Remarque 2.1 On n’a pas de probléme en +oo car l’exponentielle [’emporte.
En 0,

‘efttsfl‘ _ |e((uf1)+iv) ln(t)ft‘ ~ e(ufl) In(t) _

ti—u
Donc tout va bien puisque u > 0.

Proposition 2.1 T est holomorphe sur 2 = {z,R(z) > 0}.
Démonstration. Par dérivation sous l'intégrale,

e pour tout £ > 0, s — e ¢*~! est holomorphe
e pour tout K compact de €, il existe d,m tel que K C {z,§ < R(z) <

m}. Alors
‘efttsfl| _ ‘efte((ufl)Jriv) 1n(t)| — o tpu1
e (Lt Dl + e (1+ ) loca € L
Donc I' est holomorphe. [ ]

2.2 Prolongement analytique de I’

Proposition 2.2 Pour tout s tel que R(s) > 0, I'(s + 1) = sI'(s). En
particulier, I'(n + 1) = nl.

Démonstration. Une IPP assure que
1 1
/ Telttdt = [e7]i + 5 / TeitThdt
15 € 15

15



CHAPITRE 2. FONCTION GAMMA

Pour e — 0, on a

[(s+1)=sI(s) u

On étend la fonction I' en une fonction méromorphe sur C par récurrence :

on pose Fi(s) = @ qui est méromorphe sur {z,R(z) > —1} avec un pole
d’ordre 1 en 0. De plus, Fi coincide avec I' sur €.

Pour R(s) > —m, on pose F,,(s) = %, méromorphe sur R(s) >

—m qui coincide avec I' sur 2.

2.3 La fonction [' selon Weierstrafl

On considére le produit infini g(z) = JJ(1 + E)e_%. On pose f,(2) =
n=1 n

(14 2)e .
On a f,(2) =1+ O(',ZZ—E) donc on a cvn sur tout compact. Ainsi, g est
holomorphe sur C et ses zéros sont simples et situés sur Z* .

Les zéros de g(z—1) sont donc les éléments de Z_. La fonction z — %
h(z)

est par conséquent une fonction entiere sans zéros. On 1’écrit donc €™'*) avec
h holomorphe sur C.
On passe a la dérivée logarithmique :
"(z—1 "(z 1
h,(z):g( ) g 1
g(z—=1)  g(2) =z

Or on a

95 ()

9(z) 4 n

On se retrouve avec une somme téléscopique dans 'expression de h(z) :

© 1 1 0 1 1 1
h = — — —— ] —==
(2) Z(n+z n+1> ;<n+z n) z 0

n=0

Alors h est constante.

Proposition 2.3 h vaut la constante v d’Euler.

Démonstration.

—1 1= —1 - 00 -1 e
M:_H<1+Z >e_71:e1_z]:[<1+2 >e_nl
n

< Zi=1 i=2 n

Ainsi, pour z — 1,

P1ERRON Théo Page 16 Tous droits réservés



2.3. LA FONCTION I SELON WEIERSTRASS

On a donc e" = Tll) ie h = —In(g(1)). Or

> 1 1
:Zln<1+—>——: lim In(N+1)— Z—: |
= n n  N—+oo —n
On introduit F(z) = W.

Proposition 2.4 F est méromorphe, de poles Z_ et vérifie F(z + 1) =
2F(z).

Démonstration. Les deux premiers points sont clairs.

1 (2 1)g(z+ 1)
(z+Dg(z+1)et7 (24 1)g(z + 1)e7*g(2)

F(z+1) = = zF(2)

THEOREME 2.1 T'=F sur C\ Z._.

Démonstration. On pose m(n, z) = [ (1 — %)n t>~1dt pour z tel que R(z) >
0. On montre successivement que :

(i) A z fixé, nggrlooﬂ(n, z) =T(2)
(i) A z fixé, ngl}rlooﬂ'(’n, z) = F(2).

Par convergence dominée : (1 — %)n tz_ll[om} (t) converge simplement vers

e *! et on a la majoration

t\" z— —tyz—
‘<1_g> t 11[07n}(t)‘<e et

qui est intégrable sur R. On a donc bien (i).
Pour (ii), on pose 7 = £ et on a par IPP

w(n,2) = [ (=) (or)ndr = [ (1= e

K(n,z)

z

1 z+1 1 z+1
=n” [T—(l — T)"} + n / (1—7)"tr7dr = n
0 0

Kn—1,z+1)

z z z

Par récurrence,

n! n!

O R P o s 1) A b e s ey
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CHAPITRE 2. FONCTION GAMMA

Ainsi, w(n, z) = Wn('wn) Or

1 a :
= z2g(z)e”* = zevz]:[ <1 + %) ek

F(z) Pt
oy ~Z - z\ _:z
= lim zexp (,;E —z n(n)) kl;ll (1 + E) ek
. z & z . I &
=i I () =t TG
= lim ! |

Proposition 2.5 Formule des compléments I'(2)['(1 — z) = Sy pour
z ¢ 7.

Démonstration. On a
1 e z -
— = ze"* (1 + —) e n
i 1l
Donc )
1 5 2 o sin(mz)
- - _ 1— 2| = 22\
['(2)'(—=) : nl;ll < n2> S
Or I'(1 — z) = —zI'(—%) donc

D)1 = 2) = —2D()(—2) = — -

sin(7z)

2.4 Comportement asymptotique de I

Pour f € C%I,C), p € C*(I,Z) et I =|a,b] borné, on pose

F(t) = / " 90 £ (1) da

THEOREME 2.2 On suppose que

1) L’intégrale converge absolument pour tout t > 1.
(i) g g p
ii) 1l existe un unique xo € I tel que ¢'(xy) =0
2
(iii) go”(xo) <0
(iv) f(zo) #0

P1ERRON Théo Page 18 Tous droits réservés



2.4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE I'

Alors pour t — oo,
\/ﬁ et¢($0)
V0@ (o) VI

Démonstration. Sur voisinage |xg — d, xo + d[ de xg,

F(t)

©" (o)

2
——

=0

p(z) = p(x0) — (v — 0) "¢ ()

ou ¢ est C™ et () > 0 au voisinage de xy. On pose

y(x) = (& = z0)\/¥(x)

qui est réguliere et y'(zg) = 1 c’est donc un difféomorphisme local.
Soit @ une fonction de troncature a support dans |zg — 0, zo + d] et valant
1 sur Jzg — 3,z + 3.

F(t) = [ #00) 1) dat [0~ 0(0) (2) da

Fi(t) Fs(t)

On peut changer de variables (h sort du TIL et z = yv/ot)

zo+0
Fi(t) = / 05 o220 o=t (1) £ () dix
To—

_ ete&(:vo)/efotth(y) dy = eteo—(:vo) e “h . dz
R Vot Jr Vot

2 1 27
~ tcp(a&o)h 0 / | — 28 ote(zo)
e (0) e = “ate f (o)

De plus,
Eo (1) = olt—De(o) / P(@) o(t-1)(e(@)—¢(20)) (1 _ ¢ d
L (1) = o900 [ e (1 0() f(a)
Or pour tout z tel que |z — xo| = 4§, ¢(x9) — ¢(x) = p > 0. Donc

Fo()] < 709 [ e D (1 — g(a))| f(x)| da

< e_w(m)ew(zo)e—u(t—l)/e“"(x)\f(ﬂf)‘dx
R

<o

Donc e #(@0)| [y ()| < Ce =) = O(%), ce qui conclut. u

COROLLAIRE 2.1 T'(t+ 1) ~ 27t 2e™. On en déduit Stirling.
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Chapitre 3

Formule d’Euler-MacLaurin

3.1 Nombres et polynémes de Bernoulli

Posons f(t,z) = (ffixl avec v € C et t € R. Pour tout z, t — f(,x) est

holomorphe au voisinage de 0 (singularité éliminable). Elle est donc DSE au
voisinage de 0 :

- ianmt

B,, est le n® polynéme de Bernoulli.
Définition 3.1 b, := B,(0) est le n® nombre de Bernoulli.

Proposition 3.1
(i) B, est un polynéme unitaire de degré n
(i) By(z +1) — Bu(z) =nz""! pour n > 0
B,.(1 —z) = (—1)"B,(x) pour tout n
B,.(1) = B,(0)sin #1
b

n = 0sin > 1 est impair

) B
(iif)
(iv)
(v)
(vi) B, =nB,_1

Démonstration.
o0 oo tnxn
(i) L= apt" et e =) — donc
n=0 n=0 n.
D 9) 9 T
ak
n=0k=0 )

Donc B,, est un polynéme unitaire de degré n car ag = 1.

21



CHAPITRE 3. FORMULE D’EULER-MACLAURIN

(i) f(t,z+ 1) =¢€'f(t, x) donc

0 tnxnfl
1) — f(t,z) =t =
— Bn - Bn \ /2
Or f(t,x+1)— f(t,z) = () ' <x>t”, d’ou le résultat.
= n!
(iif) f(t,1—2) = =5e ™ = f(—t,z) donc c’est bon.
(iv) Clair par (ii)
(v) OK par (iii) et (iv)
(vi) On dérive :
>~ B’ ({L‘) af t2 . 0 tn
ni7 yn — T —tf(tx) =S B,_
nzzo n! 6:10( @) e —1° J(t,2) n;l "n—1)!
Et on identifie les coeflicients. |

By =1 car il est unitaire de degré 0. On a de plus

1 By(1) — By(0
/ /B’— a( 2():0
0
Donc By(z) = x — ;. Enfin, 32:281:2x—1doncBgzx2—x+cet

! Bs(1) — B;3(0) _
/0 BQ(x)dx:# =0

Donc ¢ = %. Par récurrence, on obtient les valeurs des B,,(x).
Proposition 3.2 Soit f € C*°([0,1]). On a

M40 _ g debzl () _ ),

2
/ 3217 f(2l

Démonstration. On a par IPP
| swat= [ Bwswat= [ Bioswa

= B0 f(0)]h - /0 B, 070

f(1) + £(0) b2 !

ULV §(f’(1) 7))+ 5 [ B
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3.2. FORMULE SOMMATOIRE D’EULER-MACLAURIN

COROLLAIRE 3.1 Pour tout x € [0, 1],

(2k)!

| Bor(2)] < [bax| < 4W
2k +1)!

B ()] < 452

Démonstration. On pose By, (x) = By ({x}) ot {z} désigne la partie fraction-
naire de z. Elle est 1-périodique et continue car By (1) = By(0).

Comme Bj, = kBj_; donc on peut réitérer pour les dérivées donc By €
C*=2. On développe donc en série de Fourier

00
Bk —_ ZCnGQMnx
n=0

—2umnt .

On applique la proposition a t +— e

L , : L By, (t ,
— Z 21 (_inn)Qlfl (ef2z7rn _ 672z7rn0) _/ 217( )(_2Z~7rn)2p672z7rnt dt
= (20! ~ o (2p)!
Alors ) (2p)
—2imn p):
/ ng(t)e tdt = —W
Ainsi, ¢,(B;) = (2@7 On a donc
)b (2k)! _2(=1)F(2k)! & cos(2mnx)
Boy(z) = 22 2y cos(2mnzx) = (2] P
D’ou, en 0,
_— 2(—1)k 2k & 1
2k — (2)2* L2k
On en déduit (2h) 12!
Bop(z)] < [bar| < Q(QW)Q'kC(Q) < (27 u

3.2 Formule sommatoire d’Euler-MacLaurin

THEOREME 3.1 FORMULE D’EULER-MACLAURIN Soit f € C*(R) et p,n
entiers.

SN (R
S50 -

_/ dt+z 21 f(2l 1) ) f(2l71)(0)) _/O BQ(P({)t})f(Qp ()
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CHAPITRE 3. FORMULE D’EULER-MACLAURIN

Démonstration. On applique la proposition & g(x) = f(x + k) sur [0, 1].
fR)+ f(k+1) ’““

dt+z bﬂ (O e+ 1) = FED ()

2
BQP( ) (2p)
— | == t+k)dt
/0 o )
Or 1B (t) E+1 B ( ]{;)
2087 £(2p) (¢ kdt:/ P8 —F) r2m) ) g

/ o [P Rt = [ (0 s) ds
Donc en sommant, on obtient le résultat en remarquant que si s € [k, k + 1],
s —k = {s}. u

3.3 Obtentions de développements asympto-
tiques

THEOREME 3.2 Soit f € C®(RY) telle qu’il existe mq tel que pour tout
m = myg, f™ est de signe constant et 1_1)&1 fm(z) =0.

Alors, il existe c tel que pour tout p vérifiant 2p > mq et pour tout n,

b
/f dt+c+—+z 21 A (n) + Ry,

ou ;
Ry =02 f® D (n

avec 6 € [0, 1].
Exemple 3.1_1F0rmule de Stirling On applique a f(z) = In(1l + z).
fm (x) = % a un signe constant et tend vers 0 quand z — oo :

n—1 n—1 _ 2)'

kz_%ln(lJrk):/O In (1+t)dt+c+— z; nml + Ry,
avec .

Ry_1,=10 2

2p(2p — 1)n2r—1
Donc
p ba

Inn
ln(n!):nln(n)—n+1+c+7+lzl2l( [~ o

+ Ry_1p

Ce qui donne un développement asymptotique de n! a tout ordre.
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3.3. OBTENTIONS DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Exemple 3.2 Série harmonique On prend f(z) = 1=,

fr (@) = (=1)™m(L + )"
est positive et tend vers 0 quand z — +o00. La formule donne

| 1 P by 0b,
—Z =1 — N = P
,;k n(n) +ec+ on ZanQZ +

=1

2pn?p
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Chapitre 4

La fonction (

4.1 Introduction

4.1.1 Définition
> 1
Définition 4.1 On pose ((s) = Y  — qui est holomorphe sur {s, R(s) > 1}
/rLS

n=1

car la série cvnl.

THEOREME 4.1 ( admet un prolongement méromorphe a C avec pole simple
en 1.

1

Démonstration. On applique Euler-MacLaurin & f(x) = Ty

Noq 1(1+1) /‘Ndx
—n’ 2 Ns 1z

i b21 2l 1) ) f(21 1) ( )) /ON ! BQP({t})f(Qp ( )

2oV (2p)!
et fM(z) = (’l)ms((f:;));,;fjm*l). On a donc
1 d bgl N-1 BQ ({t})
((s) =5+ +lzl i) (s+2-2)- | P TRARULS

L’intégrale est majorée par

|b2p| "0 dt
(2p)! Jo (1 + t)R()+2p

s(s+1)...(s+2p—1)

27



CHAPITRE 4. LA FONCTION ¢

4.1.2 Lien avec les nombres premiers

1
pEP p°

Proposition 4.1

1 > 1
1:HZ?

pePk—0P

Démonstration. On a

perl =55
Soit n < N < M et s > 1 réel. n s’écrit comme produit de nombres premiers
inférieurs a n répétés moins de M fois.
N
1 1 1
— < I+ —+...+
T;TI,S \pél]\_/IE'P< ps pMS
On peut donc majorer
algy| 1
Z_s H 1
n=1" pEP ™ p°

pEPl T ps
De plus,
1 1 |
II {1+ S+t am ) <2
p<NEP p p n=1"
On a donc aussi .
C(s) = H 1-— L
peEP s

Par les zéros isolés, on a I’égalité sur R(s) > 1

1
Proposition 4.2 Z— diverge.
pEPp

Démonstration. Si la somme converge alors In(({(s)) =

quand s — 17 par valeurs réelles.
Contradiction car ¢ a un pdle en 1.

Page 28

- 1
Z hl(]_ — —S) < 0
pEP p
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4.2. LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS

4.1.3 Fonction de Mobius

Définition 4.2 On pose (1) = 1, u(n) = 0 si n a un facteur carré et
p(n) = (=1)* si n = p;...p,. Cest une fonction pseudo-multiplicative.

Proposition 4.3
1

C—Z

n=1

pour R(s) > 1

Démonstration. On a

o () (55

ps

pEP pEP k=1
ki1s kls oo
S w(py™™ .. p) Z p(n) i
- kis kls ns
ke Kk P1o--- n=1

n=p;"...p,

4.2 Le théoreme des nombres premiers

On note m(x) = Card{p € P,p < z}.
THEOREME 4.2 7(z) ~ () Pour T — 0o,

Définition 4.3 On pose ¢(s) = Zln(f) et O(z) = Y In(p)

peEP p peEP<Lx

Proposition 4.4 0(x) = O(z) pour x — 0.

Démonstration. On a

car 2n(2n—1)...(n+1) = (2:)71! donc

n<p<2n

et les termes du produit ne divisent pas n! donc ils divisent ( ) On a donc
bien la majoration précédente.

2n
Or (2:) < Z <2]?> =4". Ainsi, 0(2n) < 0(n) + 2n1n(2) et

k=0

0(2F) < O(1) +2In(2)(2" 1+ ... + 1) < O(1) + In(2)2"
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CHAPITRE 4. LA FONCTION ¢

Siz € [281 2% on a
0(z) < 2"'1n(2) < 4In(2)x n

Proposition 4.5 Si R(s) > 1, ((s) # 0 et ¢(s) — =5 est holomorphe au
voisinage de {s, R(s) > 1}.

1 pu—

Démonstration. Par définition, ((s) = 0 ssi 0 ce qui n’arrive jamais.

On prend la dérivée logarithmique :

ooy mlp (p)
C() %;1__ %;p
11 N\ oy @
+pezpln ( p3—1> #e) peZPPS(IJS—l)

Comme ( est méromorphe, ¢ l'est aussi sur R(s) > % De plus les pdles de

¢ sont les poles de (' et les zéros de ¢ sur R(s) < 1. On sait que ((s) = g
avec [ holomorphe telle que f(1) # 0 donc

Q’<S) _ )5 =1) = [(s)
¢ (s —1)f(s)
Pour s=1+4¢, on a
¢ S te)
En faisant s = 1 + ¢ dans la formule précédente, on obtient
¢ In(p)
€C(1 + E) - —€(b< + 8 - 81%7; 1+5(p1+6 _ 1)

Donc h_I)% ep(l+¢) =1. ¢ admet donc un pdle d’ordre 1 en s = 1 et on a au
£

passage que ¢(s) — :11 est holomorphe au voisinage de 1.
Supposons que ¢ s’annule en 1 + i avec a # 0 et notons p > 0 la
multiplicité de ce zéro. Notons v > 0 la multiplicité de 1 + 2ia.

¢ ') p
Z(S)_ f(s) +3—1—@'04
Donc . ,
e%(1+8j:za)—af?(1+5iia)+u—>u
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4.2. LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS

donc ep(1 + € +ia) = —p et par le méme argument, ¢(1 + € + 2ia) — —v.
Considérons

> (41, Joueria = 3 (1) 50

r=—2 r=—2 pEP

s (L) G s () ()

pEP p r=—2 pEP p r=0

In(p) 1) In(p)(1 + p'™)* In(p) ;& o
- Z I+e—2ia <1 + Z%) - Z pltet2ia - Zl——i—e (p'z —p 2)4

pGPp peEP peEP p

Pour € — 0, on trouve

2 [ 4
rz_:2<7“+2>8¢<1 +e+ira) - —2v —8u+6

Donc p = 0, contradiction. ¢ n’a donc pas de podles de la forme 1 + ia et

o(s) — :11 se prolonge donc en une fonction holomorphe. [ ]
Lemme 4.2.1
Si

(i) f est bornée et Li . sur RT
(i) g(z) = f5° f(t)e~*" dt définie sur R(z) > 0 se prolonge holomorphique-
ment sur un voisinage de $(z) =0
Alors [5° f(t) dt converge et vaut g(0).

Démonstration. On pose gr(z) = [ f(t)e *' dt. On veut montrer que
A gr(0) = g(0)

g est holomorphe au voisinage de R(z) = 0 donc pour tout o € [—1, 1],
il existe J, tel que g se prolonge sur un carré de centre ia et de coté 20,.
Ces carrés recouvrent [—i,i| qui est compact donc on peut en extraire un
recouvrement fini.

On prend alors § = mind,, et on a donc prolongé g sur Kr = {R(z) >
—0} N D(0, R]. Posons

o) = (9(2) — 9r()eT(1+ 25

P0) = 90) = g20) = 5= [ 9() = 9r(2) or (1 i R_) "

20 z
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CHAPITRE 4. LA FONCTION ¢

En découpant 0Kp = T'f; U Ty avec I'}; le demi-cercle et I'; le segment
vertical. Sur I'f;, on a

M
T / Me ™) gt < 2o~ TRG)
9(T) = gr(z : e

De plus, = = Flw+ L] = 2% avec w = % et |w| = 1. Ainsi,

I'intégrande hp(z) dans ¢(0) est majorée par

| 1

M
em(z)em<z>2%(2) < 2M
R(2) R SR
Ainsi,
2Mm
"R

/F;hﬂ

gr est holomorphe donc on peut déformer I'; en Cf sans changer l'inté-

grale
gr(2) 2

On sait que |gr(2)| < m]‘é)‘e*T%(z) Comme avant, on majore

) s

—gT(Z)eZT (1 + Z—2> dz

Cr z

/ Ihr(Re®)| Rie®® df <

TR(:)

Donc

Par convergence dominée

g(Z) 2T 22

D’ou le résultat. [ |

0o G(x) x

Proposition 4.6 || est convergente.

Démonstration. On a

o0 1
/1 strl x_/ p;xxsﬂ / ;erl
_ —z % 9(s)
—gmmlsk—s
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4.2. LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS

Donc o)
B 00 T B oo i st
o(s) = 5/1 g dz = 5/0 G(e')e " dt

o(z+1) 1 1

Posons g(2) = 557 — 5 = o 5(o(z +1) - 1 — 1) qui est holomorphe sur un

voisinage de R(z) > 0 par ce qu’on a dit avant.
o) 1 00
g(z) = / fle e G+l g — = = / (O(eh)e™" — 1)e* dt
0 z Jo

Donc ¢(0) = [{° 6(2# dz qui converge par le lemme. [ |
Proposition 4.7 0(x) ~ z en +o0.

Démonstration. Par I'absurde, supposons que lim sup @ > 1. [l existe A > 1
tel que pour tout A > 0, il existe = > A tel que 0(x) > A.

u_Qudu>0

Az _ Az _ Az — A
/ 0(t) tdt}/ 0(x) tdt}/ Az tdt}/ A
T t2 T t2 T t2 1

)Q_t dz — 0 donc contradiction.

Pour z — 0, [ %

z T
Supposons que lim inf @ < 1. 1l existe A < 1 tel que pour tout A > 0, il
existe z > A tel que 0(x) < .

v O(t) —t 1) —
/ ) dtg/)\Qudu<0
A A

x t u

et deuxieme contradiction. |
Recollement des morceaur. On a déja 0(z) < > In(p) = m(z)In(x). Soit

1>e>0.0na

0(z) > . In(p)>(1-e)ln(x) > 1>(1-e)n(a){r(z)+0("7)}

zl—c>p<a zl=e>p<a

Comme 6(z) ~ x et vu I'encadrement
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Chapitre 5

Les fonctions ©

5.1 Formule sommatoire de Poisson

5.1.1 Transformée de Fourier

~

Définition 5.1 Z(f)(&) = f(&) = Jpe ™ f(x)dr bien défini si f €
[\(R).

On peut la prolonger en une isométrie sur L*(R).

THEOREME 5.1 Soit f € C' et f=0(z7%) en +oo. Alors

> () = > Fn)

Démonstration. On pose F(z) =Y f(z+n) € C' (cvnl). On a pour tout z,

F(x + 1) = F(x). Le théoréme de Dirichlet assure que

F(z) = z:cn(F)e%mm

nez
avec
1 o 1
_ —2iTnx _ —2iTnx
cn(F) = /0 F(x)e dz = k;oo/o flx+k)e dz
= [ty = fn)
En z =0, on trouve donc »_ f(n) = F(0) = Zf(n) n

nez neL
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CHAPITRE 5. LES FONCTIONS ©

5.1.2 Transformée de Fourier d’une gaussienne

—0{[1)2
Proposition 5.1 Soit G,(x) =e™z avec a > 0. Alors

Démonstration.

Ga (&) = /OO exp (—%ﬁ — 22’7m§> dz

—00

e @48 qone
«a 2 a2

—— 00 @ 2imé ? 2m2¢2
Ga(g) = [m exp (—5 <$+ T) ) dze™ Trﬂé

OZZ2
Comme z — e 2 est holomorphe sur C, son intégrale sur le rectangle
R, R+ %, —R,—R+ % est nulle donc

. 2
/_ exp (—% (x—l— Z§§> ) dr = /_ e 2 do

L’exposant vaut —§(z +

— 7‘,2 2
Donc G, (¢) = e 2 - \/§a/ eV dy. ]
R
V7
COROLLAIRE 5.1 > e @7 =) y/—e > a .
—00 —o ! &

5.2 Fonction ©

5.2.1 Définition

Définition 5.2 Pour 7 € C avec J(7) > 0 et z € C, on pose

@(Z, 7_) _ ZezﬁrnQTe%ﬂ'nz

nez

Proposition 5.2 O(:,7) est une fonction holomorphe vérifiant

O(z+1,7)=0(z,7) et Oz +7,7) = e e *Q(z,T)
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5.2. FONCTION ©

Remarque 5.1 La série converge normalement.

Démonstration.

@(Z +r 7_) _ ZeiﬂnQT—l—QiﬂnTeZiwnz _ e—iT(’T Zeiﬂ(n—l—l)QTeZiwnz’
, = =
nez nez

En réindicant, on a bien le résultat. [ ]

THEOREME 5.2

:@(2,7') _ oy (i, —l>

7 T T

Démonstration. ©(z,7) = _ f(n) avec
nez
_i7r22

. . 22 . zZ
f(s) = m(FTH22) — omini it + ) _ omFE g <5 + E)
T

avec aw = —2imrT. Comme R(a) > 0,

N L2 e 2 o / 2.2
f(f) = e l:z G@GO{(f) = e Z:Z eQZﬂ-TZé 2—7.‘-672‘"-04é
«Q
Ainsi,

f(n) = Ze_#e%inz ie_¢

nez
La formule de Poisson donne

O(z7) = Y f(n) = \/;#@ (f, —1) .

nez

COROLLAIRE 5.2  On pose O(t) = Ze”m% avec t € R Alors
nez

0= Lo ()

Démonstration. On prend 7 = it avec t > 0 et z = 0 dans le théoreme.

Vi0(0,it) = © (0, —.l)

it

Ce qui donne bien le résultat. [ ]

Remarque 5.2 On peut trouver une autre preuve en appliquant la formule de

—rntx

Poisson a la gaussienne e~ 2
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CHAPITRE 5. LES FONCTIONS ©

5.2.2 Relations avec le reste de ’alphabet grec

THEOREME 5.3 Pour tout s € C\ (Z_U{1}), on a

mT(s)((s) = I(s) — % + 251— 1
I(s) = /100(755‘1 +t_5_%)% dt

qui est holomorphe sur C.

Démonstration. 11 suffit de faire le calcul pour #(2s) > 1.
D(s)= [ et tdr= [T e umnly) an® dy
0 0
— 7TSTL28/ efanyysfl dy
0

On divise par m°n? et on somme

00 5 oo f _
P(S)ﬂi(QS) — Z/O e N yysfl dy — /0 (y) lysfl dy

n=1 2

1.
"

1 —1 00 —1 1 1 /1
/ e(y) ys—l d’y — / e(u) U_S_§ du i (_ o 1) ys—l dy
0 1 2 0
)
2

On coupe l'intégrale au point 1 et on change de variables y =

2
006(u—1 1 1 1

u T2 du +

1 2s —1 2s
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Chapitre 6

Equations différentielles
complexes

6.1 Généralités

On considere y' = f(z,y) avec y(0) = yo et F analytique au voisinage de
(07 ?/0) :

Définition 6.1 On dit que F(X,Y) =Y T',  X?Y? est une série majorante
P

de f(x,y) = > cpoxPy?ssil,, = 0et |c,,| <),
20 p.q P,q p,q

p.q

THEOREME 6.1 11 existe une unique solution analytique définie sur [0, T™|
avec T* > 0.

Démonstration. On peut supposer yo = 0. On écrit f(x,y) = Z Cp gty
p,g>0

Soit y(x) = Zanx". On injecte y dans 3/ = f(z,y) :

n>1

n=1 n=1

q
Znan:pnfl = Zcmxp Zanx”
P,

On a

(Zanx") = i Z Apy - - Gy z*

n>1 k=0n1+...4+nq=k

=bq
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CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES COMPLEXES

Onabyg=1byg=0siqg=>1,bo=0sik>1etby,=0siqg>k. Alors

Znan:pn_l = ; Z Z Cp1.gDpo.q zF

n=1 4 p1+p2=k

=d,

Ainsi, a1 = dy = Zco,qbo,q = cpp et on a une relation de récurrence
q

(k+1Dagy, = di = Z Zcpl,qbpz,q

p1+p2=kq<p2

qui détermine de maniere unique y (puisque b,,, ne dépend que des aj;,

j < k). Onnote ay = Pyg(ay,...,ax1,¢pq) (polynome a coefficients rationnels
positifs).

On s’intéresse au rayon de convergence.
Lemme 6.1.1

Si F' est une série majorante de f, et si ¢ = ZAan vérifie ¢/ = F(X, ¢)
alors ¢ est une série majorante de y solution de y' = f(x,y).

Démonstration. A, = Pyi1(As, ..., An, Tpy), comme les coefficients dont
positifs et |c, 4] < T4, on a par récurrence |a,| < A,. u

Il suffit donc d’exhiber une série majorante F' de f pour laquelle la ¢
obtenue a un rayon de convergence non nul.

Il existe r > 0 tel que f cvu sur {(z,y),|z] < r,|y| < r}. On pose
M = Sup <1< |/ (2, y)] < 00. On a fe, 4] < M La série

rp+aq -
M M
Fla,y) =) ——aly'= —
pa T (1=50 =)
est donc une série majorante de f.
On résoud ¢'(1 — %) = k% en intégrant de chaque coté :

<1—$>2—1:2M1n<1—%>
¢:r<1—\/1+2M1n(1—§)>

qui est analytique au voisinage de 0 donc on a gagné. ]

Ce qui donne
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6.2. EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE

6.2 Equations linéaires du second ordre

agy” + a1y’ + agy = 0 avec a; holomorphes et y(0) = yo, ¥/ (0) = y;.

On normalise en " = py’ + qy avec p, ¢ méromorphes. Quand p et ¢ sont
holomorphes, on écrit le systéme matriciel 2’ = Az avec A holomorphe & va-
leurs dans 2, (C). Par Cauchy-Lipschitz, on a une solution locale analytique.

Définition 6.2 2, est singulier régulier ssi p a un pole en 2, d’ordre au plus
1 et ¢ a une pole en zy d’ordre au plus 2.

Exemple 6.1 Equation de Bessel z%y” + zy’ + (22 — v?)y = 0. Le point
0 est singulier régulier.

6.2.1 Equations indicielles et caractéristiques

On se place dans I’hypothese ot zg = 0 est singulier régulier. On écrit
I’équation sous la forme

ny” _ :L_pr/ _ IL'qu =0

et 2%p et x?¢ sont holomorphes. On peut donc toujours se ramener & une
équation de la forme

as(z)y" + a1 (2)y + ag(z)y = 0
NSk
avec a;(z) = Y ajz**.
k=0

Définition 6.3 On appelle équation indicielle attachée a ’équation précé-
dente I’équation

2.0, 1 0,/ 4 0
reayy” +zajy +ay =0

avec a3 # 0.
On appelle équation caractéristique 1’équation polynomiale en v :

Fv)=ay(v—1)+alv+a)=0

Proposition 6.1 Soient vy et 145 les racines de ’équations caractéristique
avec multiplicité u. Alors une base de solutions de I’équation indicielle sur
R est

o et x?sip=1

o 2V et a¥In(z) si p=2.

Démonstration. On vérifie que ¢a marche, sachant que les solutions forment
un ev de dimension 2. [ ]
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CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES COMPLEXES

6.2.2 Théoréme de Fuchs

Dans le cas général, on se ramene a zy = 0 par translation.

THEOREME 6.2 FUucHS Si F(v) = 0 et si F(v+1) # 0 pour tout | € N*,
alors 'EDO posséde uen solution sous la forme x¥z(x) avec z analytique en
0.

Si on a deur racines vy el vy telles que vy — vy ¢ 7 alors on a deux
solutions linéairement indépendantes z" hyi(z) et z"2ho(z2).

o
Démonstration. On cherche y sous la forme Zyk:c”*k et on reporte avec
k=0
oo
() — P..p
aj(z) = > ala?. On trouve
p=0

Z(Za yll/+l (v+1—-1)4a}” l?/l(l/+l)+ag l?ﬂ) +n

n=0

Cn

co = yoF'(v) donc on peut prendre yy # 0 sous réserve que F'(v) = 0.
c1 = F(v+ 1)y + Byo = 0 qui est résolvable ssi F'(v+ 1) # 0.
Si n > 1, la condition ¢, = 0 donne

(v+ Dy = Zﬁoyo

qui est solvable ssi F'(v + 1) # 0 pour tout [.
On doit maintenant s’occuper du rayon de convergence. Il existe r > 0

tel ue |a¥| < & pour tout j € {0,1,2}. On suppose que |y;| < (4)! pour tout
I<k—-1
lyi| < CMZ i l S —1)rk

On a donc réussi notre récurrence ssi % <lieA>CM+1. On prend A
qui vérifie cette condition et ¢a marche. [ ]

Si vy — vy ¢ Z, on a donc deux solutions linéairement indépendantes.

COROLLAIRE 6.1 5% 0 est un point singulier régulier on peut toujours trou-
ver une solution de la forme y(z) = x”h(x) avec h holomorphe.
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6.2. EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE

6.2.3 Equation de Bessel

22"+ ay + (22— )y =0
L’équation caractéristique est A2 = v? donc par Fuchs, il existe une so-
lution z*h(z) ou *h(x) selon le signe de R(v). On doit par contre éviter le
cas v demi entier pour avoir une base de solutions.
On peut faire mieux : on recherche y sous la forme de son DSE en 0, on
injecte, on simplifie :

yr(k +v)(k+v —1) +yp(k +v) — vy +ypo =0

Pour k = 1, on trouve F(r+ 1)y; = 0 donc on choisit y; = 0. Par la suite on

—1)\P
a donc yap1 = 0 et yop = %

Or F(v+1) = (v + 1) — v = (I + 20) done gy, = GLIEAD

(1P y ce qui

y ce qui donne yy, = PR pa—

_ 1
On prend donc yg = T
donne un rayon de convergence infini.

Proposition 6.2 Pour v € C\ Z* et z € C\ R, on pose

Tz = S (-1 G)Mp PIT( :

=0 v+p+1)

Alors J, est solution de ’équation de Bessel et pour v € C\ Z*, J, et J_,
forment une base de son ensemble de solutions.
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Chapitre 7

Méthode de la phase
stationnaire

Définition 7.1 On s’intéresse aux intégrales oscillantes

I(t) = /eit“’(m)a(aj) dx

avec p € C® et a € C°.

Remarque 7.1
e Si ¢ est constante, on trouve ? [a
o Si p est linéaire, on tombe sur la transformée de Fourier donc ¢a tend
vers (.

Définition 7.2 Les points stationnaires sont les points d’annulation de ¢'.

L’idée générale est de localiser aux points stationnaires par IPP puis
d’approcher €¢ par une Gaussienne.

7.1 Phase non stationnaire

Lemme 7.0.1
Si ¢'(z) # 0 sur tout le support de a alors I(t) = O(5) pour tout N.

Démonstration. ¢’ ne s’annule pas sur supp(a) compact donc |¢'(z)| > ¢ > 0.

/eit*"(x)a(:ﬁ) dr = / gp’(:p)e”“"(x)% dx




CHAPITRE 7. METHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE

), on trouve le O(7x).
u

par majoration simple. En réitérant pour a = 0,(

7.2 Phase stationnaire

THEOREME 7.1  On suppose qu’il existe un unique xoy € supp(a) tel que
' (z0) =0 et ¢’ (xg) # 0. Alors

. 27T [Xide
I(t) ~eteo) [ =" o"Fq(x
) T
avec o = Sgn(y” (zo)).

Lemme 7.1.1 Morse
Il existe ¢ € C* telle que ¢ soit un difféomorphisme de V' — W (au voisinage

de x¢) tel qgie ¢(zg) = 0 et ¢'(xo) = 1 et tel que (x) = | (x0)|(¥(x))>.
Autrement dit, y = ¥ (x) est un changement de variable au voisinage de
xo et p = q o1 avec ¢ une forme quadratique.

Démonstration. On peut supposer ¢(xy) = 0. Par Taylor a l'ordre 2,

pla) = 30" (0)(x — o) + (& = 20)e(z)

Donc

o) = E0) (@ )14 ()
P2 ()
On a e(xg) = 0 donc r(xy) = 0 donc il existe un voisinage V' de zy sur lequel
|r(z)| < 1 donc ¢ est C>(V).
De plus ¢(z) = 0 et ¢'(xg) = /1 +7(x0) =1 n

Démonstration du théoréme. Soit xy € C°(R), x = 1 au voisinage de xy a
support dans V. On écrit

I(t) = /eiwxa—l—/eiw(l —x)a
I I

¢’ ne s’annule pas sur le support de (1 — x)a donc par la phase non station-
naire, Ir(t) = O(z) pour tout N.
Dans I; on peut faire le changement de variables y = ¥(x) :

y2
I :/GATZ’(?J) dy
R
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7.3. APPLICATION AUX FONCTIONS DE BESSEL

avec A € iR et b(y) = @X(x)a(x).

Par convergence dominée, on a
. (—e)y?
L(t) =lim | e== " b(y) dy
(domination par |b(y)|.)

—

L) = [ Gealwbly) dy = [ GN(©)bE) d

2 _2n2e?=
- \/5 —ito|¢" (x)] /e Trb(g)dg

ore?2 =
e Eb(€) de

te" (xo)
On fait un DL de I'exponentielle en 1 + O(z) et;

L) = wfao)ew%p—l(z)(()) +0 <%) _ twfao)eia%a(xo) 40 <%)
Donc I(t) = a(zg) + O (%) n

7.3 Application aux fonctions de Bessel

s (_1)1) x\ nt2p
Définition 7.3 J,(z) =Y ————— (—) :
pzop!(n +p)! \2

Lemme 7.1.2

S ()t = e5lt=1)

nezZ

COROLLAIRE 7.1 .

"o

Proposition 7.1 En x — oo,

2 .
Jn(x) /O eza:smee—me de

Démonstration. Par la phase stationnaire pour les fonctions C*> périodiques.
Les deux points stationnaires sont 1 et on trouve

e 21 in n e ™ 91 i
Jn(x)rv%\/?eél(—z) + o \/?842
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CHAPITRE 7. METHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE

7.4 Dimension supérieure

THEOREME 7.2 I(t) = [p. €@ a(x)dz avec a € CF et p € C*°.
S’il existe un unique xo € supp(a) tel que Dp(xg) = 0 et D*p(xg) est non
dégénérée alors quand t — oo,

iom

) 2 ! (@) g (10
| det D2p(z0)|

2T
t

I(t) ~ (

avec o la signature de D*p(x).
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Chapitre 8
Fonction d’Airy et méthode du

col

L’équation d’Airy est y” = xy. Par Cauchy-Lispschitz, on a une solution
locale. Siz > 0, y = ae*” + be ™" et si x < 0, y = acos(wx) + bsin(wz).

8.1 Résolution

8.1.1 Par changement de variables
Proposition 8.1 Les solutions de ’équation d’Airy sont de la forme

()

W=

2 3
‘”2>+bJ_

y(z) =V (GJ% (

Elles sont holomorphes.

Démonstration. On change de variables : y = /zu(%2>)
3t U

Ozxy—y":x%(u"Jru)——u/Jr 5
2 412
3 , 3, 2 32
= —z2u — —u +-—u+ —
21 2 12z 21
+(#-5))

donc u est solution de B, (et pouf). On a de plus 'holomorphie de la solution

par Cauchy-Lipschitz analytique.
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CHAPITRE 8. FONCTION D’AIRY ET METHODE DU COL

8.1.2 Par transformée de Fourier

On passe au chapeau, ¢a donne :

1 Jy
4 262 -
-~ . gimSed
Donc % = &im3¢% et J(&) = ce” 3

On a donc

8' 3¢3 . 3
y(x) = c/ exp <2i7r:c£ 2 S ) d¢ = c/ @t T) g
R 3 R
On lappelle A;.
Proposition 8.2 A; est une fonction C? et est solution de I’équation d’Airy.
Démonstration. On pose p(t) = ot + % On fixe x € R. On prend R tel que
x+%2 > |z| + 1 et on prend A, B tel que A < —R < R < B.

B -R R B .
/ W) dy = / W) dy + / W) dy + / W) dy
A A -R R

On montre que Alim I (A) et BhIE I,(B) existent. On applique la méthode
——00 —+o0

de la phase stationnaire :

1 [eir()
[2<B> = ; [ y)

B
+ l /B i) ¥"(y) dy
¢ W) g /R ?

¢'(y)

< 2y
T (zy?)?

i) ©"(y)
©'(y)?

Donc 'intégrale est absolument convergente donc I, converge et de méme [
converge.

Il reste & montrer la C?-itude : soit [ =] — I?,*[ pour [ > 1, v € I et
ly| > 2, on a

2 2
Y Yy +1
' (y)| > |z + v >l2+5 >

On prend § € C* avec 0 <0< 1,0 =0si|y| <2l et §=1si|yl >3l

Ai(z) = /eﬁ“’9+/ew(1 —9)

F1 F2
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8.2. METHODE DU COL

Par IPP,

"

1 0 1 A

Le premier bout est O car ¢ est a support compact et on a ﬁ ~ Tlmg

dy

Donc on trouve que le deuxiéme bout est C*.
F5 est C™ par dérivation sous l'intégrale. [ ]

8.1.3 Résolution par transformée de Laplace

La transformée de Laplace usuelle Lf(\) = [5°e M dt pour f de type
exponentielle : | f(t)| < ceM’. Lf est bien définie pour R\ > M.

Sid=~y+irety>M, Lf(\) = F(e " f(t)1;>0](7). On a une formule
d’inversion :

1
APV ] — / M
(S f(t) t>0 % 'y+z’]Re f()\) dA
On cherche la solution sous la forme
1 M
£(t) = 2M/Fe w(A) dA

ou I' est un chemin de C d’extrémités I't et I'". L’équation devient

1
— / M(=N2z — w') dX + [eMw( Ay
2im Jr
On prend I'* pour que le crochet soit nul. 1l reste w’ = —A\?w donc w(\) =
A3
ce 3.

Ainsi, on cherche f sous la forme
_ C )\m,A_?’
f(‘”)_Qm/pe T dA

On pose A = pe'. Si cos(36) > 0 alors I'intégrande tend vers 0 quand p — oo.

8.2 Méthode du col

8.2.1 Principe

On consideére I(z) = [re™Ma(\)d\ quand x — Foo avec ¢,a holo-
morphes.

Si ¢ est a valeurs réelles, on utilise la méthode de Laplace, si ¢ est a
valeurs imaginaires, on utilise la phase stationnaire.

On va déformer le contour d’intégration pour se ramener a la méthode de
Laplace.
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CHAPITRE 8. FONCTION D’AIRY ET METHODE DU COL

on cherche les points critiques de ¢

on cherche les lignes de plus grande pente
on déforme le contour

on utilise la méthode de Laplace
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