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Chapitre 1

Ensembles

1.1 Vocabulaire général

Définition 1.1 On appelle ensemble toute collection d’objets. On appelle
élément d'un ensemble E tout objet appartenant a la collection d’objets
définissant F.

Pour écrire que x est un élément de E, on note x € E.

On appelle partie de E tout ensemble F' d’éléments de E. On dit alors
que F' est inclus dans E et on note F' C E. L’ensemble des parties de E est
noté P(F). Dans icelui, il y a deux ensembles remarquables : £ et &, qui est
appelé vide et qui est la partie de ' qui ne contient aucun élément de E.

Remarque 1.1 Hors de tout contexte, la signification de & n’est pas clair.
En effet, il peut signifier une partie de E : & € P(E) ou un ensemble de
parties de E : & C P(E), ...

Définition 1.2
e [’ensemble F des objets vérifiant une propriété P est noté

E = {x, z vérifie P}

Dans cette écriture, x est une lettre muette et peut étre remplacée par
tout autre lettre sans changer 'ensemble. Ainsi {y,y vérifie P} désigne
aussi £. De méme, un élément choisi dans E peut porter n’importe
quel nom.

— Lorsque la propriété P est la réunion d’une propriété @) et d’une ap-
partenance a un autre ensemble F', plutdt que note F = {z, z vérifie Q)
et appartient a F'}, on écrit plus briévement

E = {x € F,x vérifie Q}
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— Parfois, vérifier une propriété P consiste a étre d’une certaine forme.
Cela revient a connaitre un ensemble de parametres A et un application
f définie sur A tels que les objets étudiés soient ceux qui s’écrivent f(a)
pour au moins un élément a de A. Plutét que noter F = {x, il existe
a € Atel que x = f(a)}, on écrit plus brievement :

E={f(a),ac A}

Dans cette écriture, on ne peut pas ajouter d’autre propriété ue la forme
des éléments manipulés. En particulier, I'appartenance des éléments a
un ensemble particulier ne peut plus étre indiquée.

Exemple 1.1

e L’ensemble des solutions réelles de I'équation z7 + 2z —3 =0 est {z €
R, 2" +2r —3 =0}

e L’ensemble des solutions rationnelles de I’équation 27 + 2z — 3 = 0 est
{reQaz"+22-3=0}

e [’ensemble des rationnels sommes de deux carrés de rationnels s’écrit
{r*+ ¢, (p,q) € Q*}

e L’ensemble des entiers sommes de deux carrés de rationnels s’écrit {x €

N, 3(p,q) € Q% z = p* + ¢*}.

1.2 Opérations sur les parties d’un ensemble

Définition 1.3 Soit £ un ensemble, A et B deux parties de E. On appelle
union (resp. intersection) de A et B, et on note AU B (resp. AN B) la partie
de E dont les éléments sont ceux de E contenus dans A ou B (resp. A et B).

On appelle complémentaire de A dans E et on note E \ A la partie de E
contenant tous les éléments de F n’appartenant pas a A.

Définition 1.4 Soient E et I’ deux ensembles. On appelle produit cartésien
de E et F, noté E x F 'ensemble {(z,y),z € E et y € F}.

Remarque 1.2  On peut étendre les notions de produit cartésien, union et

intersection d un nombre fini d’ensembles ou de parties de E. Ainsi, pour
tout n € N*, (Ay,---,A,) € P(E)", ona

UAdi={z e E,Fie[l,n],z € A} et (A ={z € E, Vi€ [l,n],z €A}

i=1 i=1

Proposition 1.1 Soit £ un ensemble et A, B,C, D quatre parties de F
telles que AC Cet BC D.Onaalors AUBCCUD, ANBCCND et
E\NCCE\A.
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Démonstration.
e Soit © € AU B. Par définition, x € A ou x € B. Comme A C C et
BcD,onarxeCoux e D,doncxeCUD.
e Soitre ANB.xe ACCetxeBCDdoncxeCnD.
e Soitz € E\C.Onaz € Eetaz¢ C.Comme AC C,sixée A, alors
x € C, ce qui est absurde. Donc x ¢ Aet x € E'\ A. u

Proposition 1.2 Soit F un ensemble et A, B, C' trois parties de E. On a
1. AhB=BnNA

AUB=BUA

(AUB)NC=(AnC)u(BNCO)

(ANB)UC =(AUC)N(BUC)

E\ (AN B) = (E\ A)U(E\ B)

EN(AUB) = (E\A)N(E\ B)

SERES AN Sl

Démonstration.

1.,2. Evident

3. Soit € E.Onaze (AUB)NCssizx € AUBetz e Cssi(zeA
ouzr € Byetx € Cssi(x € Aetx € C)ou (v € Betz € C) ssi
r € (ANC)U(BNCO). Finalement, on a I’égalité recherchée.

4. Analogue

5. Soit x € E.Onax e E\ (ANB)ssiz € Eetx ¢ Aoux ¢ B ssi
reE\Aouxe E\Bssize (E\A)U(E\ B). Dou le résultat.

6. Analogue [ |

1.3 Relations d’ordre

Définition 1.5 On appelle relation binaire R sur E toute assertion logique
associant a certains couples (z,y) d’éléments de F la valeur logique « vrai ».
Le cas échéant, on note xRy. Par exemple, la relation binaire « étre de la
méme taille » est une relation binaire sur I’ensemble des étres humains.

Définition 1.6 On appelle relation d’ordre sur un ensemble F toute rela-
tion binaire sur E vérifiant :

e Pour tout x € F, 2Rz (réflexivité)

e Pour tout (z,y) € E?, xRy et yRa implique x = y (antisymétrie)

e Pour tout (z,y,2) € E3, 2Ry et yRz implique xRz (transitivité).

On dit que deux éléments de E sont comparables pour une relation d’ordre
R lorsque xRy ou yRx. Si deux éléments quelconques de E sont comparables,
on dit que R est une relation d’ordre total, Dans le cas contraire, l'ordre est
dit partiel.
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Remarque 1.8 Si x ety sont deux éléments d’un ensemble ordonné (E, <),
éerire x < y signifie avant tout que x et y sont comparables, puis que x est
plus petit que y. Ceci ne pose pas de probléme dans les ensembles totalement
ordonnés.

Exemple 1.2

e Les relations d’ordre bien connues sur les ensembles de nombres sont
des relations d’ordre total (deux nombres sont toujours comparables).

e La relation d’inclusion sur ’ensemble des parties de R est une relation
d’ordre. En effet, toute partie de R est incluse dans elle-méme, si deux
parties A et B de R vérifiant A C B et B C A sont égales et trois
parties (A, B,C) de R qui vérifient A C B et B C C vérifient aussi
A C C. En revanche, les parties ]0, 2| et [1, 3] ne sont pas comparables,
ce qui assure que la relation d’inclusion est un ordre partiel.

Définition 1.7 Soit (F,<) un ensemble ordonné. On appelle plus grand
élément (resp. plus petit élément) de E tout élément a € E tel que pour tout
x € FE,z<a (resp. a < x).

Exemple 1.3
e [’ensemble des entiers naturels, muni de son ordre naturel, admet 0
comme plus petit élément mais n’admet pas de plus grand élément.
e Pour toute partie A C R, on sait que @ C A C R. Autrement dit,
I’ensemble des parties de R muni de l'ordre de l'inclusion, admet @
comme plus petit élément et R comme plus grand élément.

Proposition 1.3 Soit (F,<) un ensemble ordonné. Si E admet un plus
grand (resp. plus petit) élément, icelui est unique et on le note max(FE) (resp.
min(E)).

Démonstration. Soit a et b deux plus grands éléments de E. On a par défi-
nition a < bet b < a donc a = b. [

Définition 1.8 Soit (E,<) un ensemble ordonné et A C E. On appelle
majorant (resp. minorant) de A tout élément M € E tel que pour tout
x €A x <M (resp. M < ). Une partie de F admettant un majorant (resp.
un minorant) est dire majorée (resp. minorée).

Une partie de F est dite bornée ssi elle est majorée et minorée.

Exemple 1.4
e On munit R de sont ordre usuel. La partie { %, p € N*} est majorée par
1 et minorée par 0.
e On munit P(R) de la relation d’inclusion. Soit A et B deux parties de
R.ANBCAC AUBet ANB C B C AUB donc {A, B} est majorée
par AU B et minorée par AN B.
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Chapitre 2

Applications

2.1 Vocabulaire général

2.1.1 Fonction et application

Définition 2.1 Soit F et F' deux ensembles. On appelle application de F
dans F' tout triplet (F, F,I'), ou I est une partie de E x F' telle que pour
tout élément x € F, il existe un unique y € F' vérifiant (z,y) € I'. Dans ce
cadre, I' est le graphe de I'application considérée.

L’ensemble des applications de F dans F' est noté FF.

Soit E et F' deux ensembles et f = (E, F,T") une application de F dans
F. Pour tout z € E, 'unique élément y de F' tel que (z,y) € I' se note f(z).
Dans une telle situation, x est appelé antécédent de y et y est appelé image
de x par f.

Exemple 2.1 Pour tout ensemble E, on appelle application identité de E
et on note Idg (ou Id quand il n’y a pas de confusion) I’application

F — FE
r +— X

Soit E un ensemble et ' C E. L’application

F - F
r = X

est appelée injection canonique de F' dans F.

Exemple 2.2 Pour tout ensemble F et A C E, on appelle application

7
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indicatrice de A et on note 1, I'application

E — {0,1}
z = lsizecA

r +> 0 sinon

On a 1Ar‘|B = 1A1B7 1AUB = 1A+1B - 1A1B et 1E\A =1- 1A-

Remarque 2.1 Deuz applications f et g sont égales ssi elles ont méme en-
semble de départ, méme ensemble d’arrivée et méme expression. Ce der-
nier point signifie que pour tout x de leur ensemble de départ commun,
f(z) = g(x).

Par contraposition, deux applications f et g sont distinctes ssi elles n’ont
pas méme ensemble de départ ou n’ont pas le méme ensemble d’arrivée ou
s’il existe x dans leur ensemble de départ commun tel que f(x) # g(x).

Définition 2.2 Soit [ et F deux ensembles. On appelle famille d’éléments
de E indicée par I toue application de I dans E. Une telle famille f est aussi
notée (f;)icr et 'image par f d’un élément i de I est alors notée f;.

2.1.2 Restriction et prolongement d’applications

Définition 2.3 Soit F, I’ et GG trois ensembles. Soit f une application de
E vers g et g de F vers GG. On dit que f et g coincident sur une partie A de
E N F ssipour tout z € A, f(z) = g(x).

On dit que g est un prolongement de f ssi F C F et f et g coincident
sur F.

Si A est une partie de E, on appelle restriction de f & A et on note f|a
lapplication de A dans G qui coincide avec f sur A.

Exemple 2.3

e Les applications réelles Id et | - |, définies sur R, coincident sur R¥.

e L’application définie sur R par = + |z| est un prolongement de I’appli-
cation nulle définie sur R™.

e On appelle f I'application réelle, définie sur R qui a x associe sa partie
entiere. La restriction sur [0,2[ de 1j; o et f|jo2 coincident. Un prolon-
gement sur R de la restriction sur [2, g] de f est application de R — R
constante égale a 2.

2.1.3 Composition d’applications

Définition 2.4 Soit E, F' et G trois ensembles, f une application de F
dans F' et g de F' dans G. On appelle application composée de f par g et
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2.1. VOCABULAIRE GENERAL

on note g o f l'application de E dans G qui a tout élément x € FE associe
9(f(x)).
Proposition 2.1 Soit E, F, G et H quatre ensembles, f une application de
E vers F', g de F vers G et h de G vers H.

Les applications ho (go f) et (hog)o f sont égales et notées hogo f.

Démonstration. Ces applications ont méme espace de départ et d’arrivée.
Soit x € E. Par définition, on a

ho(go f)(xz)=h(go f(z)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(x)) = (hog)o f(x)
Ce qui conclut. [ ]

Remarque 2.2 Soit E un ensemble et f,g deux applications de E dans E.
On n’a pas en général foqg = go f. Par exemple, si f et g vont de R dans
Retf=a—a+1, g=a+ 22 gof et fogvontdeR dans R mais
fog=axw—1+a2*etgof=uxw (1+2x)?% quisont distinctes car elles ne
sont pas égales en 1.

Exemple 2.4 Soit F et F' deux ensembles des f de E vers F'. Alors foldg =
Idpof = f.

2.1.4 Image directe et réciproque de parties par une
application

Définition 2.5 Soit E et F' deux ensembles et f une application de E dans
F.

On appelle image directe d’une partie A de E par f et on note f(A) la
partie de F égale a {f(z),z € A}. On appelle image réciproque d’une partie
B de F par f et on note f~1(B) la partie de F égale a {z € E, f(x) € B}.

Exemple 2.5 Si f est une application définie sur £, I’ensemble des valeurs
prises par f est f(E). Par exemple, In(R%) = R et sin(R) = [-1, 1].

Si f est une application définie sur E & valeurs dans F ety € F, f~1({y})
est 'ensemble des solutions de 1’équation f(x) = y d’inconnue =z € E. EN
particulier, si f est une application réelle, f~1(0) est 'ensemble des points
d’annulation de F. Par exemple, sin™(0) = 7Z.

Remarque 2.3 Soient E et F deux ensembles, et f une application de E
dans F. Si on représente graphiquement f en dessinant les deux ensembles
et en liant par une fléeche chaque élément de E a son image par f, on peut
facilement visualiser les notions d’images directes et réciproques de parties :
il suffit de descendre ou de remonter les fleches selon ce qu’on recherche.
En particulier, on se rend compte que ['image réciproque de l'image directe
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS

d’une partie n’est pas forcément cette partie, de méme que l’image directe de
['image récip e:
B
fHf(A) f . f .

(f(A) f_lv(B)/ \(f(f‘:l(B))

Définition 2.6 Soit £ un ensemble et f une application de E dans E. Soit
A C E. On dut que A est stable (resp. invariant) par f ssi f(A) C A (resp.
f(A) = A). Lorsque A est stable par f, 'application de A dans A qui coincide
avec f sur A est appelée application induite par f sur A.

2.2 Injections, surjections, bijections

2.2.1 Présentation

Définition 2.7 Soit F et I’ deux ensembles et f une application de F dans
F. On dit que f est injective (resp. surjective, bijective) ou que f est une
injection (resp. surjection, bijection) ssi tout élément de F' admet au plus
(resp. au moins, exactement) un antécédent par f.

Remarque 2.4

e Par définition, une application est bijective ssi elle est surjective et
injective.

e Une application f définie sur E et a valeurs dans F est injective ssi
pour tout couple (x,y) de E* tel que f(x) = f(y), alors x = .

o Soit E et F deuz ensembles est f une application de E dans F. Etudier
f du point de vue des propriétés précédentes revient a étudier une fa-
mille d’équations. En effet, si pour tout b € F, on note (E,) ’équation
f(z) = b d’inconnue © € E, on a existence (resp. unicité, existence
et unicité) d’une solution a [’équation (E,) pour tout b € F ssi f est
surjective (resp. injective, bijective).

Exemple 2.6 Soit a € R. Etudier le caractére injectif (resp. surjectif,

Pierron Théo Page 10 Tous droits réservés



2.2. INJECTIONS, SURJECTIONS, BIJECTIONS

bijectif) de I'application

_ R* — R?
(x,y) +— (ax4+y+1l,z—y+a)

Pour tout («, ) € R?, on appelle (E, g) I'équation f(z,y) = («, ) d’in-
connue (z,y) € R% On remarque que cette équation est équivalente a

ar+y=a—1
r—y=p—a

d’inconnue (z,y).

On remarque alors que si a # —1, il y a une unique solution, ie f est
bijective.

Sia = —1, (Eyo) admet une infinité de solutions donc f n’est pas injective
et (E1,1) n’admet aucune solution donc f n’est pas surjective.

Proposition 2.2 La composée de deux injections (resp. surjections, bijec-
tions) est une injection (resp. surjection, bijection).

Démonstration. On prend E, F, G trois ensembles, f de £ dans F' et g de F
dans G.

e Si f et g sont injectives, soit z,y € E? tels que g(f(z)) = g(f(y)).
Comme g est injective, f(x) = f(y) donc, comme f est injective, x = y,
donc g o f est injective.

e Si f et g sont surjectives, on prend z € G. Il existe y € F tel que
g(y) = z. Il existe € E tel que y = f(z). On a donc z = g(f(x)),
donc g o f est surjective.

e Découle des points précédents. [ ]

2.2.2 Etude des bijections

THEOREME 2.1 Soit E et F' deuz ensembles. Une application f de E dans
F' est bijective ssi il existe g de F' dans E telle que go f = Idg et fog = Idp.
Dans ce cas, g est unique. On Uappelle réciproque de f, notée f~1.

Démonstration. Si f est bijective, I'application qui a x € F' associe son
unique antécédent par f convient clairement.

Réciproquement, soit g convenable. Soit alors x,y tel que f(x) = f(y).
On a g(f(z)) = g(f(y)) donc x = y et f est injective. De plus, soit y € F,
g(y) est alors un antécédent de y par f donc f est surjective, donc bijective.

Soit g et h convenables. On a go foh =Idgohet go foh=goldr =g
donc g = h. [ ]
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS

Remarque 2.5 Ne pas confondre f=' (qui n’existe que si f est bijective) et
f~YB), image réciproque de la partie B par f, qui est toujours définie, que
f soit bijective ou non.

Par exemple, f~(y) n’a de sens que pour f bijective alors que ce n’est pas
le cas pour f~Y({f(y)}). Si f est bijective, on a en particulier f~'({y}) =

{f~'w)}

De plus, si f est bijective, alors f=' est aussi bijective de réciproque f.

COROLLAIRE 2.1 Soit E, F,G trois ensembles, f une bijection de E vers
F, g une bijection de F vers G. go f est une bijection d’inverse f~'o g '.

Démonstration. On remarque que

(gof)o(flog™)=goldpog™" =1dg

Et
(fteg)ol(gof)=f"oldpof =1dg

Par unicité de I'inverse, on a le résultat. [ ]
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Chapitre 3

Le principe de récurrence

3.1 Axiomes de Péano

THEOREME 3.1 AXIOMES DE PEANO [l existe un ensemble non vide E (to-
talement) ordonné tel que :

— toute partie non vide de E admet un plus petit élément

— toute partie non vide et majorée de E admet un plus grand élément

- E n’a pas de plus grand élément
Un tel ensemble est noté N.

Proposition 3.1 Soit A une partie de N vérifiant :
e 0c A
e pourtoutne A,n+1€A

Alors A =N.

Démonstration. On suppose A # N. On pose B =N\ A.
Par hypothese B # @. Il admet dont un plus petit élément noté b. Comme
beBet0¢ B, b+#0.
Doncb—1€N. Onnote que b—1<bdoncb—1¢ Bdoncb—1¢€ A.
Doncb—14+1€ Adoncbe A. Doncbe BNA, or BNA=a.
Par conséquent A = N. [ |

3.2 Principe de récurrence

Soit (P,)nen une suite d’assertions logiques. On suppose que :
e Fj est vraie

e pour tout n € N tel que P, soit vraie, P, est vraie.

Dans ce cas, pour tout n € N, P, est vraie.

Rédaction de récurrence :

13



CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DE RECURRENCE

1. Introduire la suite de propriétés (P, )nen & démonter.

2. Vérifier P,.

3. Montrer que pour tout n € N tel que P, soit vraie, P, est vraie.

4. « Le principe de récurrence assure que pour tout n € N, P, est vraie. »
Exemple 3.1 Soit (a,b) € C2

e Pour tout n € N* on pose P, : « (a+b)" = Z (Z) aFprFk
k=0

e On a:

1
> akb' T = (é) a’bt + G) a't’ =a+b=(a+0b)'
k=0

Donc P est vraie.
e Soit n € N* tel que P, soit vraie.

On a:

(a4 b)""™ = (a+b)(a +b)"

= (a+ b)é0 <Z> akprk

n e n el
<k> aF ik 4 Z <k> aFpnti—k

k=0

n kin+1—k ~(n kpn+1—k
k_1>ab +Z<k>ab

k=0

I
NE

S =

B
Il
—

I
NE

Il
M=
TN N TN TN /N

n ) akbn-i-l—k + i <Z'> akbn—i-l—k + an—i—l + bn+1

k=1

n n kin+l—k n+1 n+1
(k—1>+<k:>>ab +a"" + b
n

e
I
—_

k=1
_ i 2;—1> aFpnHIk L gnl g e
k=1
_ W+ 1) QFpt1k
o\ K

Donc P, ;1 est vraie.
e Le principe de récurrence assure que pour tout n € N*,

(a+b)" = Zn: <Z> aF bt

k=0
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3.2. PRINCIPE DE RECURRENCE

Proposition 3.2 Soit F' un ensemble et f une application de F' dans F.
Soit a € F.

Il existe une unique suite (u,)pen d’éléments de F' telle que ug = a et
pour tout n € N, w41 = f(uy).

Exercice : Soit n € N*. On prend Fi, Fy,---, F, des fonctions poly-
nomiales telles que pour tout i € [1,n — 1], deg(F;) > deg(F;41). Soit
(A1, -+, A\n) € R™ On suppose que Z)\in‘ =0.

k=1
Montrer que pour tout ¢ € [1,n], A\; = 0.
— Premiere méthode :
e Pour tout ¢ € [1,n], on pose P; : « \y = dg=---=X\; =0 ».

e On suppose A\; # 0. [} = —Ail <ZAka>
k=2

Donc deg (Z)\ka> = deg F}.

k=2
Or, pour tout i € [2,n], deg(F;) < deg(F,) donc deg (Z)\ka>

k=2
deg Fi.
Il y a contradiction. Donc A; = 0. Donc P; est vraie.
e Soit k € [[1,n — 1] tel que P, soit vraie.

OnaZ)\F —OdonCZ)\F+)\k+1Fk+1+ Z)\F =0.

r=1 r=1 r=k+2
Or, pour tout r € [1,k], A, = 0.
n

Donc Agy1Fry1 = — Z AN F.
r=k+2
On suppose A1 # 0.

1 n
P%+1::'_____ E: A F
k+1p—f42

Donc deg ( > ATFT) = deg(Fy)

r=k+2
Or, pour tout i € [k+2,n], deg(F;) < deg(Fy) donc deg ( > F)
r=k+2

deg(F).
Il y a contradiction. Donc Agyq = 0. Or P est vraie donc \y = -+ - =
A = 0.
Donc Py est vraie.
e Le principe de récurrence finie assure alors le résultat.
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DE RECURRENCE

— Deuxiéme méthode : On pose A = {k € [1,n], \r # 0}. On suppose
A+ D

Péano assure que A admet un plus petit élément noté k.

ko—1

Z)\ka = 0 ssi Z >\ka + )‘koFko + Z )\ka =0
k=1 k=1 k=ko+1
ssi )‘koFko = — Z )\ka
k= ko-i—l
ssi Fko = Z )\ka
kOk ko+1

Donc deg ( > Aka) = deg(Fj,)

k=ko+1
Or, pour tout @ € [ko+1,n], deg(F;) < deg(F},) donc deg Z )\ka)

k=ko+1
deg(Fy,).
Il y a contradiction. Donc A = &, ce qui permet de conclure.

Soit (P,)nen une famille d’assertions logiques. Pour démontrer que pour
tout n € N, P, est vraie, il suffit de vérifier :

Py est vraie
pour tout n € N tel que P, soit vraie, P, est vraie

ou :

{ P, et P, sont vraies

pour tout n € N tel que P, et P, soient vraies, P, o est vraie
ou :

{ P, est vraie

pour tout n € N tel que pour tout k € [0,n], Py soit vraie, P, est vraie
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Chapitre 4

Ensembles finis

4.1 Notion d’ensemble fini

4.1.1 Présentation

Définition 4.1 On dit qu'un ensemble F est fini lorsqu’il est vide ou qu’on
peut compter ses éléments, ie établir une bijection entre E et une partie de N
de la forme {1,---,n} pour une valeur de n € N*. Cette partie, notée [1,n],
correspond aux numéros des éléments de E.

Proposition 4.1 1l existe une bijection de [1,m] dans [1,n] ssi m = n.

Démonstration. Soit (m,n) € Nx?. Il semble clair sur un schéma que si
m > n, on ne peut pas construire d’injection de [1,m] dans [1,n] puis-
qu’il manque des images dans l'ensemble d’arrivée, et que si m < n, on ne
peut pas construire une surjection de [1,m] dans [1,n] puisqu’il existe trop
d’éléments a atteindre dans I’ensemble d’arrivée.

Réciproquement, si m = n, 'identité est une brave bijection. [ ]

Casm >n Casm<n

[1,7]
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CHAPITRE 4. ENSEMBLES FINIS

Définition 4.2 Soit E un ensemble fini non vide. Il existe un unique n € N
tel que E et [1,n] soient en bijection. On l'appelle cardinal de E et on le
note Card(E).

Par convention, Card(@) = 0.

Démonstration. C’est bien défini puisque si ¢ et ¥ sont des bijections de E
dans [1, m]et [1,n], alors ¥y o ~! est une bijection de [[1,m] dans [1, n] donc
m=n.

E

[1,m]

@D/
Yot

[1,7]

Proposition 4.2 Si E, F' sont deux ensembles en bijection alors E est fini
ssi F' l'est. De plus, dans ce cas, ils ont méme cardinal.

Proposition 4.3 Si E et F sont deux ensembles finis alors F x F' est fini
et son cardinal est le produit des cardinaux de E et F.

Démonstration. Si E ou F est vide, le résultat est évident. Sinon, on note n
et p les cardinaux respectifs de E et F.

On a des bijections f et g de [1,n] dans F et de [1,m] dans F.

(x,y) — (f(z),g(y)) est une bijection de [1,n] x [1,p] dans E x F.

De plus (z,y) — = +n(y — 1) de [1,n] x [1,p] dans [1,np] est une
bijection. [ ]

4.1.2 Reésultats essentiels sur les ensembles finis

THEOREME 4.1 Soit E, F deux ensembles finis de méme cardinal.
Une application de E vers F est injective ssi elle est surjective ssi elle
est bijective.

THEOREME 4.2 Toute partie F' d’un ensemble fini E est finie de cardinal
inférieur ou égal a Card(E) avec égalité ssi F' = E.

THEOREME 4.3 Toute partie de N est finie ssi elle est majorée. Le cas

échéant, il existe une bijection strictement croissante de [1,Card(P)] dans
P.

THEOREME 4.4 FORMULE DU CRIBLE Soit A et B deux parties finies d’un
ensemble E.
La partie AU B de E est finie de cardinal

Card(A) + Card(B) — Card(A N B)
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4.2. ANALYSE COMBINATOIRE

Remarque 4.1 Soit E un ensemble. Une récurrence simple assure que toute
union finie de parties finies de E est une partie finie de E.

Si les parties considérées sont deux a deux disjointes, le cardinal de ['union
de ces parties est la somme des cardinaux de chacune des parties. Si les
parties ne sont pas deuxr a deux disjointes il faut appliquer plusieurs fois le
théoréme précédent pour trouver une formule exacte.

4.2 Analyse combinatoire

L’analyse combinatoire est 1’étude des problemes de dénombrement, ie
des calculs de cardinaux d’ensembles finis. Une application en est le calcul
des probabilités finies.

4.2.1 Reésultats généraux

THEOREME 4.5 L’ensemble des applications d’un ensemble fini de cardinal
p dans un ensemble fini de cardinal n est fini, de cardinal n®.

COROLLAIRE 4.1 Si E est un ensemble fini, P(E) est fini de cardinal
2Card(E)_

THEOREME 4.6 L’ensemble des bijections entre deuz ensembles finis de car-
dinal n est fini de cardinal n!.

4.2.2 Combinaisons

THEOREME 4.7 Soit (n,p) € N? tel que p < n. L’ensemble des parties de
cardinal p d’un ensemble de cardinal n est fini de cardinal p!(n"iip)!.

On introduit (;) = ﬁip)! pour p < n.
Proposition 4.4 Sin > p, on a (Z) = (neyp)-

. +1\ _
Sin>p+1, (1) = () + G):
Démonstration. Les deux résultats se vérifient facilement par le calcul. On
va plutot les prouver en utilisant une méthode combinatoire.

e Sin > p, on appelle P I'ensemble des parties de [1,n] a p éléments et
(@ I'ensemble des parties a n — p éléments.

P = Q
S0'{){ = [Ln]\ X

est bijective, d’ou la premiere formule.
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CHAPITRE 4. ENSEMBLES FINIS

e Si p+ 1< n, onnote P I'ensemble des parties de [1,n + 1] contenant
p + 1 éléments, @ celui des parties de [1,n] contenant p + 1 éléments
et R celui des parties de [1,n] contenant p éléments.

On considere alors :

QUR — P
o A — AsiAdeq
A — Au{n+1}

est une bijection.
Comme () et R sont disjoints,

Card(P) = Card(Q U R) = Card(Q) + Card(R)

d’ou la deuxiéme formule. n
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Chapitre 5

Arithmétique dans Z

5.1 Structure additive de 7Z

THEOREME 5.1 DE DIVISION EUCLIDIENNE Soit (a,b) € Z x Z*. Il existe
un unique (q,7) € Z? tel que a =bq+1r et 0 < r < [b].

Démonstration.

e Sib>0, onposeq:E(g) et r=a—bq.

e Sib < 0, on travaille avec —b. On vérifie que a = bg+r,r > 0 et r < |b].

e Soient (q1,71, qa,m2) € Z* tels que a = bgy +11, a = bga+712, 0 < 1y < |b)
et 0 <7y < |0
On note que b(q; —q2) = 19 —711. Or |ro —ry| < |b] donc |b||q1 — g2| < |0
Or b # 0 donc |gg — q1| < 1.
Or (q1,q2) € Z? donc ¢ = ¢, donc 71 = 75.
Finalement, on a 'unicité. [ ]

THEOREME 5.2  Soit G un sous-groupe de (Z,+). Il existe n € N tel que
G = {nx,z € Z}, noté nZ.

Démonstration.

e Si G = {0}, on peut écrire G = 0Z.

e On suppose G # {0}. Il existe m € G\ {0}.
Comme G est un sous-groupe de (Z,+), |m| € G\ {0}.
On pose £ = {p € N*,p € G}.
m € F donc E # @. Péano assure que E admet un plus petit élément
noté n.
— On vérifie nZ C G. (récurrence + sous-groupe).
— Soit z € G. Comme n # 0, il existe (¢,7) € Z* tel que z = ng+r

avec 0 < r <n.
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CHAPITRE 5. ARITHMETIQUE DANS Z

Comme (z,q) € G?, et comme G est un sous-groupe de (Z,+), x —
nqg € G donc r € G.
Sir#0,r € FEetr<ndoncilya contradiction et r = 0.
Donc z = nq et x € nZ.
Donc G = nZ. [ ]

Remarque 5.1 Pour tout n € N, nZ est un sous-groupe de (Z,+).

Proposition 5.1 Pour tout (m,n) € Z? nZ = mZ si et seulement si
Im| = |n|.
Pour tout (m,n) € Z*, nZ C mZ si et seulement si m|n.

Démonstration. Soit (m,n) € Z2.
e On suppose mZ C nZ.
En particulier, m € nZ donc il existe ¢ € Z tel que m = nqg. Or n|q

donc n|m.
e On suppose n|m. Il existe g € Z tel que m = ngq.
Donc m € nZ. Une récurrence assure que mz C n. [ ]

5.2 PGCD et PPCM de deux entiers

5.2.1 Présentation

Définition 5.1 On appelle plus grand diviseur commun de deux entiers a
et b et on note a A b I'unique entier naturel vérifiant :

e aAbla

e aAblb

e Pour tout d' € Z vérifiant d’|a et d'|b, alors d'|d.

Démonstration.

— On pose P = {ap + bq, (p,q) € Z*}. On vérifie que P # &, que P est
stable par + et —.
P est donc un sous-groupe de (Z, +). D’apres le théoréme précédent, il
existe d € N tel que P = dZ.
Par construction, aZ C P et bZ C P.
Donc d|a et d|b.
De plus, soit d' € Z tel que d'|a et d'|b.
aZ, C d'Z et bZ C d'Z.
Comme d'Z est un groupe, P C d'Z donc dZ C d'Z donc d'|a A b.

— Soit 0 € N tel que d|a et §|b. Pour tout d' € Z, d’|a et d’'|b implique d’|d.
Comme a A bla et a A blb, a A b|§
Comme d|a et |b, é|a A b.
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5.2. PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIERS

Donc |0| = |a A D].
Donc 6 =a Ab. [ ]

Définition 5.2 Soit (a,b) € Z?. On appelle plus petit multiple commun a
a et b et on note a V b 'unique m € N tel que a|m, bjm et pour tout m’ € Z
vérifiant a|m’ et b|m’, on a m|m/.

Démonstration.

— Unicité similaire a au-dessus

— On pose P = aZ NbZ. On vérifie que P est un sous-groupe de (Z, +).
Donc il existe m € Z tel que P = mZ.
aZ NbZ C aZ, donc mZ C aZ.
Donc a|m. De méme, b|m.

— Soit m' € Z tel que a|m’ et bjm/.
m'7Z C aZ et m'Z C bZ donc m'Z C aZ N bZ.
Donc m'Z C P donc m'Z C mZ donc m|m/. n

Remarque 5.2 Pour montrer une égalité, on travaille par double divisibilité.
Soit (a,b, c) € Z3. albAc si et seulement sialb et a|c. bV c|a si et seulement
si bla et cla.
Proposition 5.2 Soit (a,b,c) € Z3.
aNb=bAaet (ac) A (be) | |c[(a AD).

Démonstration.
e a Abla donc c(a A b)|ac.
a A blb donc c(a A b)|be.
Donc c(a A b)|ac A be.
clac et ¢|be done c|ac A be. Donc il existe r € Z tel que (ac) A (be) = re.
e On suppose ¢ # 0. (ac) A (be)|lac done rclac donc r|a. De méme, r|b
donc rla Ab.
Donc rcle(a A b).
C’est-a-dire (ac) A (be)|c(a AD).
e On en déduit |c(a A b)| = |(ac) A (be).
Enfin, |c[(a A b) = (ac) A (be).
e Sic=0,0A0=0=0(aAb). u

Proposition 5.3 Soit (a,b,c) € Z3. aVb=bVaet (ac)V (bc) = |c|(a VD).

5.2.2 Entiers premiers entre eux

Définition 5.3 Soit (a,b) € Z2. On dit que a et b sont premiers entre eux
si et seulement si a A b =1 (a employer a la place de a tb).
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CHAPITRE 5. ARITHMETIQUE DANS Z

THEOREME 5.3 DE BEZOUT Soit (a,b) € Z*. a Ab =1 si et seulement sil
existe (u,v) € Z* tel que au + bv = 1.

Démonstration.

aNb=1ssi{ap+bq,(p,q) € Z*} =17
ssi 1 € {ap +bq, (p,q) € Z*}
ssi il existe (u,v) € Z* tel que au + bv = 1 n

Remarque 5.8 Soit (a,b,d) € Z®. Si a ANb=d, alors il existe (u,v) € Z? tel
que d = au + bv (la réciproque est fausse).

Application : Soit n € N* et (a, by, bo, -+ - ,b,) € Z"F.

Si pour tout ¢ € [1,n], a Ab; = 1, alors a A Hbi =1.
i=1

Démonstration. Pour tout i € [1,n], il existe (us, v;) € Z? tel que au;+byv; =
1.
Donc ﬁaui + bjv; = 1.
i=1
Donc il existe A € Z tel que ﬁaui + bv; = Aa + <ﬁbz> (ﬁvz>
i=1 i=1 i=1
Comme (A, ﬁvl> cZ? al ﬁbi =1 [ ]

i=1 i=1

THEOREME 5.4 Soit (a,b,c) € Z? tel que albc et a Ab= 1. Alors alc.

Démonstration. (ac) A (be) = |c|(a A b) = |c|.
Or alac et a|bc. Donc al(ac) A (be) donc a | ||, donc alc. u

Application : Soit (a,b,c) € Z3.
Si bla et cla, et b A c = 1, alors bcla (on peut généraliser a plusieurs
facteurs).

Démonstration. 1l existe d € Z tel que a = db. Or c|a donc c|bd.
Or ¢ Ab = 1. Donc c|d.
Donc il existe e € Z tel que d = ec. Donc a = ebe donc bela. |

Application : Pour tout r € Q, il existe un unique (a, b) € Z x N* tel que
r=%etaAb=1 (représentant irréductible de r).

Démonstration.
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5.2. PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIERS

e Soit r € Q. Il existe (c,d) € N x N* tel que r = 4.
Onposea:m%etb:j‘ld.

Par construction, r = 7. De plus,

c d
cANd= <c/\d>< cAd>A<C/\dX c/\d)

= (cAd) <(Cid) A <c;ld>>

Donc (ﬁ) A (ﬁ) =1.
Donc a Ab=1.
e Soit (a,b,a',V') € (ZxN*)2 tel que aAb=1=a AV et £ =2,
On note que a'b = ab'.
b'la’b et b Aa’ =1 donc O |b. De méme b|b'. On a donc b =1¥'.
De méme, a = a'. [

Application : Soit (a,b) € Z%. (a Ab)(a V b) = |ab|.

5.2.3 Algorithme d’Euclide

Lemme 5.4.1
Soit (a,b,c) € Z3. a Nb=a A (b+ ac).
Algorithme : Soit (a,b) € N? tel que a > b.
Il existe (qi,71) € N? tel que a = bqy + 71 et b > 1y > 0.
aNb=(a—q@b) Nb=bAr].
Sir,=0,aANb=0b.
Siry # 0, il existe (go,72) € N? tel que b= qory + 72 et 71 > 19 > 0.
OnaalorsaANb=bAry =ry Ars.
Siry=0,aAb=rq, sinon, on recommence.
a A\ b est donc le dernier reste non nul. De plus, I’algorithme s’arréte tou-
jours car il n’existe pas de suites d’entiers naturels strictement décroissante.

Exemple 5.1

1547 =2 x 632 + 283
632 = 2 x 283 + 66
283 =4 x66+19

66 =3x19+9
19=2x9+1
9=9x1+0
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CHAPITRE 5. ARITHMETIQUE DANS Z

Donc 1547 A 632 = 1. On peut alors trouver des coefficients de Bézout :

1=19-2x%x9
=19 -2 x (66 — 3 x 19)
=-2xX66+7x19

=—-2X66+7x (283 —4 x 66)

=7 x 283 —30 x 66

=7 x 283 — 30 x (632 — 2 x 283)

= —30 X 632 4 67 x 283

= —30 x 632 + 67 x (1547 — 2 x 632)
=67 x 1547 — 164 x 632

Donc un couple de Bézout est (67, —164).

Remarque 5.4 Le lemme permet de remplacer un calcul de PGCD par un
calcul plus simple.

Exemple 5.2 Soit (a,b) € Z2.
Exprimer (3a + 7b) A (2a + 5b) en fonction de a A b.

(3a + 7b) A (2a 4 5b) = (3a + 7b — (2a + 5b)) A (2a + 5b)
= (a+ 2b) A (2a + 5b)

= (a+2b) A\ (2a + 5b — 2 X (a + 2b))
=(a+2b)NDb

=aAlb

5.3 Nombres premiers

Définition 5.4 On appelle nombre premier tout entier relatif p distinct de
1 et —1 et dont les seuls diviseurs sont 1, —1, p et —p.

Remarque 5.5 Soit (a,p) € Z* tel que p soit premier. a et p sont premiers
entre eux si et seulement si p ne divise pas a.

Démonstration. On montre pla ssi p A a # 1.
Si pla, pla A p donc a Ap # 1.
Si pAa # 1, par définition, a A p|p donc a A p = |p| (p premier).
Or p A ala donc p|a. u

Application : Soit p un nombre premier, a € Z et n € N*.
Si p|a™ alors p|a.
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Démonstration. On suppose que p ne divise pas a.
Alors a Ap =1 donc a™ A p =1 donc p ne divise pas a”. [ ]

Exercice : Montrer que v2 ¢ Q.

On suppose v2 € Q.

Comme /2 > 0, il existe (a,b) € N? tel que 7= V2etanb=1.

On note que a? = 2b?

2|2b? donc 2|a®. Or 2 est premier donc 2|a donc 4|a®. Donc 4/2b?. Donc
2|0? et 2|b.

D’ou 2|a A b, c’est-a-dire 2|1.

Il y a contradiction donc v2 ¢ Q.
THEOREME 5.5 Tout entier relatif distinct de 1 et —1 admet un diviseur
premier positif.

Démonstration. Le résultat est trivial pour 0.
Soit n € N'\ {0,1}.
On pose & = {d € N\ {0,1},d|n}. n € & donc & # @.
& admet donc un plus petit élément noté p.
Par construction, p € N\ {0,1} et p|n. On suppose p non premier.
p#1etp#—1 donc il existe (a,b) € N* tel que p=ab, a # 1 et b # 1.
Comme a|p, aln et a € [2,p — 1] donc a € &. Or a < p.
Il y a contradiction donc p est premier. [ ]

THEOREME 5.6 L’ensemble 2t des nombres premiers positifs est infini.

Démonstration. On suppose &7 fini. On sait que £+ # .
Il existe n € N* et (p1,pa, -+ ,pn) € P tel que & = {p1, P2, ,Pn}-
On pose m = pips - - - pp + 1. m n’est divisible par aucun élément de 27,
Donc, comme m € Z \ {1, —1}, m est premier. Or m & P+,
Il y a contradiction donc &7 est infini. |

THEOREME 5.7 Pour tout n € Z*, il existe un unique ¢ € {—1,1} et une

unique o € N7 telle que {p € Pt,a(p) # 0} soit fini et n = e II pe®),
pePt+

Démonstration.
e Pour tout n € N*, on pose H, : « il existe & € NZ" telle que {p €
P+, a(p) # 0} soit fini et n =[] p*® ».

pepPt+
— H; est claire.
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CHAPITRE 5. ARITHMETIQUE DANS Z

— Soit n € N tel que Hy, Hs,--- , H,, soient vraies.
Il existe py € 27, diviseur premier positif de n + 1. Donc il existe
k € N tel que n + 1 = kpyg.
Donc k < n+ 1 et Hy, est vraie.
Donc il existe a € N?" telle que {p € P*,a(p) # 0} soit fini et
k= H pa(p).

pepPt+
Donc n + 1 = py H p®)
peP+
On définit g € NZ* par ﬂ|gz+\{p0} = a|y+\{p0} et B(po) = a(po) + 1.
{pe 2%, B(p) # 0} est finiet n+1 =[] p°@.

pePt+
Donc H,,; est vraie.

— Le principe de récurrence assure la partie existence du théoreme.
e Soit v et 8 deux applications de 2T dans N telles que {p € LT, 5(p) #
0} et {p € 2%, B(p) # 0} soient finis et [ pP) = 11 pP®)

pePt pePt
On suppose a # 5.

Il existe pg € P tel que a(pg) # B(po)-
Sans restreindre la généralité du propos, on suppose a(pg) > 5(po). On
sait que :

pgc(ivo)—ﬂ(po)>< H pa(p): H pﬁ(p)

pEZ\{po} pEZ\{po}

Donc po| [] PP
pEZ*\{po}
Or, pour tout p € 2\ {po}, po A p*® = 1.

Donc pg A H PP =1,

PEX\{po}
Or pg > 0.
Donc pg = 1. Il y a donc contradiction (pg est premier).
Donc a = j. [ ]
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Chapitre 6

Le corps des réels

6.1 Relation d’ordre sur R

6.1.1 Rappels

Définition 6.1 On admet l'existence d'un corps totalement ordonné (R, +, x, <
) tel que :

— pour tout (z,y,2) € R? vérifiant z < y, on ait  + 2z < y + 2.
— pour tout (z,y) € R? vérifiant 0 < x et 0 < g, on ait 0 < xy.

A partir des points admis, on peut démontrer tout ce qu’on sait faire avec
+, X, K, — et +.
Exemple 6.1 Soit (7,9,2) € R* x R~ vérifiant z < y. Montrons que
Tz Z Y=z

r<ydoncx+ (—z)<y—xdonc0<y—u=x.

De méme, comme z < 0, —z > 0.

Donc 0 < xz —yz. Donc 2y + 0 < 2z — zy + zy.

Donc yz < xz.
Exemple 6.2 Soit (z,y,2,t) € R? vérifiant z < y et z < t. Montrer que
r+z<y+t.

xr <y donc x +

z < t donc y +

Donc z + 2z <y +t.

2Ly + =
z < y+t.

Définition 6.2 Soit x € R. On appelle valeur absolue de x et on note |z
le réel max{z, —x}.
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CHAPITRE 6. LE CORPS DES REELS

Proposition 6.1 Soit (z,y) € R2

|z] =0ssiz =0

lzy| = |||y
iy 0,5 = 14
vyl

2| = lyll < |z +yl < |zl + |yl

Définition 6.3 Soit (z,y) € R?. On appelle distance de z a y le réel |z —y|.

Montrer que |z| < y revient & montrer x < y et —x < ¥.
Montrer que |z| > y revient & montrer x > y ou —x > y.

6.1.2 Bornes supérieure et inférieure d’une partie de
R

Définition 6.4 Soit A une partie de R non vide. Si I’ensemble des majorants
de A admet un plus petit élément, celui-ci est appelé borne supérieure de A
et se note sup(A).

Si ’ensemble des minorants de A admet un plus grand élément, celui-ci
est appelé borne inférieure de A et se note inf(A).

Remarque 6.1 Soit A une partie de R.

On suppose que A admet un plus grand élément. A admet donc une borne
supérieure égale d max(A).

On suppose que A admet une borne supérieure qui appartient a A. Alors
sup(A) = max(A).
Remarque 6.2 Soit A une partie de R et a € R. Pour montrer que a =
sup(A), il faut et il suffit de montrer :

— pour tout v € A, v < A.

— pour tout b € R vérifiant b < a, il existe x € A tel que x > b.

ou :

— pour tout v € A, v < A.

— pour tout ¢ € R vérifiant (pour tout x € A vérifiant x < ¢), on a a < c.

Exemple 6.3 Montrons que 1 = sup([0, 1]).
— pour tout x € [0, 1], z < 1.
— pour tout b €]—o00, 1], on vérifie que max {%, ITH’} € [0, 1] et max {%, %b} >
b.
Proposition 6.2

e Soit A une partie non vide de R admettant a pour borne supérieure et
b comme borne inférieure. Alors a > b.
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6.2. THEOREME DE LA BORNE SUPERIEURE

e Soit A et B deux parties non vides de R telles que A C B. Si Aet B
admettent une borne supérieure, alors sup(A) < sup(B). De méme, si
A et B admettent une borne inférieure, alors inf(A) > inf(B).

Démonstration.
o Il existe x € A car A est non vide. sup(A) majore A donc = < sup(A).
inf(A) minore A donc z > inf(A).
Finalement, inf(A) < sup(A).
e Soit x € A. Comme A C B, x € B. Par définition, z < sup(A).
Donc, pour tout = € b, x < sup(A). Donc sup(A) majore B. [ |

Remarque 6.3 Soit C' une partie non vide de R et z € R.

e Pour montrer que sup(C) < z, il suffit de montrer que pour tout t € C,
t < 2.

e Pour montrer que sup(C) > z, il suffit de montrer qu’il existe t € C
tel que t > z.

e Pour montrer que inf(C) < z, il suffit de montrer qu’il existe t € C' tel
quet < z.

e Pour montrer que inf(C') > z, il suffit de montrer que pour tout t € C,
t>z.

Exercice : Soit A une partie non vide de R. On admet que pour tout
z € R, {|lx —y|,y € A} admet une borne inférieure notée d(x, A). Montrer
que pour tout (z,y) € R?, |d(z, A) —d(y, A)| < |z —y|.

Soit (x,y) € R% Soit u € A. On note que |z — u| < |z — y| + |y — ul.

Or |[x —u| € {|]z —0|,0 € A}. Donc |z —u| > inf({|z — 0|,0 € A}).

Donc d(z, A) < |z —y| + |y — u| donc d(z, A) — |z — y| < |y — ul.

Donc d(z, A) — |z — y| minore {|y — 0],0 € A}.

Donc d(z, A) — |z —y| < inf({|ly — 6],0 € A}).

Donc d(x, A) —d(y, A) < |z — y|.

Finalement, pour tout (d,y) € R, d(z, A) —d(y, A) < |z —y|.

On déduit le résultat par symétrie.

6.2 Théoréme de la borne supérieure

6.2.1 Enoncé

THEOREME 6.1 Toute partie de R non vide et majorée admet une borne
supérieure.

COROLLAIRE 6.1 Toute partie de R non vide et minorée admet une borne
inférieure.
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Démonstration. Soit P une partie non vide de R minorée. On pose () =
{—z,z € P}. Q est non vide et majoré. Donc ) admet une borne supérieure.
On vérifie que —sup(Q) = inf(P). u

6.2.2 Partie entiére d’un réel

THEOREME 6.2 Soit x € R. I existe un unique q € 7 tel que x € [q,q+ 1].
q est appelé partie entiére de x et noté E(x).

Démonstration. Soit x € RT.
Onpose & ={pe N,z <p+1}.
e — On suppose & = &, c’est-a-dire pour tout p € N, x > p+ 1, c’est-a-
dire que x majore N.
Or N # @ donc N est une une partie non vide et majorée de R. Il
admet donc une borne supérieure notée M.
Soit p € N. On note que p+1 € N. Donc p+1 < M doncp < M —1.
Donc pour tout p € N, M — 1 majore N. Donc il y a contradiction.
Donc & # @.
— Comme & est une partie non vide de N, & admet un plus petit
élément noté p.
Par définition, p € & et p—1 & &. Donc p < =z < p+ 1. Donc

E(z) =p.
e — Il est clair que pour tout z € Z~, x <z < x + 1. Donc E(x) = z.
- Soit z e R™\ Z™.

On sait que —z € R™ donc il existe g € Z tel que ¢ < —x < ¢+ 1.
Comme x € Z~, x # qdonc ¢ < —x < g+ 1. Donc (—¢—1)+1 >
r>2—q—1let —q—1€Z. Donc E(x) = —q— 1.
e Soit z € R. Soit (q,¢') € Z* telque g <z <qg+letqd <z <q +1.
Onnotequex —1<g<zretr—1<¢ <
Donc —z < —¢ < —x+1.Donc -1 <qg—¢ < 1. Or ¢ — ¢ € Z. Donc
q=4q.
Il y a donc unicité de la partie entiere.
[ |

Application : Soit n € N* et a € R. Il existe p € Z tel que p < 10"a < p+1.
On note que 107"p < a < 107" (p+1). Donc a admet une écriture décimale
approchée a 107" pres.
Exemple 6.4 Soit a € N\ {0,1,2}. Déterminer F(va? + 5).
On note que a®> < a>+5et a®> +5 < (a+ 1)
Comme les nombres sont positifs, a < vVa? +5 < a + 1.
Or a € N donc E(va? +5) = a.
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6.2.3 Notion d’intervalle

Définition 6.5 On appelle intervalle de R toute partie I de R telle que

pour tout (x,y) € I? vérifiant z <y, {ze R,z <z <y} C L.

On vérifie qu’'un intervalle I est tel que 'une des propositions suivantes

est vraie :
o [ =0
e [=R
e il existe a € R tel que I = [a, +00]
o il existe a € R tel que I =|a, +00|
o il existe a € R tel que I =| — 00, af
o il existe a € R tel que I = [—00, q]
e il existe (a,b) € R? vérifiant a < b tel que I = [a, b]
e il existe (a,b) € R? vérifiant a < b tel que I = [a, b
e il existe (a,b) € R? vérifiant a < b tel que I =|a, b
e il existe (a,b) € R? vérifiant a < b tel que I =]a, b

Démonstration pour quelques cas.

Soit I un intervalle non vide, majoré, non minoré et contenant sa borne
supérieure. Montrons que I =] — oo, sup([)].

Soit € I. Comme sup(/) majore I, x < sup(!) donc x €] — o0, sup(I)].
Donc I C| — oo, sup(])].

Soit x €] — oo, sup(!)]. sup(f) = I et x < sup(/). Or & ne minore pas
I.

Donc il existe t € I tel que t < z. t et sup(I) appartiennent a I et
t <z <sup(l) donc z € I.

Finalement I =] — oo, sup(7)].

Soit I un intervalle non vide minoré et non majoré ne contenant pas sa
borne inférieure. Motrons que I =|inf(7), +oo|.

Soit x € I. Comme inf(/) minore I, x > inf(]).

Comme inf(/) ¢ I, x > inf(I) donc & €] — oo,sup(/)]. Donc I C
|inf (1), +o0l.

Soit x €]inf(/), +o00[. Comme x ne majore pas I, il existe t € [ tel que
t> .

Comme z > inf(]), z ne minore pas I donc il existe z € I tel que z < x.
Comme (t,z) EPet z<x <t,z €I

Finalement I =]inf(I), 4o0][.

Proposition 6.3 Soit (a,b) € R? tel que a < b.

Qnla, b[£ @

Pierron Théo Page 33 Tous droits réservés



CHAPITRE 6. LE CORPS DES REELS

(R\ Q)N]a, b# @

Démonstration. Onposen = E (%)—l—l. On note que n € N* et n(b—a) > 3.

On pose q = %

°*qcQ

e FE(nb) —1 < nbdoncqg<b

e E(nb) >nb—1donc E(nb) —1 > nb—2. Or nb—2 > na donc q > a.

Finalement, ¢ € QN]a, b].

En notant que {rv2,7 € Q*} C R\ Q, on déduit le deuxiéme résultat du
premier. [

6.3 Droite numérique achevée

Définition 6.6 On appelle droite numérique achevée et on note R l'en-
semble formé par la réunion de R et de {—o0, +00}.

On convient que :
— pour tout x € R\ {400},

{x—l—(—oo):—oo

—00+1xr=—00
— pour tout z € R\ {—o0},

{x+(—|—oo):+oo

+00 + 1T = +00

pour tout z € R} U {400},
T X (+00) = +00

+o0 X x = +00

T X (—00) = —00
—00 X I = —00
— pour tout x € R* U {400},
z X (+00) = —00
+00 X T = —00

x X (—00) = 400

—00 X & =40

¥
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Chapitre 7

Les complexes

7.1 Présentation

On admet 'existence de ’ensemble C muni des opérateurs + et X, ainsi
que les propriétés de ces opérateurs.

Proposition 7.1 Soit (a,b,n) € C? x N*.

(a+b)" = z”: (Z) a" o F

k=0

n—1
a®—=b" = (a— b)Zakbn_l_k
k=0
Cas particuliers usuels :
a* —b* = (a+b)(a —b)
a® 4+ b* = (a + ib)(a — ib)
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?)
a®+b* = (a+b)(a® — ab+ b*)
Proposition 7.2 On suppose a # 1. Soit (p, q) € N? tels que p < q.
q qd—ptl _ 1

Zak:ap a—1

k=p

Définition 7.1 Soit z € C. Il existe un unique (a, b) € R? tel que z = a+1ib.
On définit alors a = R(z) et b= (2) et ona a —ib =Z.

Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (O, i, 7 ), on identifie
chaque complexe a un point du plan via la notion d’affixe.

Proposition 7.3 R(z) = Z£= et J(z) = 5.
Siz=z z€Retsi z=—-2Z, 2 €iR.
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7.2 Rappels sur les complexes

7.2.1 Opérations dans C

Soient a, b, a’ et V' quatre réels. L’addition et le produit dans C sont
définis par les formules suivantes :

(a+ib) + (' +ib) = (a+d)+i(b+ 1)

(a+1b) x (a’ +ib') = (aa’ — bV') +i(a’b + ab)

Ces opérations ont des propriétés analogues a celles dans R. En particu-
lier, chaque complexe admet un opposé et un inverse. On sait de plus :

—(a +1ib) = (—a) + i(—D)

1 a +i(_b)
a+ib  a2+b a4 b2

7.2.2 Conjugaison

Définition 7.2 Le conjugué d'un complexe z de partie réelle a et de partie
imaginaire b, noté Z, est le complexe a — 1b.

Proposition 7.4 Soit z et 2’ deux complexes.

2+ 2 =zZ+7
—Z=-%
2 =z x 7

1 1
(2)-:
zZ=2z

7.2.3 Module

Définition 7.3 Le module d’un complexe z de partie réelle a et de par-
tie imaginaire b, noté |z|, est le réel positif v/a? + b2, aussi égal a v/2Z. La
définition a un sens car pour tout z € C, 2z = R(2)? + 3(2)%
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7.3. FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN COMPLEXE

Proposition 7.5 Soient z et 2’ deux complexes.

|2 =0ssi 2 =0

| =z = I2]

22" = |2]|Z/|
1 1
I

2| = ||

Démonstration de l’inégalité triangulaire. Soit (z,2') € C2.

(el + 1212 = [z + 22 = |2 + 2022/ + [ = (2 + ) (2 + 7)
=222 | + 22/ + 27
= 2(|z2"| — R(z7)
Sachant que pour tout a € C, a > R(a), on en déduit que (|z| + [2'])? >
|z + 2|2
Les nombres étant positifs, pour tout (z,z') € C%, 2| + |[2/| = |2 + #/|.
Soit (2, 2') € C2. Le point précédent assure que :

(z+2) + (=) < |z + 2+ ] =7

Donc :
2] =[] < |z + 2]
De méme,
2] = |2 < |z + 2]
Donc, pour tout (z,2') € C?, ||2/| — |z|| < |z + 2| u

7.3 Forme trigonométrique d’un complexe

7.3.1 Ecriture trigonométrique

On idegt)iﬁg C avec le plan usuel via le choix d’un repére orthonormé
direct (O, i, 7). Soit z € C*. On note M l'unique point d’affixe z. M est
= —
repéré par OM et par une mesure ¢ de (7 ,OM).
On a alors :

z=0M cost +iOM sinf = |z|(cos € + isinf)

On note :

0

e” = cosf +isinf
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On a alors I’écriture trigonométrique de z :
z = |z]e™

Définition 7.4 Soit z € C. On appelle argument de z et on note arg(z)
tout réel 0 vérifiant z = |z[e®.

‘ . L .
Remarque 7.1 Soit (r,7",0,0") € R*. On a re?? = 1"l si et seulement si
une des trois assertions suivantes est vraie :

r=r"=0
r=retfh—0 =0 mod2r
r=—"etld—0 =7 mod 21

7.3.2 Calcul numérique d’un argument

Soit (a,b) € (R*)2. On cherche un argument de a + ib. Un tel argument 6
vérifie cos ) = —== et sinf = \/afw
1

Exemple 7.1 On pose z =2 —1. cosf = % et sinf = — 7

tan 6 permet de conclure : tanf < 0 donc on peut choisir 6 € }—’T O[.

2
On choisit alors # = arctan (—%) ~ —0.463.

7.4 Exponentielle complexe

7.4.1 Définition

Définition 7.5 Soit z € C. On appelle exponentielle de z et on note e le
complexe égal & e®()(cos(J(z)) + isin(J(2))).

Remarque 7.2 L’extension de la définition est correcte. Soit (x,0) € R?,

e’ =¢"(cos0+isin0) = ¢€°
~ ~
complexe réelle

e =e%(cosf +isinf) = e”

Remarque 7.3 L’exponentielle complexe est non nulle.

Exercice : Soit a € R. Trouver I'ensemble . des complexes z vérifiant
e =a(l+1).
Sia=0, =0
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Sia >0, soit z € C.
e = a(l +1) ssi ®PeSE) = 41/2e'%
ssi %) = av/2 et J(2) =

ssi R(z) = In(av/2) et I(z) =

Donc . = {In(av2) +i (% +2kr), keZ}.
Sia<0, ={In(—av2) +i(Z+2r), kel

7.4.2 Propriétés
Proposition 7.6 Pour tout (z,2) € C?, e*** =e%?, L =% & = ¢7.

Démonstration.
e Soit (6,0') € R2.
e = (cos§ + isin)(cos# + isin @)
= cosfcost —sinfsin @ + i(sinfcos ' + sin b cosh)
=cos(f0 + 0') +isin(0 + ')

Donc, pour tout (6,0') € R?, e?e? = /040,
Soit (z,2') € C2.

! ; / ;
e%e? — e%(z)ezﬁ(z)eﬂ?(z )e R

?R(z)-i—?R(z’)ei

_ e?]?(z—i—z’)ei(%(z-l—z’))

= C

_ ez—l—z’
Donc pour tout (z,2') € C2, e*e® = "+,
e Soit z € C.
Le résultat précédent assure que e*~* =
e Soit z € C.

Pierron Théo Page 39 Tous droits réservés



CHAPITRE 7. LES COMPLEXES

Remarque 7.4
— Pour tout (p,z) € Z x C, (e*)P = eP?.
— Les formes trigonométriques sont adaptées a la multiplication, la divi-
sion et auz puissances. On peut manipuler l'addition et la soustractions
seulement dans des cas particuliers :

Soit (0,0') € R2.

0 0 0+0"  9—0’ 9’ —0 0—0 - 0+6'
e’ +e¥ ="z (2 +e"z )=2cos 5 ez

Attention, ce n’est pas une forme trigonométrique en général.
9—0"\ L2t
) it

N - -0’ ..
De méme, ¥ — e = 2isin (

7.4.3 Etude de formes trigonométriques

Formule de Moivre : pour tout (n,t) € N x R, ()" = e™t.

it fo—it ot sint — eit _o—it

Formule d’Euler : pour tout ¢ € R, cost = <% i

Exemple 7.2 Soit € R. Factoriser cos(4x).

cos(x) + isin(x))*
cos’(x) + 4isin(x) cos®(x) + 6(i sin(z))? cos?(z)
 sin(z))? cos(x) + (isin x)?)

= cos*(x) — 6 cos?(x) sin*(x) + sin*(z)

_|_
IS
—
-~
w0

Exemple 7.3 Soit z € R. Linéariser sin®(z) cos?(x).

eim e—im 3 6ix+e—ix 2
-3 2 _ —
sin®(z) cos®(x) = < % ) < 5 )
B <e3ix _ Seix + 3e—im _ e—3ix> <e2ix + e—2ix + 2)

81 4
B 652':(: _ e—5i:c _ e3i:c + 6—32':(: _ Qeix + Qe—ix
B 32i
_ sin(bz)  sin(3z)  sin(t)
B 6 16 8
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7.5 Racines n-iemes d’un complexe

7.5.1 Définition et expression

Définition 7.6 Soit (z,n) € C x N. On appelle racine n-ieme de z tout
complexe 2’ tel que (2/)" = z.

Remarque 7.5
e Les racines uniemes n’ont pas d’intérét.
e Pour tout n € N*, 0 a une unique racine n-iéme, égale a 0.

THEOREME 7.1 Soit (n,z) € N* x C*. Le compleze z admet exactement
n racines n-iemes. On note 6 un argument de z. L’ensemble des racines
n-iémes de z est :

{Je7e G55 ke [0,n—1]}

Démonstration.
e Soit (z,2') € (C*)%. On appelle § un argument de z et ' un argument
de 2.

()" = 2 ssi (\z'\ewl)" = |2|e®

|Z |n ind’

ssi = |2|*

ssi|2/|" =|z| et n@' =60 mod 27

2
ssi |2/ = |27 et 0/ =0 mod =~
n

On note . 'ensemble des racines n-iémes de z.
1 /0 2km
S 0C = {|z]7 G5, kez)
Or 0 n’est pas une racine n-ieme de z donc :

S = {|z\— G5, ke

2k7r )

e On pose & = {|z wel
Par construction &/ C 5” :
Soit 2/ € C. 1l existe k € Z tel que 2/ = |z|mel7+5")
Il existe (¢,r) € Z x [0,n — 1] tel que k = gn + .

ke [0,n— 1]]}

/

Z = [

|Z|ne 79L 27‘7r )

= |Z|5€ 5+2:Lﬂ) x 14
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Donc 2’ € /. Donc .¥ C &7
Finalement, . = <.
e Montrons que .¥ contient exactement n éléments.

Soit (p,q) € [0,n — 1] tels que |z el R = |z|1ne"(%+2qTﬂ.

Par construction, ¢ 4+ 2% = £ 4 29%[27] Donc p — ¢ = 0[n).
Orn—12p>20etl—n<—q¢q<0doncl—n<p—g<n—1.
Donc p = ¢. On peut alors conclure. [ ]

Remarque 7.6 Ce théoréme donne une méthode pratique de calcul des racines
n-iemes d’un complexe.

Remarque 7.7 Notons a une racine n-iéme de —1. Pour tout (a,b) € C?,
onaa®+b" =a"— (ab)".

Définition 7.7 Soit n € N*. On appelle racine n-iéme de de 'unité toute
racine n-ieme de 1. L’ensemble des racines n-iemes de 'unité est noté U,,.

Remarque 7.8

o Uy ={1,—-1}, Us = {1,5, 52} et Uy = {1,—1,i, —i}.

® j est déﬁniparj:e%ﬂ. Il est tel que 7> =7 et 5> +j+1=0.

e Pour calculer toutes les racines n-iémes d’un nombre, il suffit d’en
calculer une et de la multiplier successivement par toutes les racines
n-iemes de ['unité.

Proposition 7.7 Soit (A4, B,n) € C*xN. A" = B" ssi il existe k € [0,n—1]

2ikm

tel que A =e™» B.

Démonstration. On suppose B # 0.

AN" A
A" = B" ssi <§> zlssiEGUn

On suppose B = 0. On a A” = 0. Or 0 est la seule racine n-ieme de 0
donc A = 0. L’équivalence est donc vraie. [ ]

Exercice : Soit n € N*. Résoudre (F) : (z + 1)" = (2 — 1)" d’inconnue
z e C.
Soit z € C.

2ikm

z est solution de (F£) ssi il existe k € [0,n — 1] tel que z +1=(z—1)e’» (1)
(2)

2ikm

ssi il existe k € [I,n — 1] tel que 24+ 1= (2 —1)e" =

Si (2) est vraie, (1) est vraie.
Supposons (1) vraieet k =0.Ona z+1=2z—1et 1= —1. Donc k # 0.
On a donc k € [1,n — 1]. Donc (2) est vraie.
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2ikm

(z4+1)"=(2—1)"ssiilexiste k € [1l,n—1] tel que z +1=(z —1)e"n

2ikm

. . . e i + 1
ssi il existe k € [1,n — 1] tel que z = ——— ]
e n —

COS (k—w)
n

ssi il existe k € [1,n — 1] tel que 2 = ———=
¢ sin (%”)

Donc ’ensemble des solutions de (E) est :

COS (I%T) }
ﬁ’ k’ c [[l,n — 1]]
{ZSIH (7)

7.5.2 Extraction des racines carrées d’un complexe sous
forme algébrique

Soit z € C. Il existe (a,b) € R? tel que z = a + ib. Il existe (o, ) € R?
tel que a + i soit une racine carrée de z.

Par définition, (a+i8)? = z donc o — 2+ 2afi = a+ib donc a = a? — 3?
(1) et 2a58 =0 (2).

On sait de plus que |a +i8]? = |z| donc a? + 32 = Va? + 12 (3).

De (1) et (3), on tire a? et 3.

De (2), on tire la signe de a5. On en déduit les deux racines de z.

Exemple 7.4 On cherche les racines carrées de 3 —4i. Il existe (o, §) € R?
tel que (a +i8)* = 3 — 4i.

On a alors :
a?—pr=3

aff = —2
A+ p2=5

Donc :
a? =4

af <0
=1

Donc 2 — 7 et —2 + ¢ sont les racines carrées de 3 — 4i.

7.5.3 Equation du second degré

Soit (a,b,c) € C* x C2.
On consideére I’équation (F) : az? 4+ bz + ¢ = 0 d’inconnue z € C.

Pierron Théo Page 43 Tous droits réservés



CHAPITRE 7. LES COMPLEXES

e Soit z € C.

b
az2+bz+c:Ossiz2+—z+E:O
a a

i < b>2 b — 4ac
ssi {z4+—|] ————=0
2a

4q?
) N b\? b —dac
ilz4—) =————
i 2a 4a?

Le complexe b? — 4ac est appelé discriminant de (E), noté A Dans ce
chapitre. On appelle § une racine carrée de A. On a alors :

b\’ 5\°
az’ + bz +c =0 ssi <z+—> :<_>
2a 2a

Finalement, I’ensemble des solutions de (E) est {_3;5, —gza}'

L’équation a une seule racine double si 6 =0 ssi A = 0.
L’équation au deux racines simples si 0 # 0 ssi A # 0.
e On note (zg, 21) les solutions de (£). Soit z € C.

(z—20)(z —2z1) = 22— (20 + 21)z + 2021

Pour tout z € C,
az? +bz+c=a(z— 2)(z — 21) = az® + alz + 21)z + azz

On en déduit les relations :

b
20 —+ 21 = —a
(R) : ¢
20”1 — —
a
Les solutions de (FE) vérifient les relations (R). Réciproquement, deux
complexes zq et z; vérifiant (R) sont les solutions de (E).
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Chapitre 8

Géométrie plane

On travaille dans un plan affine euclidien P. L’ensemble des vecteurs
construits a partir de P est noté P.
Soit (a, 7) € P x ? On note a + « P'unique point b tel que o = %.

8.1 Repérage d’un point dans le plan

8.1.1 Repere cartésien
- =
Définition 8.1 Un couple (i, j ) de vecteurs de ? est appelé base de ?
si et seulemgnt pour tout « € ?, il existe un unique couple (\, ) € R? tel
que ¥ =\i + W
- —
Soit (7, jl}une base de ? Soit W € ? L’unique couple (A, u) de R?

- IS
tel que W =X\ i +uj sappelle coordonnées de i dans la base (i,7).

— =
Soit O € P. Le triplet (O, i, j ) est appelé repere cartésien de P.
Soit m € P. Les coordonnées de Om dans ( i , j ) sont appelées coordon-
nées de m dans le repere (O, i, j ).

Une équation cartésienne d’une partie ) de P dans (O, i, j ) est une
condition nécessaire et suffisante sur (z,y) € R? pour que le point de coor-
données (x,y) appartienne a Q.

Définition 8.2 Soit (7, V) € P2 W et U sont colinéaires si et seulement
§il existe (A, 1) € R2\ {(0,0)} tel que A\ + pu v = 0.

Soit (W, V) € P2 On appelle (u1, uy) les coordonnées de U et (vy, v)
- 5
celles de o dans (7, 7).
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(W, ) est une base de P

ssi Vs € ?, J(x,y) € R? tel que =2 +y?

ssi V(wi, wy) € R? 3!z, y) € R? tel que (wy, wy) = x(ug, ua) + y(v1, va)

= zus +y +

ssi V(w,ws) € R?, 3(x,y) € R? tel que (S) : {wl rhmyT o
Wy = TUg + YU

ssi V(wy,wq) € R? det(S) # 0

ssi (0,0) est la seule solution du sytéme homogene associé a (.5)

ssi (0,0) est la seule solution de 27 + y 7 = f

ssi W et U ne sont pas colinéaires

Déﬁnit_}og 8.3 On associe & (U, ¥) un réel appelé déterminant de (o, 7)
dans (i, j ), noté det 7)(7, V), égal & ugvy — upvy.

THEOREME 8.1 Soit (U, V) € P2 Les trois propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) (W, ) est une base de P
(ii) U et ¥ ne sont pas colinéaires

(iti) det 7 (U, T) #0

Exercice:Onposea:0+j,7:22 + 7 et U =— i - 7.

1. Montrer que (a, , 7) est un repére de P noté R’.

9 _1
(ge%(ﬁj)_‘l —1‘__1

)

Ce déterminant étant non nul, (7, 7') est une base de P et (a, W, )
un repere de P.

—-
L,

)

2. Soit @ la partie de P dont une équation cartésienne dans (O,
est 2x — 3y = 7. Déterminer une équation cartésienne de () dans R'.

Soit m € P de coordonnées (x,y) dans R'.
m:a+x7+y7
— - =
=0+ j +z(2i + j)+y(
—
=0+ 2x—y)i +(x—y+1)

- -
-7 —J)

—
J
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meQssi2xr—y)—3x+y—1)=7
sside —2y—3rx+3y—3=17
ssi x +y =10

Une équation cartésienne de Q dans R’ est x + y = 10.

8.1.2 Orientation du plan
THEOREME 8.2 Soit (7, 7) € P2 det 3 7/(7, ) = det 7 - (T, ).

- =
Démonstration. On note (uy, us) les coordonnées de @ dans (7 , ) et (v, va)
— =
celles de 7 dans (7, 7).

_@ej})(ﬁ, V) = ugvg — tpvy = —(upvy — Ugvy) = — (Qeﬁ))(7, ) u
1,7 LRW

(

) )

Proposition 8.1 Pour orienter le plan, on choisit une base dont ont décide

quelle est directe. Pour toute base (7, ), (U, ) est directe si et seulement

si det(—l)j)(ﬁ, V') > 0 et indirecte si et seulement si det(??)(ﬁ, ) < 0.
On admet toutes les propriétés naturelles de 'orientation.

8.1.3 Repérage polaire du plan

On fixe un repére polaire, c’est-a-dire un couple formé d’un point et d’un
vecteur non nul unitaire, appelé (O, i ). On impose au plan d’étre orienté.

— - —
Définition 8.4 On appelle j 'unique vecteur de ? tel que (7, 7 ) soit
une base orthonormée directe.
Pour tout # € R, on note @ (9) P'unique vecteur tel que mes( i , 7 (#)) = 6
mod 27. On remarque que pour tout f € R, 7(9) =cosf i +sinf j.
Soit (r, ) € R2. Le point m de P dont un systéme de coordonnées polaires
est (r,6) est le point m = o+ ().

Proposition 8.2 Sir = 0, 'ensemble des représentations polaires de m est
{(0,0), 6eR}.

Sir # 0, I'ensemble des représentations polaires de m est {((—1)"r,0 +
pm), pEZL}. N

Les coordonnées cartésiennes de m dans (O, ¢, j ) sont (rcosé,rsinf).
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%
Un systéme de coordonnées polaires de m dans (O, i ) est (v/22 + y2,0),
ou 0 vérifie :

T
cosl) = ———

Va? + y?
.y
sinf =

avec (z,y) les coordonnées de m dans (O, _i>, j) et (z,y)#(0,0).

Définition 8.5 Soit / un intervalle et f une application de I dans R. On
s’intéresse a la partie () de P formée des points de P dont un systeme de
coordonnées polaires (r, ) vérifie 0 € I et r = f(6). Q) admet pour équation
polaire r = f(6), 6 € I (écriture formelle).

Remarque 8.1 Soit (ro,00) € R2. On appelle m le point dont un systéme de
coordonnées polaires est (ro,00) et Q la partie de P dont une équation est
r=f(0),0¢€el.

—sirg=0 et si f s’annule, m € Q)

- sirg =0 et si f ne s’annule pas, m & Q)

— sirg # 0, et sl existe p € 7 tel que Og+pm € I et (—1)Prg = f(Op+pm),

alors m € Q.
— sinon, m & Q).

Exemple 8.1 On considere une partie () de P dont une équation polaire
est r = cos (g), 0 € R et m un point de P dont un systeme de coordonnées

polaires est (—%, O).
Est-ce que m € Q7
(—%, 27% est un autre systeéme de coordonnées polaires de m et cos (2?”) =

N[

Donc m € Q.

Exemple 8.2 On reprend la question avec ) : 7 = 2cosf + sinf et m :
(0, 7).
6 — 2 cosf + sin § s’annule donc m € Q.

8.2 Identification de P dans C

8.2.1 Présentation

- =
On suppose que (O, i, j ) est orthonormé direct. .
A chaque point m de P de coordonnées (z,y) dans (O, i
le complexe x + iy appelé affixe de m.

< , — = .
A chaque vecteur @ de P de coordonnées (x,y) dans (i, j ), on associe

le complexe = + 1y appelé affixe de .

— .
, 7 ), on associe
%

J
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THREOREME 8.3 Soit (U, V) € (? \ {6)})2 On note z Uaffize de U et 2/
celle de .

mes(ﬁ) = arg <Z—,> = arg(z'z) mod 27

z

8.2.2 Représentation analytique complexe d’applica-
tions de P dans P

Définition 8.6 Soit f une application de P dans P.

On appelle représentation analytique complexe de f I'application de C
dans C qui a un complexe z associe 'affixe de I'image par f du point d’affixe
z.

Exemple 8.3 Soit « € ? d’affixe a. On note t- la translation de vecteur
. La représentation analytique complexe de ¢t est :

- {(C - C
to -

z = z4+a

Réciproquement, pour tout a € C,

cC —» C
e

z = z+a

représente la translation de vecteur d’affixe a.

Exemple 8.4 Soit (A,\) € P x R*\ {1}. On appelle h, , 'homothétie de
centre A et de rapport A. Par définition,

) P - P
ar M — A+>\m

On note a l'affixe de A. La représentation analytique complexe de hy  est :

o cC - C
IO PR a+ Az —a)

Réciproquement, pour tout (A, c¢) € R* x C, I'application dont la repré-
sentation analytique complexe est z — Az + ¢ est une homothétie de rapport
A et de centre d’affixe

c
1-X°
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Exemple 8.5 Soit (A,6) € P x R. On appelle 744 la rotation de centre A
et d’angle 6.
On note a l'affixe de A. La représentation analytique complexe de 749

est :
B C —» C
TaAN: ,
A z = a+te’(z—a)

Réciproquement, pour tout (u,c) € U\ {1} x C, I'application dont la
représentation analytique complexe est z — uz + ¢ est une rotation dont une
mesure de 'angle est un argument de u et dont le centre a pour affixe $=-.

Une similitude directe est une composée de rotations, homothéties et
translations. L’ensemble des représentations analytiques complexes de telles
applications est :

{f:{c - € (a,b)e@*xC}

2 = az+b’

8.3 Outils géométriques

8.3.1 Produit scalaire

Définition 8.7 Soit (7, 7) € P2 On appellei))roduit scalaire de U et
U et on note (W, V) le réel égal & 0si & = 0 ou U = T et égal a

l[u| ||v| cos(mes(@, ¥)) dans le cas contraire.

THEOREME 8.4 Soit (U, V) € P2 W LT si et seulement si («,7)=0.

Démonstration. On suppose @ # 0 et o # 0.
<7, 7) ssi cos(mes(ﬁ)) =0 ssi mes(ﬁ) = %

On suppose @ =0ou ¥ =0.Ona (W, ) =0ct ¢ L V.

Done (W, 7)) =0ssi @ L 0.

On suppose (O,?,?) orthonormé. Soit (7, V) € (B \ {6)})2 On ap-
pelle z Daffixe de U et 2/ celle de ¥

(@, ) = |[ul] |[v]| cos(mes(T, 7))

= |2][2"| cos(arg(='Z))
= [2]]2"| cos(arg(z'Z))

= R(2'7)
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Finalement, la formule reste valable pour U = ﬁ et U = ﬁ Donc
(U, V) = R(2).

On note (1, us) les coordonnées de @ et (vy, ) celles de ¥ dans (7 , j
On a alors z = u; + ius et 2’ = vy + iv,.

).

<7, 7) = %(Zlg) = %(Ul'l}l + U2V + z'(ulvg — Ug’l}l)) = U1V + U9V | |

Proposition 8. 3
e Pour tout (7, 7) € 32 (2,7 = (U, ).

e Pour tout ( AT 7) R x P2, (\T,7) = MW, T) = (T, \7).
e Pour tout ( 7 W) € ?2, (W, V7 + W) = (W, V) 4+ (U, D) et
(4 + 7, m:(? W)+ (U, ).
Application : Soit (a, W) € P x P \ {ﬁ} On pose D = a + R Soit
m € P. On appelle p la projection orthogonale de m sur D.

| (@, )

2
]

x U

Démonstration. p € D donc il existe A € R tel que p =a + 2.

(ap, W) = (\U, W) ssi (amh +mp, W) = MU, W)

donc <cm 7> <?7> = A HUH2
donc A = <T’||27>
Donc p =a + (a?_”@ﬁ "

8.3.2 Produit mixte

Définition 8.8 Soit (7 7 ?2 On appellegrodult mlxte de U par
U et on note [, V] le réel egal A0si WU = ou T et égal a

l|w|| ||| sin(mes(, ¥)) dans le cas contraire.

THEOREME 8.5 Soit (U, V) € P2 W et T sont colinéaires si et seulement

si [, 7] =0.

7 ") orthonormé. Soit (u, ) ?\
celle de 7.

Démonstration. On suppose (O, i,

_>
) j
{0})2 On appelle z I'affixe de W/ et 2/
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@, 7] = [lull o] sin(mes(7, 7))
— |2]|#/| sin(arg(+'%))
— [7]|#/| sin(arg(+'%))

= 3(2'72)

Finalement, la formule reste valable pour U = 6) et U = 6) Donc
(7, 7] = 3('2).

On note (uy, uy) les coordonnées de et (vy, vy) celles de ¥ dans (i, 7 ).
On a alors z = uy + iuy et 2/ = vy + ivs.

[7, 7] = 3(2'2) = S(urvy + ugva + i(u1ve — ugv1)) = UV — Uy ]

Proposition 8.4
e Pour tout 7,7 ) € ?2, [7,7]
e Pour tout (\, 7, 7) € R x ? [w,m — [T, 7] = [T, 7).
e Pour tout (7,7, @) € P2, 77+ﬁ]:[7,7}+[7,met[7+
VW) = [, W] [7,3]

8.3.3 Un exercice corrigé

On suppose (O, i, j ) orthonormé direct. Soit U € ? unitaire. On note

0= mes(_i), ).

Soit a € P d’affixe z. On pose D = a + R

Trouver I'expression de ’expression analytique complexe de la réflexion s
par rapport a D.

Soit z € C. On note m le point d’affixe z et n = s(m).
Par construction, mn L @ et le milieu g de [mn] vérifie @ et U sont
colinéaires, ¢’est-a-dire (mn, @) = 0 et [ag, ] = 0.

Donc, en notant 2’ Iaffixe de n,

(7= 2)e 4 (¢ — 2)e™™ =0

e (5o

240

Donc 2/ = zy+ (z — z0)e
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La représentation analytique complexe de s est donc :

~'{<c - C

S .
2 = (2= 2)e*
Donc :
cC - C
R TSN e?(z=a)+a

8.4 Etude des droites du plan

8.4.1 Description d’une droite dans un repere quel-
conque
Définition 8.9 On appelle droite du plan toute partie D de P telle qu’il

existe (a, @) € P x (P \{0)) vérifiant D = {a + A7, € R}.
est appelé un vecteur directeur de D et l’ensemble {)\7, A € R},

noté D est appelé direction de D (partie de ?)

Proposition 8.5 Soit a € P et U € P \ {6)} On note D la droite
5
i, 7) et (a,B) celles de W

Y

a+ R, (zg,y0) les coordonnées de a dans (O,
— 5
dans (7, 7).
Soit m € P dont on note (x,y) les coordonnées.
m € D ssi il existe t € R tel quem:a—l—t7
R T = x9 + ta
ssi il existe ¢t € R tel que

y=yo+1tp

Définition 8.10 On dit que

{x:xo+ta

, teR
y=1yo+1t3

est un systeme d’équations paramétriques de D.

Proposition 8.6 Soit m € P dont on note (x,y) les coordonnées.

m € D ssi il existe t € R tel que m=a+td
ssi il existe ¢t € R tel que am =t
ssi arm et W sont colinéaires
ssi det, (W, am) =0

(i,75)
ssi a(y —yo) — Bz — 20) =0
ssi B — ay — By + ayy =0
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Finalement, une équation cartésienne de D est fx — ay — fxg+ ayg = 0.

Proposition 8.7 On en déduit que pour toute droite D, il existe (a, b, c) €
R3 tel que (a,b) # (0,0) tel que ar + by + ¢ = 0 soit une équation de
cartésienne de D.

Réciproquement, on peut montrer que pour tout (a,b,c) € R? tel que
(a,b) # (0,0), la partie du plan dont une équation cartésienne est ax+by+c =
0 est une droite dirigée par —bi +a j .

On admet que deux équations cartésiennes de droites représentent la
méme droite si et seulement si elles sont proportionnelles.

Remarque 8.2 Quand on connait une équation cartésienne de D, celle de B
est obtenue en enlevant les constantes.

Lecture (3)

Forme cartésienne Forme géométrique

Déterminant (4)

Compatibilité (6)  Lecture (2)

Résolution (5) Ecriture (1)

Forme paramétrique

FIGURE 8.1 — Passages entres les formes

1) - {x:xA+tx7
ly=yattyw
(2) : On lit sur le systeme précédent (z4,y4) et (23, yz).

3):xg==b yz =a

Si b # 0, on peut choisir z4 =0 et yq4 = —
Sinon, on peut choisir y4 =0 et x4 = —
(4) : voir ci-dessus.

[
b

<
a

bt
(5) rax +by +c=0ssi (z,y) = (—C+ ,t),teR
a

(6) : recherche de la condition de compatibilité du systeme d’équations
paramétriques.
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THEOREME 8.6 Soita € P et U € P \ {6)} On pose :

P —= R
Y Ym get(ﬁ,m)

(7.7

e Pour tout k € R, {m € P,p(m) = k} (ligne de niveau k de @) est une
droite dirigée par .

e Pour toute droite D dirigée par 7, il existe k € R tel que D = {m €

Démonstration.
e Soit k € R.
On appelle (g, yo) les coordonnées de a dans (O,

de W dans (?, 7)

Soit m € P de coordonnées (z,y).

7 7) et (o, 3) celles

)

p(m) =k ssi det (W, am) ssi Bz — ay — Bag+ ayo —k =0
(.7
Donc {m € P, p(m) = k} est une droite dirigée par .
e Soit D la droite dirigée par . 1 existe ¢ € R tel que une équation
cartésienne de D soit Sz — ay + ¢ = 0.
On pose k = ayg — g — c. Soit m € P de coordonnées (x,y).

p(m)=kssime D
D est donc la ligne de niveau ayy — Sxg — ¢ de . [ ]

Définition 8.11 Deux droites sont paralleles si et seulement si elles ont
méme direction.

THEOREME 8.7 Soit (Dy, Dy) deux droites. Il existe (ay, by, ci) € R3 tel que
(0,1, bl) 7é (0, 0) et Dl ax + bly +c = 0.
11 existe (ay, by, c3) € R3 tel que (ag, by) # (0,0) et Dy : asx+boy+cy = 0.

Dl // Dg ssi a1b2 — agbl =0

8.4.2 Etude quand le repére d’étude est orthonormé
direct

Sgt TeP \ {6)} et a € P. On note (a, 8) les coordonnées de i dans
(i,7)et (xg,yo) celles de a dans (O, i, j).
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- =
vty

).
am L ssi (am, W) =0 ssi a(x — x0) + By — yo) = 0

Soit m € P de coordonnées (x,y) dans (O,

Y

Donc {m € P, (am, W) = 0} est une droite.
THEOREME 8.8 On pose :

.P—>R
w'{m —  {am, )

o Pour tout k € R, {m € P,ib(m) = k} est une droite dont U est un
vecteur normal.

e Pour toute droite D dont un vecteur normal est 7, il existe k € R tel
que D soit {m € P,p(m) = k}.

Soit (a,b,c) € R? tel que (a,b) # (0,0). On note D la droite dont une

=
équation cartésienne dans (O, i, j ) est ax + by +c = 0.

Définition 8.12 Sia?+b* = 1, on dit que I’équation manipulée est normale.

On suppose a présent qu’on manipule une équation normale. Le vecteur

=a1t +0bj,orthogonal a D, est unitaire.
Proposition 8.8 1l existe (6, c) € R? tel que rcos(6 — 6y) + ¢ = 0 décrive
D.

Réciproquement, pour tout (6, ¢) € R?, I'équation polaire r cos(f — 6) +
¢ = 0 décrit une droite dont un vecteur normal est 7(90), qu’on sait trouver.

Démonstration. 1l existe 6y € R tel que a = costy et b = sin 6.

Notons p le projeté orthogonal de O sur D. On note (x,,y,) les coordon-
nées de p dans (O, i, j ).

Comme U #+ 6) et que U et @ sont colinéaires, il existe A € R tel que
op = \U.

En particulier, (@, 7) = A(?, 7), c’est-a-dire A\ = ax, + by,.

Or p € D, donc A = —c. Donc op = —c

On travaille dans un repére polaire (O, 7) Soit m € P.

m € D ssi il existe (r,6) € R} x R représentant de m tel que arcosf + brsinf + ¢ =0
ssi il existe (r,6) € R} x R représentant de m tel que rcosf cosfy + rsinfysinf + c =0

ssi il existe (r,6) € RY x R représentant de m tel que rcos(f — 6y) +c=0

Donc une équation polaire de D est rcos(6 — 6y) + ¢ = 0. |
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8.4.3 Distance d’un point a une droite

Définition 8.13 Soit D une droite, m € P. L’ensemble {mn,n € D} admet
un plus petit élément appelé distance de m a D et usuellement noté d(m, D).

Démonstration. On appelle p le projeté orthogonal de m dur D.

Soit n € D. mn? = mp* + pn?. Comme pn? > 0, pour tout n € D,
mn? > mp?.

mp € {mn,n € D} et est plus petit que tous les autres éléments de cet
ensemble, donc le plus petit élément de {mn,n € D} existe.

Par définition, de d(m, D), on a d(m, D) = mp. u

Remarque 8.3 Pour tout n € D, d(m,D) = mn si et seulement si n = p.
Démonstration. Soit n € D.

d(m, D) = mn ssi mp = mn ssi mp* = mn® ssi pn* = 0ssip=n |
THEOREME 8.9 On suppose (O, i, j ) orthogonal. Soit m € P de coordon-

nées (wo,yo) dans ce repére. Il existe (a,b,c) € R3 tel que (a,b) # (0,0) et
D :axr+by+c=0.

awo + byo + ¢

e

Démonstration. On note (x,,y,) les coordonnées de p, projeté de m sur D.
Soit W =ai +b 7, un vecteur orthogonal a D.

U est colinéaire & mp done [(mp, W)| = ||mp]| ||ul|.

Donc : =
son ) — LT
[l
Or:
[(mp, W)| = |alzo — z,) + b(yo — yp))|

= |axy — ax, + byo — by,|

= |axo + byo + ¢|
Donc d(m, D) = \ar%\/%jc\ ]
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8.4.4 Angles de droites

Définition 8.14 Soit (D, D’) deux droites. Il existe un vecteur directeur o
de D et ¥ de D'. On appelle mesure de 'angle orienté de droites (D, D') et

on note mes(ﬁ) une mesure de l'angle (ﬁ) calculée modulo 7.

Exercice : On suppose (O, ?, 7) orthonormé direct.

Soit Dy une droite dont une équation cartésienne est 2x —y +1 = 0 et
Dy une droite dont une équation cartésienne est x + 3y — 2 = 0. Déterminer
une mesure de (19/1,52)

7 +27 dirige Dy et =37 + j dirige D,.

(7 +27,-37 + 7]
tan(mes(Ds, Ds)) = = i)’ — i) =7
(i +27,-3i+ 7)

8.5 Etude des cercles

8.5.1 Repérage cartésien d’un cercle

On suppose (O, i, j ) orthonormé.

Définition 8.15 Soit w € P et r € R%. On appelle € le cercle de centre w
et de rayon r ({m € P,wm =r}).

c) € R3? tel qu'une

)

Proposition 8.9 Pour tout cercle %, il existe ig, E&
équation cartésienne de ¢ soit, dans le repere (O, i, j

2 +y* —2ar — 2br+c=0
(a,b) sont les coordonnées du centre de €.

Démonstration. On note (g, yo) les coordonnées de w dans (O,
m € P de coordonnées (x,y) dans (O, i, j ).

2

m € € ssi (v—w0)*+(y—yo)* = r¥ ssi 2®+y’ —2wz0—2yyo+agtys—r* =0 m

Réciproquement, soit (a, b, c) € R3. On consideére la partie & du plan dont
une équation cartésienne est z2 + y? — 2az — 2by + ¢ = 0.
Soit m € P de coordonnées (z,y) dans (O, 7, j ).

m e & ssix? +y? —2ar —2by+c=0ssi (x—a)*+ (y —b)? =a®>+b* —c

Sia?+b?>—c<0,8=02.
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- =
Sia?+0—c=0,={0O+ai +bj}. N
Sia?+b*—c>0,onpose w=0+ai +bj et % le cercle de centre w

et de rayon v/a? + > — ¢. On a alors :

med& ssiwm?=a>+0> —cssiwm=Va2+b —cssimeE

THEOREME 8.10 Soit (a,b) € P? tel que a # b. L’ensemble des points
m € P vérifiant (ma, 777(2) =0 est le cercle de diamétre [ab].

Démonstration. NN
o Il existe un repere orthon_)ormé (O, i, j) tel qu'il existe A _E> R vérifiant
a=04X\i etb=0—-X1i (Onappelle O lemilieu de [ab], i = - xod

 loall

et j un vecteur orthogonal & 7 , unitaire).

. , -

e Soit m € P de coordonnées (x,y) dans (O, i , j
centré en O de rayon |A|.

(m,n%> =0ssi(z—AN)(z+N)+1*=0ssiz’ +9y° =N ssime?
Donc {m € P, (ind, nTé) =0} =¢%. n
THEOREME 8.11 Soit (a,b) € P? tel que a # b. On pose :

P\{}} — R
p:

). On note € le cercle

Y

ma
m — —_—
mb

o L’ensemble {m € P\ {b}, p(m) = 1} est la médiatrice de [ab].
o Pour tout k € R \ {1}, lensemble {m € P\ {b}, p(m) = k} est un

cercle centré sur (ab).

Démonstration.

e Soit m € P\ {b}.
w(m) =1 ssi ma = mb
ssi ma® — mb* = 0
ssi (nﬁ—nﬁ,m—kn@) =0
ssi (ﬁ,m+n%> =0

On note g le milieu de (ab).

On en déduit le résultat.
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e Soit k € R* \ {1}. Soit m € P\ {b}
o(m) = k ssi ma® — k*mb® = 0 ssi (md — kalé, md + kn%> =0

Comme 1 — & # 0, on peut poser g; = {(a, 1), (b, —k)}. De méme, on

peut poser go = {(a, 1), (b, k)}.
Donec :

w(m) =k ssi (1— l{;2)<m_gi,m_>gg) = () ssi <m_gl>,mg2> =0

Finalement ¢(m) = k si et seulement si m appartient au cercle ¢ de
diametre [g1, go]. Comme les coefficients des barycentres sont non nuls,
{g1,92} N{a,b} = @. Donc {m € P\ {b},p(m) =k} =%. [

THEOREME 8.12 Soit (a,b) € P? tel que a # b. On pose

'{P\{a,b} - R
7 mo mes((mmb))

e Pourtoutk € R tel que k #0 mod 7, l'ensemble {m € P\{a, b}, p(m) =
k} est un cercle passant par a et b, privé de a et b.

e Pourtoutk € R tel que k =0 mod 7, l'ensemble {m € P\{a, b}, o(m) =
k} est la droite (ab) privée de a et b.

Démonstration. Soit k € R.

e Si k=7 mod 7, on a déja le résultat.

— =

e On suppose k # 5 mod 7. Il existe un repere orthonormé (O, i, j)
— =

tel qu’il existe A € R vérifiant a = O + A7 et b = O — A i . Soit

m € P\ {a,b} de coordonnées (z,y) dans (O, ?, J)-
p(m) = k ssi tan(mes((ma/);ﬁw))) = tan(k)
ssi @ = tan(k)
(md, mb)

ssi e, mb) = (7ds, mb) tan(k)
ssi (2 — ANy — (z 4+ Ny = tan(k) (2 + y* — \?)
ssi — 2y = tan(k)(2? + 3% — \?)

Si k=0 mod 7,

p(m) =k ssiy =0 ssi m € (ab)
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Donc {m € P\ {a,b},p(m) =k} = (ab) \ {a, b}.
Si k%0 mod m,

2y
tan(k)

2\ 1
2 — 2 1
ssi x” + <y+tan(l§)> A ( +7tan2(k;)>

Finalement, {m € P\ {a, b}, o(m) = k} est un cercle passant par a et
b, privé de a et b. [ ]

o(m) =kssi x® +9y* -\ = —

COROLLAIRE 8.1 Soit (a,b,c,d) € P* deuz d deux distincts.

—

mes((ca), (cb)) = mes((ad), (db)) ssi a,b,c,d sont cocycliques ou alignés

Si A, B, C, D sont les affixes respectives de a, b, ¢ et d, alors a, b, ¢ et

d sont cocycliques si et seulement si % e R.

8.5.2 Autres paramétrages d’un cercle

On suppose (O, _i), 7) orthonormé direct.

Soit w € P dont on note (o, o) les coordonnées dans ce repere et r € R .
On appelle € le cercle de centre w et de rayon r.

Soit m € P de coordonnées (z,y) dans (O, 7, j ).

m €€ ssi (x—10)* + (y —yo)® =17

_ 2 _ 2
ssi (:E %) + (y yo> =1
r r

ssi il existe t € R tel que & = x4+ rcos(t) et y = yo + rsin(t)

On appelle alors systeme d’équations paramétriques de € le systeme :

{x:xo—i-rcos(t) R

Yy =yo+rsin(t) ’

Proposition 8.10 Réciproquement, tout systeme de ce type décrit un cercle
de centre (xg, o) et de rayon r.

On travaille en polaires dans un repere (O, ?) Il y a deux cas particu-
liers :
e ¢ est centré en O et de rayon 7y € R} donné. Un équation polaire de
E estr=rogour=—rg.
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e On considere un cercle % passant par O. (a,b) sont les coordonnées de
son centre, supposé différent de O.
Soit m € P.

m € € ssi un représentant (r, ) de m vérifie
[(rcosf)? + (rsin ) — 2ar cos @ — 2brsinf = 0
ssi un représentant (r,0) de m vérifie r(r — 2a cos — 2bsinf) = 0

ssi un représentant (r,6) de m vérifie r — 2a cos — 2bsin = 0

Finalement, une équation polaire de & est r = 2a cos#+2bsinf, 6 € R.
Réciproquement, toute équation de cette forme décrit un cercle de
centre de coordonnées (a, b) passant par O.

On peut limiter # a un intervalle d’amplitude 7 car pour tout k € Z,
cos( + km) = (—1)F cos(f) et sin( + k) = (—1)*sin(0).

8.5.3 Intersection droite-cercle

THEOREME 8.13 Soit € un cercle de centre w et de rayon r. Soi D une
droite.
o Sidlw,D)>r,¢ND=0g.
o Sidw,D)=1r,¢ND = {p} oup est le projeté orthogonal de w sur
D.
e Sid(w,D) <r, €N D contient exactement deux points.

Démonstration. On se place dans un repere orthogonal (w, 7, 7 ) tel que i
soit orthogonal a D et que 'abscisse A du point d’intersection p de % avec
w + R ¢ soit positive.

Soit m € P de coordonnées (x,y) dans ce repeére.
m € D

meE € ND ssi {
meeE

x—i—y—r

=\

Si 7?2 — A2 < 0 (cest-a-dire r < d(w, D)), alors € N D = @.
Si r? )\Q—O(cestadlrer—d( D)), alors € N D = {p} ou p est le
point de coordonnées (A, 0) (projeté de w sur D).
Sir?2 — A2 > 0 (c'est-a-dire r > d(w, D)), alors € N D = {p, q} ot p est le
point de coordonnées (A, v/72 — A\?) et ¢ celui de coordonnées (A, —v/12 — A\2).
n

{ 2
{y:r - A
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THEOREME 8.14 Soit €, un cercle dont on note wy le centre et ry le rayon.
Soit 65 un cercle dont on note wy le centre et ro le rayon. €, et Cy sont tels
que wy # wo.

o Si|ry —ry| <wiwe <11+ 19, €1 NG, contient exactement deux points.

o Siwiwy >11+ Ty 0uwiwe < |re — 1|, €1 NG = 2.

o Siwiwe =11 + 19, G NGy est un singleton et ils sont tangents exté-

rieurement.
o Siwiws =11 — 1o, €1 N G est un singleton et ils sont tangents inté-
rieurement.
Démonstration. Par symétrie, on peut supposer r; > 79. On pose i =

—

m X wiws. Il existe j € P unitaire et orthogonal a i .

- =
On travaille dans (wy, 7, j ) et on appelle d = wyws.
Soit m € P de coordonnées (z,y) dans le repere choisi.

2 2 _ 2
4y =

(z—d)* +y* =13
e
> {{E2 +y? —2dx = r] — d?
[ +y =1t
i { 2dx = 1?2 — 13 + d*
i {4d2y2 = 4d*r] — (r} +d* —r3)?
2dr = r? — 13 + d?

m € 61 N 6y ssi {

Ly + 4d*Ly + L3

Or:
4d2rf — (7‘% +d% - r%)z = (2dr + 7‘% +d% — r%)(erl — 7‘% + r% — d2)
= ((r1+d)* = r3)(ry — (r1 — d)?)
= (7“1+d+’l“2) (Tl—l—d—’l“g)(T’Q—T1+d)(T1+T2—d)

positif positif

On suppose 11 —ry < d < r1 + ro. Dans ce cas, r1 + 19 —d > 0 et
7“2-7’1+d>0.

Orri+r+d<0etry—ry+d<0.

Donc 4d*r? — (ri +d* — r3)* > 0.

Donc :

i+ d® -1}

2d
\/4d27’% — (r#+d? —r3)?
lyl = 54

m € 6, N6, ssi
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Donc %1 N %, contient exactement deux points.
On traite de méme les autres cas. [
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Chapitre 9

Coniques

On travaille dans le plan P orienté.

9.1 Présentation

Définition 9.1 Soit D une droite de P, FF'€ P\ D et e € R".

On appelle conique de foyer F', de directrice D et d’excentricité e ’en-
semble de points {M € P, MF =e x d(M, D)}.

e Si e < 1, la conique est une ellipse.

e Si e =1, la conique est une parabole.

e Si e > 1, la conique est une hyperbole.

Vocabulaire :

o Le réel égal a e x d(F,D) s’appelle le parametre de la conique (noté
p).

La droite perpendiculaire & D passant par I’ s’appelle axe focal de la
conique (noté ici A).

On note K le projeté orthogonal de F' sur D.

Si e = 1, la conique rencontre A en un unique point, milieu de [F K],
appelé sommet de la conique.

Sie # 1, la conique rencontre A en deux points A et A" appelés sommets
de la conique. Le milieu de [AA'] est noté O, appelé centre de la conique.

Remarque 9.1 L’aze focal est toujours un axe de symétrie de la conique.

Proposition 9.1 Une équation polaire de I" est donc (1 + e cos ) = p.

Démonstration. On travaille dans le repere polaire (F, i ), ou ¢ = ﬁ X

FK. On note j le vecteur unitaire directement orthogonal a ¢ et I' la
conique considérée.
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Soit M € P.

2
M €T ssi un représentant (r,0) de M vérifie r* = 2 <7’ cos — E)
e

ssi un représentant (r, ) de M vérifie r = ercos —p our = —ercosf +p

ssi un représentant (r,0) de M vérifie (1 + ecos@)r =p

La derniére équivalence est vraie car si un représentant (r,6) de M vérifie
r = ercosf — p, (—r,0 + 7), qui est un autre représentant de M vérifie
r = —er cos 0+p et vice-versa. De plus, la deuxiéme implication est claire. m

Proposition 9.2 Réciproquement, pour tout (e, p) € (R*)?, I'ensemble des
points dont une équation polaire dans (F, i ) est r(1 + ecosf) = p est une

conique de foyer F', d’excentricité e, de parametre p et d’axe focal F'+ R 7 .
Dans ce cas, une équation polaire de la directrice est rcosf = 2.

9.2 Ellipse

Soit F' € P, D une droite qui ne contient pas F, e €]0,1[. On appelle
I’ Tellipse de foyer F', de directrice D et d’ excentrlclte e. On reutlhse les

notations précédentes. On travaille dans (O, T = ”— x O ), avec j

%
un vecteur unitaire directement orthogonal a 7 .

e Soit M € P de coordonnées (x,y) dans (0,7> 7

)-

M el ssi MF = ed(M, D)
ssi MF? = e*d(M, D)?
ssi (z — OF)? +9? = &*(z — OK)?
ssi (1 —e*)a? +9* +2(e2 0K — OF)r = —OF? + 20K?* (1)
e Par définition, A = Bar{(F,1),(K,e)} et A" = Bar{(F,1), (K, —e)}.
On a donc (1+e@ 0 1O (2)et (1—e)OA = OF—cOE  (3).
De plus, OA + OA =
(2) et (3) donnent (e — 1)OA O?—eOK En aJoutant et soustrayant
(1), on a ¢OA = OF ot OA = cOK. Donc OF = 20K

Finalement,

OF?

m € ssi (1 —e?)a?+y? =

—(1-¢)
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e Soit M € O + R?. On note y 'ordonnée de M.

OF?
o2

F F
siy=2 " @ouy=-L =&
€ €

(1—e?)

m e T ssiy?=

On obtient deux points symétriques par rapport a ’axe focal. Ils sont
appelé sommets secondaires de l'ellipse, notés B et B'.

e Onposea=0A,b=0B,c=0F.
Proposition 9.3
o a2 =10+
® =
e OK
[} P =
Démonstration.
e Comme a est I'abscisse de A, @€ = g ssie = <.

e

e Comme b est 'ordonnée de B, %\/1 —e2 =1b. Donc :

a?

C

gl@‘m Il ISHTeY

2 2
i (1—62):a2<1—c—>:a2—02

e2 a?
Et a® =0? + %
e OF = ¢*0OK, donc :
2
c a
e S c
e De plus :
2 2 2 _ 2 2
c a c a®—c b
p=e¢FK =— X ——c)za——:( ):— [
a c a a a
Proposition 9.4 Dans (O, i, j ), une équation cartésienne de I" est :
2 2
T Y
St =1
Réciproquement, soit (u,v) € R%, on appelle I' la partie de P dont une
- =
équation cartésienne de (O, i, j ) est :
2 2
vy _
St =1
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e Siu=w, I estle cercle de centre O et de rayon u.

e Si u > v, I est l'ellipse de centre O, d’axe focal O + R i telle que
OA=uet OB =w. -

e Si u < v, I est lellipse de centre O, d’axe focal O + R j telle que
OA=vet OB =u.

Proposition 9.5 Un systeme d’équations paramétriques de I" est :

{ = acos(t)

, teR
y = bsin(t)

Démonstration. On g})niegve toutes les notations. Soit M € P de coordon-
nées (x,y) dans (O, i, j ).

2 2
M €T ssi (£> +<Q) =1
a b

ssi il existe t € R tel que x = acos(t) et y = bsin(?) n

Application : Soit Z' une droite, A € R\ {0,1} et p la projection or-
thogonale sur D’. On appelle affinité orthogonale d’axe D’ et de rapport A,

I’application :
; P - P
: —
m = p(m)+ Ap(m)m

THEOREME 9.1 On pose € le cercle de centre O et de myon a. ' est l'image
de € par laffinité orthogonale d’azxe O + R 1 et de mpport 2

= - =
Démonstration. On note f Pexpression analytique de f dans (O, 7', j ).
R* — R
_ "
T, — T, —
(z,y) < a)

Soit M € P de coordonnées (z,y) dans (O, ?, 7)

M € f(%) ssi il existe N € € tel que M = f(N)
ssi il existe t € R tel que (z,y) = f(acos(t), asin(t))
ssi il existe t € R tel que (z,y) = (acos(t), bsin(t))
ssiM el

Finalement f(%) =T. u
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THEOREME 9.2 On admet : .
e On note I le symétrique de F' par rapport a O+R j et D’ le symétrique
de D par rapport a O + R?.
La conique construite avec F', D' et e est I
e (Définition bifocale de Uellipse) : Soit (F,F') € P? et a € R% tel que
a > FTF/ L’ensemble

{M € P,MF + MF' =2a}

est Uellipse dont les foyers sont F' et F' et dont la distance AA" vaut

2a.
D’ B A D
L
—
J
K’ Al F 19) A K

B/

F1GURE 9.1 — Ellipse

9.3 Hyperbole

9.3.1 Paramétrages

Soit F' € P, D une droite ne contenant pas F, e €]1,+00[. On appelle

I' ’hyperbole de foyer F', de directrice D et d’excentricité e. On repreric} les

— ;
notations de la partie sur les ellipses. On pose i = ||O—1F|| X OF et 7 un

vecteur unitaire orthogonal a 4 . On travaille dans (O, i, 7).
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D’ A’ D

AN ,
N 7
N s
\ 7 Z

%
o'~ K
7 N
’ N
, N
, N
’ N

F1GURE 9.2 — Hyperbole

Soit M € P de coordonnées (z,y) dans (O, ?, 7)
OF*?
M eT ssi (1—e*)a® +y° = ———(e" = 1)
e
22 % ,

T (Fa-a)

Donc I’hyperbole ne recoupe par la droite passant par O et orthogonale a A.
(axe transverse pour 'hyperbole).

On pose OA =a, OF =cet b=+/c? —a?.
Proposition 9.6
e ¢ = ¢ (démonstration comme pour 'ellipse)

o OK = % (démonstration comme pour ellipse)
o o’ = c? — b? (par définition de b)
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Proposition 9.7 Dans (O, i, j ), une équation cartésienne de I est :
2 2
x
L
a b

Réciproquement, toute équation de la forme précédente décrit une hyper-
bole dont les caractéristiques géométriques sont connues.

Proposition 9.8 Un systeme d’équations paramétriques de la branche de
I dans le demi-plan des points d’abscisse positive est :

{:c — ach(t)

teR
y = bsh(t)’

Dém_o)ns_t)mtion. Soit M € P d’abscisse © > 0 et de coordonnées (x,y) dans

(07 Z ) .] )'
2 2

x
m € I ssi i ‘Z—z =1
ssi il existe t € R tel que = = ach(t) et y = bsh(t)

La lecture de I'équation cartésienne assure que I' est invariante par la
symétrie s axiale orthogonale d’axe O + R j , et par celle d’axe O +R ¢ . On

peut donc construire F’ et D', foyer et directrice associés, symétriques de F'
et D par s.

Proposition 9.9 Soit (F, F’) € P? tels que F' # F'. Soit a € RY et a < FTF/
L’ensemble
{M € P,|MF — MF'| =2a}

est une hyperbole entierement déterminée.

9.3.2 Asymptotes

On reprend les notations précédentes et on note I'" la partie de I" appar-
tenant au quart de plan ou abscisses et ordonnées sont strictement positifs.
't est le graphe de la fonction :

[a,+o0] — R
I 22

Soit = € R.
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Donc lim f(x) — 2 =0 et la droite d’équation y = 2% est asymptote a

r—+00
't en +o00.

L’hyperbole I admet deux droites asymptotes d’équation 2 + ¥ = 0 et

z _ Y
a b

Proposition 9.10 Soit 0 un vecteur directeur de 'asymptote dont une
équation cartésienne est £ — ¥ = ( et 7 un vecteur directeur de I’asymptote
dont une équation cartesnenne est T+ 4 =0.

Il existe k& € R tel qu'une equatlon de I’ dans (O, 0 7) soit xy = k.

Demonstmtion. I existe (A, p) € (R*)? tel que ¥ = 2 7 + 2 ] ot ¥ =
%
z + £ o J -

Soit M € P de coordonnées (z,y) dans (0,7, 7).
M=0+2d +y7

_o0+ )\ba:—>+)\y7> %—) Hy —

a
A - A
:O+<%>H<$>7

2 2
MeTssi— (A ) _ LA pye
a? \ b b

ssi Az + py)? — (Ao — py)? = a®b?
ssi ddpzy = a’b?

Une équation cartésienne de I' dans (O, U 7) est donc xy = 42)3? |
Proposition 9.11 Soit £ € R*. On travaille dans un repere (O, i, j)

quelconque.

La partie de P dont une équation cartésienne dans (O, i ,?) est vy =k
est une hyperbole dont les axes de symétries sont les bissectrices intérieures
et extérieures de 'angle de demi-droites formé parles deux axes.

Démonstration. On pose U = ”j”7 + L I j avec o = HH]H i+ i J H et
— 2
T = W7 W7 avee 5= 1517 — il 7

Soit M € P de coordonnées (z,y) dans (O, U, 7).

M=0+— (||J|| T il )+ %(Ile?—llill?)

Cou (Ell Il (2l ylil -
_0+<a ) (2l ) 5
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_ zll3ll o il _ |4l yllall
On note a = m —i—Tetb— o — 5

Mel ssiab=k
e (2P
s 1 (55 - %) =&

o LAyl _
ka? k32

Si k > 0, on obtient une hyperbole entierement déterminée.
On suppose k < 0. Soit M € P de coordonnées (z,y) dans (O, v, 7)

2 . . 2 . .
R 2 e 2
Mel ssi — o2 + o2 =1

Comme (O, 7, 7) est orthonormé, on obtient une hyperbole entiérement
déterminée. -

Remarque 9.2 Le repére porté par les asymptotes est toujours agréable pour
les calculs, mais il n’est pas orthonormé en général. Ce repere est vraiment
intéressant quand les asymptotes sont perpendiculaires. On parle alors d’hy-
perboles équilatéres (a =b et e = \/2).

9.4 Parabole

Soit F' € P et D une droite ne contenant pas F'. On appelle I" la parabole
de foyer F' et de directrice D. On reprend les notations de la partie sur les
ellipses.

— —
X O? et on choisit j unitaire orthogonal a 7 .
—
J)

—

. 1
N pose 1 = ==
On p [OF]

Soit M € P de coordonnées (z,y) dans (O, ?,

M €T ssi MF = d(M, D)

(2P 2_( £>2
ssi (x 2) +y = x—|—2

P’ P’
ssi :cz—:cp—l—z—l—yz :x2+xp—|—z
ssi y? = 2px
L . — = )
Donc une équation cartésienne de I' dans (O, i, j ) est y* = 2pz.

Pierron Théo Page 73 Tous droits réservés



CHAPITRE 9. CONIQUES

Réciproquement, toute équation de la forme y? = 2px dans un repére
orthonormé décrit une parabole entierement déterminée. On peut noter qu’un
systeme d’équations paramétriques de I est :

t2
x:%, teR
y=t
D
1 L
I
El
K 07[F A
|
|

N

FIGURE 9.3 — Parabole
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Chapitre 10

Courbes du second degré

On se place dans un plan P affine euclidien muni d’un repere orthonormé
(o, 7, 7) aussi noté R.

Soit (a,b,c,d,e, f) € RS On désigne par A la partie de P dont une
équation cartésienne dans R est;

(B): az® + 2bxy + cy* + 2dx +2ey + f =0
On appelle ¢ 'application (z,y) — az? + 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f.

10.1 Changements de repeéres

10.1.1 Effet d’une translation

Soit mg un point du plan, de coordonnées (zg, o) dans R. Un point m
de coordonnées (x,y) dans (mg, i, j ) a pour coordonnées (z + o,y + Yo)

dans R. Il appartient a A ssi
az® + 2bzy + cy® + 2(axg + byo + d)x + 2(bxg + cyo + €)y + (20, o) = 0

La forme de I’équation manipulée et la valeur de b*> — ac ne sont pas
modifiées via une translation du repere.

Si de plus il existe (29, yo) € R? tel que azo+byo+d = 0 et bxy+cyo+e = 0,
le point my de coordonnées (xg, yo) est un centre de symétrie de A. C’est en
particulier le cas lorsque b* — ac # 0.

10.1.2 Effet d’une rotation

— - —

Soii)@ e R. On pose @ = cos(f) i +_s>in(9)j et ¥ = —sin(f) i +

cos(0) j , vecteurs obtenus a partir de ¢ et j en effectuant la rotation dont
une mesure est 6.
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Un point m de coordonnées (z,y) dans (O, @, V) admet (zcos(d) —
ysin(0), xsin(f) + y cos(f)) comme coordonnées dans R. Il appartient donc
a A ssi o(xcos(f) — ysin(f), xsin(0) + ycos(d)) = 0 ie

Az® + 2Bxy + Cy* + 2(esin(0) + d cos(0))x + 2(e cos(#) — dsin(f))y + f =0

ou

a+c a—c

A= 5 + 5 cos(26) + bsin(26)
B = bcos(20) — — sin(20)
c=12 —2i_ R cos(20) — bsin(26)

On vérifie que B? — AC = b? — ac. La forme de 1’équation manipulée et la
valeur de b?> — ac ne sont pas modifiées via une rotation du repere.

10.2 Etude de A

Proposition 10.1

1.
2.

3.

Si b? — ac < 0, A est une ellipse, un cercle, un point ou le vide.

Si b®> — ac = 0, A est une parabole, deux droites paralleles éventuelle-
ment confondues, le vide ou P.

Si b — ac > 0, A est une hyperbole ou deux droites sécantes.

Démonstration.

1.

Si b* — ac < 0, il existe (zo,y0) € R? tel que axy + by +d = 0 et

bzy + cyp + e = 0. On choisit de plus 4 tel que B = 0.

Comme AC = ac — b, on a AC > 0 . Il existe donc D tel qu'une

équation de A dans le repeére centré en mg de coordonnées (xg,yo) et

de base associée (U, V) soit |A|z2 + |Cly> + D = 0. On a alors :

e SiD>0,A=0

o SiDZO,A:{{L’o}

e Si D < 0, A est une ellipse centrée en mg quand |A| # |C] et un
cercle centré en mg sinon.

. Si b® — ac > 0. En considérant le méme repére que précédemment, on

note qu’il existe D € R tel qu’une équation de A dans le nouveau repere
soit |A|x? —|C|y?* + D = 0. On en déduit que :

e Si D # 0, A est une hyperbole centrée en my

e Si D=0, A est la réunion de deux droites sécantes en my.
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3. On suppose que b> — ac = 0. On choisit la méme valeur de 6 que
précédemment. Comme B = 0 et B?> — AC = 0, on sait que A = 0 ou
C=0.

Quitte a ajouter § a 0, il est loisible de supposer A = 0. II existe alors

D, E. F tel qu'une équation de A dans (O, 0, 7) soit Cy?+Dx+ Ey+

F = 0. On note alors que :

e Si C' =0, A est une droite, le vide ou P

e Si D =0, A est la réunion de deux droites paralléles, éventuellement
confondues, ou le vide

e Si CD 0, A est une parabole dont I'axe focal est dirigé par . m

Remarque 10.1
e On considere le systéeme :

(s ar +by+d=0
br+cy+e=0

d’inconnue (z,y) € R?.

Si (S) n'a aucune solution alors A est une parabole. Si (S) a une infinité
de solutions, alors A est le vide ou deux droites paralléles éventuelle-
ment confondues. Si (S) admet une unique solution, cette solution est
le couple de coordonnées de l'unique centre de symétrie de (S).

o Pour étudier un ensemble de A de points de P admettant une équation
cartésienne de la forme (E) dans le repére orthonormé R lorsque b # 0,
on introduit 6 tel que cotan(20) = “5° et on calcule une équation de A
dans le re}ie;re orthongmé direct d’origine O et dont le premier vecteur
est cos(#) i +sin(f) j .

La mise sous forme canonique de deuz carrés permet de décrire A via
I’équation de départ si b = 0 et [’équation obtenue apres la premiere

manipulation dans le cas contraire.
Progos_)ition 10.2 Soit mg € A dont on note (o, yo) les coordonnées dans
(O, i, 7). Siune des deux dérivées partielles de ¢ au point (zg,yo) est non

nulle, il existe une tangente a la courbe A au point my dont une équation
cartésienne dans le méme repere est :

0 0
—80(930, Yo)(x — o) + £($0>y0)(y — ) =0
ox y
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Chapitre 11

Géomeétrie dans ’espace usuel

E est un espace usuel de points, E est I’ensemble des vecteurs liant deux
points quelconques de E. On réutilise la notation point + vecteur.

11.1 Repérage dans £

11.1.1 Repeére cartésien
7, ?) de vecteurs

Définition 11.1 On appelle base de E tout triplet (7,
de E tel que pour tout U € E, il existe un unique (\, u,v) € R?® vérifiant
U = )\ v+ p j +v k:
On appelle repere cartésien tout quadruplet (O, i, j ,?) formé d’un
point O et d'une base ( ¢ 7 k). Dans ce chapitre, on fixe un repere (O,
A chaque vecteur de E on associe ses coordonnées dans la base ( i ,

De méme, a chaque point de E, on associe ses coordonnées dans (O,
Définition 11.2 Soit (7 v, w ) € B?’ W, U et W sont coplanaires Sl et
seulement s'il existe (A, 1, ) € R3\ {(0,0,0)} tel que AW +p v + v = .

Remarque 11.1 Si U et U ne sont pas colinéaires, U, U et W sont copla-
naires si et seulement s'il existe (A, p) € R? tel que W = AU + p0 .

Définition 11.3 Soit (o, ¥, W) € E* de coordonnées respectives (uq, U, ug),
(v1,v9,v3) et (wy, wa, w3).
On appelle déterminant de (o, ¥, W) dans ( j T ) et on note det 7 = ¢ (7 v, W)
Uy V1w
le réel |us vy wol.
uz U3 ws

79



CHAPITRE 11. GEOMETRIE DANS L’ESPACE USUEL

TukOREME 11.1 Soit (W, U, W) € E3. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.

. (7,7,?) est une base.

° (7, v, E)) ne sont pas coplanaires.
. det(—Z)??)(ﬁ,?, w) #0.

11.1.2 Orientation

Orienter 1’espace revient a privilégier une base. On choisit une base dont
on dit (B)’elle est directe. Si (7,7, W) est une base différente de la base
— e s e . . .
(¢, 7, k) privilégiée, (0,7, W) est directe si et seulement si det(7 2 ?)(7, v, >
0 et indirecte sinon.

Soit (W, V) e E2 non colinéaires. On appelle P le plan vectoriel engen-
dré par Uet o

e On oriente B On mesure (ﬁ) On appelle mesure de I’angle non

orienté (7, 7) la valeur absolue de I'unique valeur de (ﬂ) appar-

tenant a | — m, 7.

Remarque 11.2 Si U et U sont colinéaires, le résultat est indépendant
du plan choisi.

e On choisit un vecteur W orthogonal & B Une base 7’ ) de B est
directe si et seulement si (?, v, W) est une base directe de ﬁ
L’orientation de ? étant choisie, on peut donner une mesure de (ﬁ)
La donnée de cette mesure doit étre accompagnée de .

e Un point M n’appartegm\t pas & O + Rk est repéré par r = ||[OM||,

une mesure de ¢ = (i ,OH) ou H est le projeté de M sur P orienté
e a—

%
par k et par une mesure de l’angle non orienté 0 = (k,OM).
e Les points de O + R k ont pour coordonnées (r,0,t) avec r = [|[OM||
et t € R.

11.2 Outils géométriques

11.2.1 Produit scalaire

Définition 11.4 Soit (7, 7) € ﬁz. On appelle produit scalaire de @ et
7 et on note (7, 7> le produit scalaire de ¥ et U calculé dans un plan
contenant ces deux vecteurs.
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Remarque 11.3 Le résultat est indépendant du plan et de ['orientation du
plan choisi.

Proposition 11.1 Le produit scalaire a les mémes propriétés que dans le
plan.

- = 2
i, 7,k

THEOREME 11.2  On suppose ( ) orthonormée. Soit (W, V) € Ee
— = =

de coordonnées (uy, us, ug) et (v1,ve,v3) dans (O, i, j, k).

<7, 7) = U1U1 + U2V —+ U3vV3

Démonstration. On a

- - S
<7,7):<u11 +usj +usk,vii +vej +u3k)
- = - = - =
=wvi( i, 1) +uva(j, J)+usvs(k, k)

= ULV1 + UV + U3V3 |

11.2.2 Produit vectoriel

Définition 11.5 Soit (7, 7) € ?2. On appelle produit vectoriel de i par
VU est onnote WAV ou W X U le vecteur _()iéﬁni par :
~ si W et U sont colinéaires, UNT =10.
— si W et U ne sont pas colinéaires, on introduit un vecteur £ unitaire
et orthogonal au paln engendré par U et . On oriente ce plan et on

a, en notant o = mes(w, 7),

AT = |Ju |o|| sin(a) &

Remarque 11.4 La définition dépend de [’orientation de [’espace.

Proposition 11.2

e Deux vecteur sont colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel
est nul.

e Pour tout (7, 7)€ E2, (WAT) LT et (TAT) LT,

e Soit (W, ) € E? non colinéaires. (W, W, W AV) est une base directe
de E.

e En particulier, si ||jul| = |[v|| =1 et @ L ¥, (W, 7,7 A V) est une
base orthonormée directe.

THEOREME 11.3

e Pour tout (7,7)6?2, UANT =-T AT,

e Pour tout (/\,ﬁ,ﬁ)eRxﬁ% AMUAT =UANT =NUAT).

e Pour tout (U, 0, W) € 33, U+ NDNANT =UANB+ VAT et
UNVT+E)=UANT+ AN,
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%
COROLLAIRE 11.1 On suppose( i, 7 k) orthonormée dzrecte. Soit (U, V) €
) ) - —
de coordonnées (uy,us, ug) et (Ul,’Ug,'Ug) dans (i, j, k:)

, —- = 7
UNY a pour coordonnées (Usv3—usvs, Uz —U V3, U1V —UVy) dans (i, J, k)

Démonstration. On a :
TAT = (w7 +usf +us K)A(n @ +vs ] + 05 k)
On développe par bilinéarité et on simplifie les produits vectoriels résiduels.
On obtient alors :
UNY = (ugvg — U31)2)7 + (usvy — U1U3)7 + (ugvg — Ug’l}l)?

COROLLAIRE 11.2 Soit (7,7, ) € E®.
UNTAD) = (W, T — (U, T

Démonstration. 1l existe une base orthonormée directe ( j % ) te
et 7 soient colinéaires et que ¥ appartienne au plan engendis par i e

11 existe alors (uy, vy, Vg, W, wa, ws) € RO tel que W =uy i, ¥ = vy
Vo J etﬁ:wlz +we j +wsk.

- = — — >

<7,E?)7 — <7,7>E? =wwi(vy i +vyj)—wvi(wy i +wej +wsk)
—

= (ulvgwl — U1U1w2)7 — U1V1W3 k

— — — —

x A (7 A W) =uy i A(vows i —viwzj + (vywe — vowy) k
— —
= —U1V1Ws k — (U1U1w2 — ulv2w1) ]

)

On en déduit le résultat. ]

11.2.3 Produit mixte

%
On suppose (?, ?, k) orthonormée directe.
Soit (7,7,?) € 33. On appelle_()ul,_gg,_zfg), (v1,v9,v3) et (wq, ws, ws)
les coordonnées de 7, U et W dans (i,7,k).
— — —
<7 A 7, W) = <W, (UQUg — U3U2) 1 + (Ug'Ul — ulvg) ] + (ulvg — u2’l}1) k‘

= W1 (UQl)g — U3'U2) + wg(U3U1 — Ul'Ug) + wg(ulvg — Ug’Ul)

)

= W1U2V3 — W1U3V2 + WoU3V1 — WoU1V3 + W3U1Vy — W3U2V

= det (7 v, )

Z ] )
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Donc le réel det 777 (7 o E)) est indépendant de la base orthonormé
choisie. On l’appelle prodult mixte de @, ¥ et o, noté [, V', W]
On note que [, ¥, 0] = (4 A7, E))

THEOREME 11.4

e Pour tout (\, U, ", W) € R x E?’,
U, U, W] = [W,\V, W] = (U, 7, \T] = \[¥, V, 7]
e Pour tout (U, 7, W, 7)€ R x 33

W+ 7, %, 7] = [, W, 2]+ V. &, 7]
(W, 7+, 7] =W, 7, 2]+ 7.7, 7]
(0,0, 6+ 2= [, 7,6+ [«, 7, 7]

Démonstration. La démonstration se fait en utilisant la bilinéarité des pro-
duits scalaire et mixte. [ |

THEOREME 11.5 Le produit mizte de trois vecteurs est changé en son op-
posé quand on échange deux des trois vecteurs.

11.3 Plans de ’espace

11.3.1 Représentation dans un repéere quelconque

Définition 11.6 On appelle plan de E toute partie de E telle qu’il existe
AcFEet (U,7)e E? non colinéaires vérifiant :

P={A+ )T +u¥,(\p) €R*} = A+ Vect {, U}

Dans ce cadre, {\U + u0, (A, p) € R?} = Vect {w, 7'} sappelle la
direction de P et se note

Soit A € E de coordonnées (zg, Yo, 29) dans (O, : ) Smt&ﬁ 7) €
s . , _>
non colinéaires de coordonnées (a, 3,7) et (o, 5’ ,7) dans (i, 7, k).

On note P = A 4 Vect {, 7}

e Systeme d’équations paramétriques du plan _) N
Soit M € E de coordonnées (z,y, z) dans (O, z L k).

2

M € P ssi il existe (A, p) € R® tel que M = A+ AU + pu v
T =T+ A + pa’
ssi il existe (A, p) € R*{ y = yo + A3 + pf’
2=z + ANy +uy
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Le systeme :
T =T+ A+ pa’
y=y+A+us, (\p) eR?
z=z0+ A+

est appelé systeme d’équations paramétriques de P.
e Equation cartésienne du plan.

- = =
Soit M € E de coordonnées (x,y, z) dans (O, 7, j, k

).
M € P ssi il existe (A, 1) € R tel que M = A+ AU + pu 0

—
ssi AM,d et ¥ sont coplanaires (car U et U ne sont pas colinéaires)

—
ssi_det | (AM, W, V) =0
(i,7,k)

ssi (87" =8z — zo) + (&' = 7' a)(y — yo) + (B’ = Ba’)(z — 2) = 0

Finalement, pour tout plan P, il existe (a, b, c,@ e R*\ {(0,0,0,0)} et
une équation cartésienne de P dans (O, ¢, j, k) est ar+by+cz+d =

0. La réciproque est vraie.

Y )

De plus, une équation cartésienne de ? est ax + by + cz = 0.
Les passages cartésien/paramétrique/géométrique se font comme pour
les droites.

Définition 11.7 Deux plans sont dits paralleles si et seulement s’ils ont
méme direction.

THEOREME 11.6 Soit Py et Py deux plans. 1l existe (aq, as, as, ayq, by, ba, bs, by) €
RS tel que (ay,as,az) # (0,0,0), que (by,by,b3) # (0,0,0), qu'une équation
cartésienne de Py soit a1x+asy+asz+ay = 0 et qu’une équation cartésienne
de P2 soit bll’ + bgy + ng + b4 = 0.

Py || Py si et seulement si (ay,as,a3) est proportionnel da (by, by, bs).

11.3.2 Dans un repere orthonormé

Soit M € E de coordon_né}es (x,y,2) dans (O, i,
L’ensemble {M € E, (AM, ) = 0} est un plan.

Démonstration.

AM L ssi <m,7)zossi alx—z0) + By —yo) +7(z—2) =0 =
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Proposition 11.4 Pour tout («, 3,7) € R3 \iO, 0,0} et § € R, I'ensemble
dont une équation cartésienne dans (O, 7, 7), k)est ar+ fy+v2+d=0
est un plan dont un vecteur normal est i + 57 + 7?.

Définition 11.8 Si on impose o? + 3% +~% = 1, I’équation précédente est
dite normale.

Définition 11.9 Soit P un plan, my € E. 'ensemble {mmg, m € P} admet
un plus petit élément appelé distance de mg a P et noté d(my, P). Si on note
H la projection orthogonale de mg sur P, alors :

d(mg, P) = moH et d(mg, P) = mmg ssi m = H

THEOREME 11.7 II existe (a,b,c,d) € R* tel que (a,b,c) # (0,0,0) et
qu’une équation cartésienne de P soit ax+by+cz+d = 0. On note (xo, Yo, 20)

e
les coordonnées de mg dans (O, i, j, k).

. |CL1’0 + b’yo + czo + d|

vaz+ b2+ c2

Démonstration. Démonstration similaire a celle de la distance d’un point a
une droite. [ ]

d(mo,P)

11.4 Droites de ’espace

11.4.1 Dans un repeéere quelconque
7,?,?) Soit W €

Soit A € E de coordonnées (xg,yo, 20) dans _()O,
, k). On note D la droite
—
i

— =
E \ {6)} de coordonnées (a, 3,7) dans (i, j
passant par A et dirigée par .

— =
Soit M € E de coordonnées (x,y, z) dans (O, i, j

, k).
M € D ssiil existe A € R tel que M = A+ \W
T =T9+ A
ssi il existe A € R tel que <y =40+ A8
z=2y+ Ny
Le systeme
r =Ty + A\
y=vyo+A3, AeER
z=zy+ Ay
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est appelé systeme d’équations paramétriques de D.
La recherche d’une condition de compatibilité d’un systeme de trois équa-
tions a une inconnue donne deux équations cartésiennes de D.
i

Exemple 11.1 Soit A € E de coordonnées (1,1,1) dans (O, i, j, k
- = >
U=2i—j+k.

On cherche un systeme d’équations cartésiennes de D.

) et

) Y

%
Soit M € E de coordonnées (z,y, z) dans (O, _z'), 7, k

).
M € D ssiil existe A € R tel que M = A+ \W

r=1-2\
ssi il existe A € R tel que {y=1— X\
z=1+A
Or :
1 |Jz—1 0lz—224+1

—1lly—11< (0| y+2z—-2
z—l z—1

Donc un systeme d’équations cartésiennes de D est :

rz+1=2z
y+z=2

Exemple 11.2 Soit D la droite dont un systéeme d’équations cartésiennes

est :
rT—y+z=2
T+2y+2=-1
- = =
Soit M € E de coordonnées (z,y, z) dans (O, i, j, k

,Js k).

T—y+z=2
T+2y+z=-1
ssi (x,y,2) € {(1—1t,—1,t),t € R}

MGDSSi{

Donc D passe par (1, —1,0) et est dirigée par (—1,0,1).

D%inition 11.10 Une droite D est parallele a un plan P si et seulement
si D C
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Remarque 11.5 Soit (a,b) € E? et (U, 7) € E \ { 0} On pose D =
a+RU et D' =b+R7.
D et D" sont coplanaires si et seulement si det 777 ? U, 7)) =0.

Démonstration.
e On suppose U et U colinéaires. Le résultat est trivial.
e On suppose U et U ne sont pas colinéaires et D et D’ coplanaires.

Comme Det D' ne sont pas paralleles elles sont sécantes en c. al €
donc il existe A € R tel que aé = AU bc € D donc il existe p € R tel
que bc = ,u7

ab =@t — bt = AT — W donc? Pou B = Vect {, 7'}

Donc det 7 = 2/ (a (? w, V) = 0.

e On suppose o et U ne sont pas colinéaires et det 777 ? 0 7)

0.
Comme o et ¢ ne sont pas colinéaires, il existe (\, 1) € R? tel que
? AU + ,u7

Doncb—,u?—a—i-)\ﬁ.
Orb—puv €D et a— AunD. Donc DN D' # @ donc D et D’ sont
coplanaires. n

Remarque 11.6 Si (O, ?, 7, ?) est orthonormé, on a un outil (produit vec-
toriel) permettant de traduire la colinéarité de deux vecteurs, donc donnant
des équations cartésiennes de droites sans passes par des représentations pa-
ramétriques et sans probleme de division.

11.4.2 Distance d’un point a une droite

Définition 11.11 Soit D une droite et my € E. L’ensemble {mmgy, m € D}
admet un plus petit élément appelé distance de mgy a D et noté d(mg, D).

THEOREME 11.8 En appelant h le projeté orthogonal de mqy sur D, on a
d(mg, D) = moh et pour tout m € D, mmgy = d(myg, D) ssi m = h.

THEOREME 11.9 Onnotea € D et U = B

Démonstration. On a mgh = sin(%) x amg. Comme hamg =€ [0, 7].

17 A amg|| = [[ul| [|lamo|| sin(hamo) = |[ul| x moh
On en déduit le résultat. ]
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11.4.3 Perpendiculaire commune a deux droites

Soit (a,b, ¥, V) € E? x E2 On pose D=a+Ru et D' =b+R7.
On cherche les droites A de E vérifiant A L D, A 1L D', AND # & et
AND #@.
Si D J/ D', il y a une infinité de solutions. On considere par la suite que
D et D’ ne sont pas paralleles.

e Soit A € E vérifiant les conditions ci-dessus. A L D et A L D’ donc
U AV dirige A.
Par construction, A appartient au plan passant par a et engendré par
Uet UNT.
Or D’ n’est pas parallele & P. Donc D' N P = ¢ ou ¢ est unique. Donc
¢ € A. Le seul candidat possible est donc la droite dirigée par UNT
et passant par D' N P.

e Onpose P = a+Vect {, AU} W et WA nesont pas colinéaires.
Comme 7, T et W AU ne sont pas coplanaires, D’ n’est pas parallele
a P. Donc elle coupe P en un unique point c.
On pose A = c+R(U A T).
U AT LW donc A LD.
UANY LY donc A LD,
Par construction, ¢ est unique et {c} = D'NA # &
ACPetDCPdonc DNA # @.
Donc A convient.

e Conclusion : pour toutes droites D et D’ non paralleles, il existe une
unique droite A vérifiant A L D, A L D' AND # @ et AND' # @.
Cette droite est appelée perpendiculaire commune a D et D’.

Exemple 11.3 On suppose (O, ?, 7, ?) orthonormé direct.

On pose U :27+7>, a:O—I—?—I—?, v = 7%—3?, b:O+7,
D=a+Ru et D'=b+R7.

Montrer que D et D' ne sont pas coplanaires, puis trouver la perpendi-
culaire commune & D et D’

det_ (ab, @, V) = [ab, @, V]
)

- =
(i,7,k
— (ab AT, D)
={(—i+ 75 —k)ANQ2i+7j),7 +3k)
:<—3?—2?+?,7+3?>
- -8

Donc det(—l) 2 ?)(J, , 7) # 0. Donc D et D' ne sont pas coplanaires.

Pierron Théo Page 88 Tous droits réservés



11.5. ETUDE DES SPHERES

On pose W = UANY = 3_1')—67—?. On appelle P le plan a +
Veet {, W}
U et U ne sont pas colinéaires et det oo (7 V, W) #0. Done U &

? Donc il existe un unique point d’ mtersectlon de D" avec P, noté c. On
note (z,y, z) les coordonnées de c.

ce Ddoncilexistet e Rtel quex =t, y=1et z = 3t.

¢ € P donc at, W et & sont coplanaires donc det(—l)j - (a_>c, U, W) =0.

7k)
On en déduit t = ﬁ

— —
Doncc—0+—l + ] +11k
La perpendlculalre commune est ¢ + RW, c'est-a-dire O +

%
SE+RBT —67 — k).

37
11

11.5 Etude des sphéres

On travaille dans un repére orthonormé direct.

Proposition 11.5 Pour toute sphere . de E, il existe (a,b,c,d) € R? tel
qu’une équation cartésienne de .¥ soit :

22+ 4+ 22— 20 — 2by —2cz+d =0

Réciproquement, soit (a,b, ¢,d) € R*. On appelle A 'ensemble des points
de E dont une équation cartésienne est :

2?24+ y? + 2% —2ax —2by —2cz+d =0

Sid>a*+b+3* A=0

Sid=a>+b+c* A= {O—i—az —|—bj —i—ck}

Si d < a® +b* + c%, A est une sphére de centre O+a 1 —l-b] —I—ck et de
rayon va? + b2 + ¢ — d.
THEOREME 11.10 Soit .# une sphére de E dont on note w le centre et R
le rayon.

Soit P un plan. on note p la projection de w sur P.

- Sidw,P)>R, YNP=0.

- Sidw,P)=R, S NP={p}.

- Sid(w,P) < R, NP est un cercle inclus dans P, centré en p et de

rayon \/ R? — d(w, P)?.

THEOREME 11.11  Soit ., une sphére dont on note w; le centre et vy le
rayon. Soit %5 une sphére dont on note wq le centre et ry le rayon. A et So
sont tels que wy # ws.
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o Si|ry — 1o <wiwe < 1y 41y, SN F est un cercle centré sur (wiws).

o Siwiwe >11+ 19 0Uwiwe < |rg —1|, ANS =0

o Si wiwy = 11 + 1o, G N G est un singleton et elles sont tangentes
extérieurement.

o Si wwy = 11 — 1o, 1 N G est un singleton et elles sont tangentes
intérieurement.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle des cercles dans le
plan. [ ]

Exercice : On travaille dans un repere orthonormé direct. On considere
S définie par 22 + y? + 22 — 22 = 4 et . définie par 2% + > + 22 + 2 = 5.
S a pour centre (1,0,0) et pour rayon /5.

S5 a pour centre (0,0, —%) et pour rayon @
— Premiere méthode :

La distance entre les deux centres est ¥2. On a :

V fff

donc . N % est un cercle noté €.

Le centre du cercle est le projeté orthogonal de w; sur le plan contenant
C.

Soit P le plan dont une équation cartésienne est 2x 4+ z = 1. On sait
que % est un cercle de P ,dont le centre est l'intersection de (wjws)
avec P, passant par O + \/37 + % (024 (V3)?2 +124+2x 0 =4).
On calcule l'intersection de P avec la droite dont un systeme d’équa-
tions paramétriques est :

l1+t==x
teR

N | =+

y:Oz =

—

OntrouveO+—Z —%k‘.

-
% est donc centreen0+% i —%k‘ et de rayon w/%+3+% = 1—57,
inclus dans P.

%
— Deuxieme méthode : Soit M € E de coordonnées (z,y, z) dans (O, 7 7 k).

) )

Pyt -2 =4

M € 1 N .Y ssi
! 2881{ 20+z2z=1

On effectue un changement de repere de telle sorte qu'une équation
cartésienne de P dans le nouveau repere soit z = 0.
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— — — —
Onpose?’z?,k’:%@?—i—k),?’:l{;’/\_i)’:%(—_i)+2k:)
et O'=0+ k.
ﬁ
Soit M € E de coordonnées (z,y, z) dans (O, ?’, 7’, k').
ﬁ
M:O’+x_i)'+y7'+zk:/
- - Yy = 2y—= 2z z =
=0+ k+aj——=i+—=k+—i+-—F=k
TOVET TR TV TR
22 —y— — 2y+z—|—\/5—>
=0+ g + T
NG ! NG
— )2 2 _
(2z5y) +x2+(2y+z5+\/3) +2y 4z:4
Me&”lﬁygssi \/3
R
VA IRRVE RV RRVES
6
)Py =y =3
ssi )
z=0
ﬁ
% a donc pour centre O’—%T’:O—i—%?—%k et pour rayon %7

Pierron Théo Page 91 Tous droits réservés



CHAPITRE 11. GEOMETRIE DANS L’ESPACE USUEL

Pierron Théo Page 92 Tous droits réservés



Chapitre 12

Groupes, anneaux, corps

12.1 Lois de composition

12.1.1 Définitions

Définition 12.1 On appelle loi de composition interne sur un ensemble F
toute application de £ x E dans E.

Remarque 12.1 Si E est muni d’une loi de composition interne L, on note
x Ly Uimage de (z,y) € E? par L (au lieu de L (z,y)).

Définition 12.2 Soit E et F' deux ensembles. On appelle loi de composition
externe sur £ a domaine d’opérateurs F' toute application de I' x E dans E.

Remarque 12.2  On note de méme Ty au lieu de T(x,y).

Exemple 12.1

e Leslois additives et multiplicatives usuelles sir les ensembles de nombres
sont des lois de compositions internes pour ces ensembles

e Soit £ un ensemble. Les lois (4, B) — AU B et (A, B) — AN B sont
des lois de composition internes sur P(E).

e Soit F un ensemble. (f,g) — f o g est une loi de composition interne
sur BF.

e L’application (A, (z,y)) — (Az, A\y) est une loi de composition externe
sur R? & domaine d’opérateurs R.

12.1.2 Propriétés des lois de composition internes

Définition 12.3 Soit L une loi de composition interne sur un ensemble E.
On dit que L est associative ssi pour tout (z,y,2) € E°n (v Ly) L z =
x 1 (y L z). Dans ce cas, on note L y L z I'élément (z L y) L 2.
On dit que L est commutative ssi pour tout z,y € E?, 2 Ly =y L x.
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Définition 12.4 Soit £ une ensemble muni de deux lois de composition
internes | et x. On dit que L est distributive par rapport a x ssi, pour tout
r,y,2 € B3 o L (yx2)=(z Ly)x(z L 2)et (yx2) Lz =(y La)x(z L z).

Remarque 12.3 Si L est une loi de composition interne commutative sur
un ensemble E, il faut et il suffit de vérifier une seule des deux égalités
précédentes pour obtenir la distributivité de L par x.

Exemple 12.2

e Les lois additives et multiplicatives usuelles sur les ensembles de nombres
sont associatives et commutatives, les lois multiplicatives étant distri-
butives sur les additives.

e Soit F un ensemble. Les lois U et N sur P(F) sont associatives, com-
mutatives et distributives I'une par rapport a l'autre.

e La loi o de composition usuelle de R¥ est associative mais pas commu-
tative.

e L’application (a,b) — ¢ de (Q%)* dans Q7 est une loi de composition
interne non associative.

12.1.3 Elements remarquables d’un ensemble

Définition 12.5 Soit L une loi de composition interne sur un ensemble F£.
On appelle élément neutre pour L tout élément e € E tel que pour tout
reF elr=xle=ux

Proposition 12.1 Soit L une loi de composition interne sur un ensemble
E. Si E possede un élément neutre pour L alors icelui est unique.

Démonstration. Soit e et ¢/ deux neutres. Par définition, e =e L ¢’ =¢. m

Définition 12.6 Soit L une loi de composition interne sur un ensemble F
possédant un élément neutre e. On dit qu'un élément a € E est symétrisable
ssiil existe a’ € Etelquea Ld =d La=e.

Remarque 12.4 Quand les lois sont commutatives, les définitions précédentes
se simplifient.

Exemple 12.3

e [’élément neutre pour £ muni de L est, s’il existe, symétrisable.

e Dans (RT, x), 1 est neutre et tout élément différent de 0 est symétri-
sable.

e Soit £ un ensemble. Si on munit P(E) de laloi N (resp. U), E (resp. &)
est le neutre de P(F) et le seul élément symétrisable de cet ensemble.

e Soit £ un ensemble. Idy est le neutre de E¥ pour la loi o usuelle. Les
éléments symétrisables sont les les bijections.
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12.1.4 Propriétés des lois associatives

Dans ce paragraphe, E' désigne un ensemble muni d’une loi de composition
interne associative possédant un neutre e.

Proposition 12.2 Soit a un élément de E symétrisable. Il existe un unique
a' de E tel que a L a’ =d' L a=e. Cet élément est appelé symétrique de a.

Démonstration. Soit a’ et @’ deux éléments de F vérifiant a L a’ =d L a =
alad =d 1La=e.

Ona(d La) Lad =a"etd L (a L a”)=d donc par associativité
a=ad n

Proposition 12.3 Soit a et b deux éléments symétrisables de F, de symé-
triques respectifs a’ et b'. Alors a L b est symétrisable de symétrique égal a
b L a.

Démonstration. Comme L est associative,
(@ld) LW Ld)y=al(®Lld)Lld=ald=e

De méme (V' L a') L (a L b) = e, ce qui assure le résultat par unicité du
symétrique. [ ]

Remarque 12.5 Ceci prouve en particulier la proposition analogue pour o
(corollaire 2.1), en lui ajoutant la partie existence qui avail été montrée d
part.

Proposition 12.4 Soit a un élément symétrisable de E. Soit z,y € E? tel
quea lz=aly(resp.z La=y L a)alorsz=y.

Démonstration. Notons a' le symétrique de a. On a alors par associativité
rl(ald)=yl(ald)iex=y. u

12.1.5 Notations multiplicatives

Soit F un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et
possédant un neutre. On note multiplicativement la loi de E, autrement dit,
I'image de (z,y) € E? est notée xy.

On note alors usuellement 1 le neutre e de E. Pour tout z,n € F x N,
on note z" le produit de x avec lui-méme n fois si n # 0, avec la convention
20 =e.

Pour tout z,n € E x Z~ avec x symétrisable, on note z" le produit du
symétrique de z n fois. En particulier, z7! est le symétrique de x. Avec ces

notations, ™" = x™ma™ et (™)™ = ™",
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Remarque 12.6 Soit (z,y) € E2. On a (zvy)?* = xyzy et 2%y? = zayy qui
sont a priori différents si la loi n’est pas commutative.

12.1.6 Notations additives

Soit £/ un ensemble muni d’une loi de composition interne associative,
commutative et possédant un neutre. On note additivement la loi de F,
autrement dit, 'image de (z,y) € E? est notée x + 3. (Par convention, la loi
doit étre commutative)

On note alors 0 le neutre de E et comme précédemment, nz la somme
de x avec lui-méme n fois si n # 0, et 0 sinon. De plus si x est symétrisable
et n < 0, on note nx la somme du symétrique de x avec lui-méme n fois. En
particulier, —x désigne le symétrique de x.

Avec ces notations, (n +m)x = nx + maz et (mn)r = m(nz).

12.2 Groupes et morphismes de groupes

Définition 12.7 Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition
interne associative, possédant un neutre et pour laquelle tout élément est
symétrisable. On dit qu’il est abélien ssi sa loi est commutative.

Exemple 12.4 On a déja utilisé de nombreux groupes. On peut penser
a tous les groupes additifs de nombres comme (Z,4+) ou (R,+), & tous
les groupes multiplicatifs de nombres comme (Q*, x), (R%, x) ou (U, x).
On pensera aussi a tous les groupes liés aux espaces fonctionnels comme
(C*(R),+), (C>=(]0,1]), +).

Tous les groupes précédents sont abéliens. En revanche, si £ est un en-
semble contenant au moins trois éléments, 1’ensemble des bijections de F
dans F muni de la loi de composition usuelle est un groupe non abélien.

Définition 12.8 Soit (G, *) et (G', o) deux groupes et f une application
de G dans G’. On dit que f est un morphisme de groupes ssi, pour tout
(r,y) € G% f(z*xy) = f(x) e f(y). On dit que f est un isomorphisme de
groupes ssi f est un morphisme de groupes bijectifs.

Exemple 12.5 In est un isomorphisme de groupes de (R, x) dans (R, +).
Exemple 12.6 Soit n € N. L’application

{(C"H(R)Hr) - (C"(R), +)
fo=f

est un morphisme de groupes surjectif et non injectif.
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Exemple 12.7 Soit ? un plan vectoriel euclidien et @ € ? On note
<7, 7) le produit scalaire de deux vecteurs 7 et 7 de ? L’application

{(?,H — (R, +)
v o= ()

est un morphisme de groupes non injectif et surjectif ssi Eid # 0.

Exemple 12.8 L’application
{(R,+) S (Ux)

t = et

est un morphisme de groupes surjectif et non injectif.

Dans toute la suite, la loi de toute groupe G sera notée additivement si
G est abélien et multiplicativement si G n’est pas a priori abélien.

Proposition 12.5 Soit G et G deux groupes, f un morphisme de groupes
de G dans G'. Pour tout élément (z,n) € G X Z, f(a™) = f(z)".

En particulier, 'image du neutre de G est le neutre de G’ (cas n = 0) et
I'image du symétrique de = € G est le symétrique de f(x) (cas n = —1).

Démonstration. 1l suffit de traiter les casn = 0 et n = —1 (le reste étant alors
vrai par récurrence). On remarque que 1- f(1) = f(1) = f(1-1) = f(1)- f(1)
donc f(1) = 1 puisque f(1) est symétrisable.

Soit x € G.Ona f(z) - f(x™) = f(z-z™) = f(1)=1et f(z™h) - f(z) =1

de méme. Donc f(27!) est symétrisable de symétrique f(z)~!. [ |

Remarque 12.7 Les propriétés générales des structures abstraites s’appliquent
dans tous les cas particuliers, évitant ainsi de faire trop de preuves identiques.
La proposition précédente, appliquée dans le cadre de ’exemple 12.5, assure
que In(1) = 0, et pour tout x € R}, In(2) = —In(x). Dans le cadre de
Uezemple 12.8, assure que " =1 et pour tout t € R, e7 = L.
Proposition 12.6 La composée de deux morphismes de groupes est un
morphisme de groupes. La réciproque d'un isomorphisme de groupes est un
isomorphisme de groupes.

Démonstration.
e Soit G,G',G" trois groupes, f un morphisme de G — G’ et g un
morphisme de G’ — G”. Soit z,y € G2

(gof)(zy) = g(f(xy)) = 9(f (@) f(y)) = 9(f (2))g(f(y)) = (gof)(x)(gof)(y)

Donc g o f est un morphisme de groupes de G — G”.
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e On suppose que f est bijective. Soit (z,7) € G'.

FUT @) = FUH @) () = 2y

donc en composant par f~! & gauche, f~(z)f~ (y) = f(xy). [~ est
donc un morphisme de groupes de G’ dans G, et le caractére bijectif
résulte des propriétés des bijections. [ ]

1

12.3 Sous-groupes

Définition 12.9 Soit G un groupe. On appelle sous-groupe de G toute
partie H de G non vide et telle que pour tout (z,y) € H? zy € H et
rleH.

Exemple 12.9 Soit f une fonction réelle périodique définie sur R. L’union
de {0} et de I’ensemble des périodes de f est un sous-groupe de (R, +).

Remarque 12.8 Le neutre d’un groupe appartient nécessairement a tous ses
sous-groupes.

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On remarque que H muni de
la loi de composition interne qui a x,y dans H associe le produit xy calculé
dans G est un groupe. Ce point est souvent utile pour prouver qu’un ensemble
est un groupe : on montre que c¢’est un sous-groupe d’un groupe connu.

Proposition 12.7 Soit G un groupe. L’intersection de deux sous-groupes
de G est un sous-groupe de G. En revanche, I'union de deux sous-groupes
n’est est pas toujours un, et le complémentaire d’un sous-groupe n’est jamais
un sous-groupe de G' (ne contient pas 1’élément neutre).

Proposition 12.8 Soit GG et G’ deux groupes et f un morphisme de G dans
G'. L’image directe par f d’un sous-groupe H de G est un sous-groupe de
G'. L’'image réciproque d'une sous-groupe H' de G’ est une sous-groupe de

G.

Démonstration.

e Par définition, 1 € H. On en déduit f(1) € f(H). Or f(1) = 1 donc
1 € f(H) qui est donc non vide.
Soit 2/,y’ € f(H)?. On a par définition x,y € H tel que 2’ = f(z) et
Y = f(y).
Onaz'y " = f(x)f(y™") = f(zy™!) € f(H). Donc f(H) est un sous-
groupe de G'.

e Comme 1 € H et f(1) =1, 1
FH) On s f(x) € H et f(y)
H'

f~Y(H'"). De plus, soit (x,y) €

c
€ H' donc f(zy™) = f(z)f(y)~" €
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Donc zy~! € f~1(H’). Donc f~!(H’) est un sous-groupe de G. ]

Définition 12.10 Soit G et G’ deux groupes, f un morphisme de groupes
de G dans G’. Le sous-groupe f(G) de G’ est appelé image de f et noté
Im(f). Le sous-groupe f~1({1}) de G est appelé noyau de f et noté Ker(f).

Proposition 12.9 Soit G et G’ deux groupes. Un morphisme de groupes
f de G dans G’ est surjectif ssi Im(f) = G’ et injectif ssi Ker(f) est réduit
au neutre de G.

Démonstration.

e Le premier point découle de la définition. Supposons f injective. Soit
(z,y) € Ker(f)%.. Ona f(z) = 1let f(y) = 1donc f(z) = f(y) et x = y.
Donc Ker(f) a un seul élément et contient 1 car c’est un sous-groupe.
Donc Ker(f) ={1}.

o SiKer(f) = {1}, soit z,y € G* tel que f(z) = f(y). Ona f(x)f(y)~' =
1 donc f(zy™') =1 donc zy~" € Ker(f) = {1} donc z = y et f est
injective. [

Exemple 12.10 Le noyau du morphisme dans I'exemple 12.8 est 27Z.

Remarque 12.9 Soit G et G' deux groupes abéliens, [ un morphisme de
groupes de G dans G' et b € G'. L’ensemble des solutions de l’équation (E) :
f(z) = b d’inconnue x € G est {a +y,y € Ker(f)} ot a est une solution
particuliére de (E). En effet, x € G est solution de (E) ssi f(z) = b ssi
f(x) = f(a) ssi f(x —a) =0 ssi x —a € Ker(f).

Résoudre (E) revient donc a résoudre f(x) = 0 d’inconnue x € G, puis
chercher une solution particuliére de (E).

12.4 Structure d’anneau et de corps

12.4.1 Définitions et exemples

Définition 12.11 On appelle anneau tout triplet (A, +, x) ot A est un
ensemble muni de deux lois de composition interne usuellement dénommées
addition et multiplication, vérifiant :

e (A, +) est un groupe abélien de neutre 0 appelé élément nul.

e X est associative et possede un neutre noté 1 et appelé élément unité.

e La multiplication est distributive par rapport a I’addition.

On dit que A est un anneau commutatif ssi X est commutative. On appelle

anneau nul tout anneau contenant un seul élément (seul type d’anneau ou
0=1).
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Dans tous les anneaux, on note additivement la premiere loi et multiplica-
tivement la deuxieme, sauf s’il existe déja un nom officiel aux lois considérées.

Définition 12.12 On appelle corps tout anneau non nul ou tout élément
distinct de 0 est inversible.

Exemple 12.11
o (Q,+,x), (R,+, x) et (C,+, x) sont des corps.
o (C3(R),+, x), (C°(]1,2[), +, x) sont des anneaux commutatifs mais
pas des corps.
e ({z— ax,a € R},+,0) est un corps.

Définition 12.13 On appelle sous-anneau d’un anneau A toute partie de
A qui est un sous-groupe additif de (A, +), stable par X et contient 1.

On appelle sous-corps d'un corps K tout sous-anneau de A qui est un
corps.

Remarque 12.10 Comme pour les groupes, prouver que B est un sous-anneau
de A permet de prouver que B est un anneau. On montre alors que c’est un
sous-anneau d’un anneau connu.

12.4.2 Regles de calculs dans un anneau

Dans un anneau (A, 4, X ), on dispose des reégles valables dans tout groupe
abélien et de celles liées au caractére associatif de la multiplication. On a de
plus les résultats suivants.

Proposition 12.10 Pour tout (z,y,n) € A% x Z, x(ny) = (nz)y = n(zy).

Démonstration.
e Montrons le résultat pour n = 0. On a 20 = (0 4+ 0) = 20 4+ 20 donc
20 = 0. De méme 0z = 0.
e Montrons le résultat pourn = —1. Ona 0 = 20 = x(y—y) = zy+z(—y)
donc z(—y) = —(zy). On montre de méme que (—x)y = —(xy).
e Le résultat annoncé découle de la distributivité de x sur + et du
deuxieme point. [ ]

Remarque 12.11 Si A n'est pas l'anneau nul, (A, X) n’est pas un groupe,
puisque pour tout x € A, 0z = 20 = 0.

De plus, si (z,y) € A%, (—z)(—y) = —(2(—y)) = — — (zy) = zy. On peut
donc appliquer les régles de signe classique.

Proposition 12.11 Soit (A, +, X) un anneau, n € N* et a, b deux éléments
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de A qui commutent (ie ab = ba).

wror = 5o

p=0

n—1 n—1
a"=b"=(a—b)> a’b" P =(a—b)> a’b"?

p=0 p=0
Démonstration. Comme dans C. ]

Remarque 12.12 La premiére formule est la formule de Newton. La seconde
permet de trouve la somme des n premiers termes d’une suite géométrique
de raison a telle que 1 — a soit inversible.

Définition 12.14 On dit que x € A est un diviseur de 0 ssi il existe y # 0
tel que xy = 0 ou yx = 0.
On dit que A est integre ssi il n’a pas de diviseur de 0.

Proposition 12.12 Dans la définition de diviseur de 0, y n’est pas inver-
sible. De méme, un diviseur de 0 est clairement non inversible.

Proposition 12.13 Un corps est nécessairement integre.
Démonstration. Contraposée de la proposition précédente. [ ]

Exemple 12.12 (R¥ +, x) est un anneau non intégre car le produit des
deux applications non nulles = — max{z,0} et z — min{x,0} est nul.
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Chapitre 13

Résolution de systemes
linéaires

13.1 Présentation

Définition 13.1 Soit (n,p) € (N*)2 Une équation linéaire a4 p inconnues
est une équation de la forme :

a1 + agTy + -+ apr, = b

d’inconnues (z1,--- ,z,) € C? ou (ay,- - ,a,,b) € CPH.

Pour donner un systeme linéaire de n équations a p inconnues, on doit
donner (a; ;) j)eqin]x[1,p] €t (bi)ieqi,n) des familles de complexes de telle sorte
que le systéeme soit :

1,121 + 1,272 + 4 a1 ply = bl

2,171 + 222 + -+ ag pTp = b2

(5) :

Up, 171 + Ap 2T2 + -+ Qpplpy = bn

d’inconnues (1, z2,- - ,x,) € CP.
Définition 13.2 Le systéme homogene a (S) est obtenu en remplagant
(b1, ,b,) par (0,0,---,0).

Un systeme est dit compatible si et seulement s’il admet au moins une
solution.
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13.2 Pivot de Gauss

13.2.1 Opération de Gauss

On considere le systeme (5) :

T — 29+ 23— x4 =1
21’1—1’2—.%'3—1’4:3
l‘1+$2+2$3—|—21’4:0

l‘l—l‘2+l’3—2l’4:2

d’inconnues (1, Tq, 13, 24) € C.
On transforme (S) en (S) en remplagant Ly par Ly — 2L;.

T1— 209+ a3 —x4 =1
31’2—3$3+l’4:1
Z’1+$2+2$3+2$4:0

$1—Z’2+$3—2JJ4:2

(5 :

On a (5) & (9).
On présente la résolution de (S) sous la forme :

[1]—2 1 —1]1 [1]—2 1 —1)1 [1]—2 1 —1|1
2 —1-1-13 03 -31]1 03-31|1
—
112 20 112 20 03 1 31
1-12 —22 1 —12 22 0[1] 0o -1f1
[1]o 1 3|3 [1]o 0 —9| 7
0 0-34]|-2 00 0[22]-14
0 0/[1] 6|4 00[1] 6|4
0[1] 0 —1)1 0[1]0 —1] 1
[1]Joo o|H
0 0 0[22]-14
- 00[1]0|-2
o[1]Jo o] &

Tous droits réservés
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L’ensemble des solutions de (.S) est donc :
{<14 4 2 7 >}
117117 117 11

13.2.2 Quelques exemples
Exemple 13.1 Résoudre

2$1—Z’2+$3—J}4:1
$1+Z’2+$3—Z’4:0
(S) :

1’1—2$2—l’3+l’4:1

4$1—21’2+$3—J}4:2

d’inconnues (1, T2, T3, 14) € R

2-11 —1]1 0-3-111[1 0 —3-1[1] 1
11 1 -1 11 1 =10 1]-20 0|1
L | . |
1-2-1 11 0-3-2 2|1 03 0 0|1
4-2 1 —1[2 0—6-3 32 03 001
00 —1[1] 0
1o 0 0|2
|0 3
00000
0[3]0 0f-1

Il y a une colonne sans pivot, ce qui correspond a une colonne de para-
metre. Donc 'ensemble . des solutions est :

11
={(=, = R
7 ={(z-31) t<¥}

Exemple 13.2 Soit a € C. Résoudre :

T+ 205 +23 =a
2r1 +bxo + 33 =0a+1
r1+ 20 + 423 = 2a
1 +4x9 — 23 =0

(S) :
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d’inconnues (z1, x9, x3) € C3.

121 a [1]0 0[3a—1I
25 3 ja+1 0[1j0|2-a
—

11 4| 2a 00[4] 1

14-1} 0 00 0la—1

On a alors une condition de compatibilité.
Si a = 1, 'ensemble des solutions est . = {(2, —i, i)}

Sia#1l, S =o.

Conclusion :

e On effectue des opérations de Gauss sur la matrice représentant le sys-
téme manipulé jusqu’a ce qu’il n’existe plus de pivots possibles (c’est-
a-dire qu’il n’y ait plus de coefficients non nuls appartenant a une ligne
et & une colonne sans pivot).

e Les lignes de zéros donnent des conditions nécessaires et suffisantes de
compatibilité.

e Lorsque le systeme est compatible, on peut écrire ’ensemble des solu-
tions en le paramétrant a ’aide des colonnes sans pivot.

13.3 Compléments pour limiter les calculs

Sachant que multiplier une équation par un nombre non nul ne modifie
pas ’ensemble des solutions de cette équation, on peut utiliser les opérations
L < aL + bL" avec a € C* et b € C. Dans ce cas, on code les opérations.

Exemple 13.3 Résoudre le systeme

Try +4xs =1
41’1 —|—3l’2 =1

d’inconnues (z1, z2) € C2

7T 411 5 0 |-1
(162 8% mess
1

) Ly + 5Ly — 414

Le couple (—%, %) est donc 'unique solution du systeme.
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Si on cherche une condition de compatibilité d'un systeme, on peut se
contenter d'un pivot partiel.

Exemple 13.4 Soit a € C. Trouver une condition nécessaire et suffisante
sur a pour que () soit compatible.

[1]2 1] a [1]2 1] a
253a+1 01 1|l-a
—

114/ 2a 0-13]| a
14-1] 0 0 2 -2 —a

On s’intéresse alors au sous-systeme (S”) constitué de (S) privé des colonnes
et des lignes ou il y a un pivot. (5’) a la (ou les) méme(s) condition(s) de
compatibilité que (S).

[1]2 1| a [1]2 1| a
01 1l—a 0[1]1]1—a

0-13| a 00 4] 1
0 2 =2 —a 0 0 —4ja—2

De méme, le systeme (S”) constitué de () privé des lignes et des colonnes
contentant un pivot a la (ou les) méme(s) condition(s) de compatibilité que

(5).

[1]2 1| a [1]2 1| a
0[1]11—a 0[1]11~a
00 4] 1 0 0[4] 1

0 0 —4ja—2 00 0la—1

On trouve alors la condition de compatibilité : a — 1 = 0.

13.4 Compatibilité d’un systéme linéaire

Définition 13.3 Soit n € N. On associe a chaque systeme (S) de n équa-
tions & n inconnues un nombre appelé déterminant de (S), noté det(S) et
ayant les propriétés suivantes :

e Sidet(S) # 0, (S) admet une unique solution.
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e Sidet(S) =0, (S) admet zéro ou une infinité de solutions.

e Si det(S) # 0 et (S) homogene, (S) admet (0,0,---,0) pour unique
solution.

e Sidet(S) # 0 et (S) homogene, (S) admet une infinité de solutions.

On suppose n = 2. Soit (a,b,c,a’, V', ) € C°. On considere :

ar +by =c
S):
s

d’inconnues (z,y) € C2,
On a det(S) = ab' — bd'.
On suppose n = 3. Soit (a,b,c,d,a’,b',c,d,a",b", ", d") € C2. On consi-
dere :
ar +by+cz=d

(S) : de+by+dz=d
a,”l"l—b”y—‘—cﬁz — d//
d’inconnues (z,y, z) € C3.
det(S) = ab'c" +bda” + ca't’ — a"Ve — b"'cda — "ad’b.
Exemple 13.5 Soit a € R. Trouver une condition nécessaire et suffisante
sur a pour que le systeme

xl—axg—i-(a—i-l)xg:l
() : ary — Ty + 2ax3 = a + 2

1 — 2o+ (1 —a)rg =0

d’inconnues (z1, 9, x3) € R? soit compatible.
det(S) =a(l —a)(3+a) donc si a € R\ {0,1, -3}, (S) est compatible.
Si a =0 ou a =1, un pivot partiel assure que (S) est incompatible.
Si a = —3, (S5) est compatible.
Finalement (S) est compatible si et seulement si a € R* \ {1}.
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Chapitre 14

Structure d’espace vectoriel

Dans ce chapitre, (K, +, x) désigne un corps.

14.1 Présentation

Définition 14.1 Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne
+ et d’une loi de composition externe a domaine d’opérateurs K noté L. On
dit que (F,+, L) est un K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur K si et
seulement si :
(E,+) est un groupe abélien.
pour tout (A, i, z) € K2 x E, N L (u Lx)=(Au) L.
pour tout z € £, 1 L z = x.
pour tout (\,z,y) EKx E2 AN L(x+y)=XLaz+ ALy
pour tout (A, p,2) EKEx E, A+p) Le=XLz+p L

Dans ce cas, les éléments de E s’appellent des vecteurs et ceux de K des
scalaires.

1 se note - (et s’oublie). On retient que - est prioritaire sur +.

En particulier le deuxiéme point se réécrit : pour tout (\, u, z) € K2 x E,
externe

. externe
(M )z =X 7T ).
~~ ~———

interne externe

Exemple 14.1 On pose :

{KXK — K
+ :
(z,y) = z+y

KxK — K
J_ .
Nzx) = Az

109



CHAPITRE 14. STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

On note que (K, + L) est un K-espace vectoriel. Cette structure est dite
canonique sur K.

Exemple 14.2 Soient (F,+,) et (E',+,-) deux K-espaces vectoriels. On

pose :
'{(EXE/)X(EXE/) - ExFE

(@, 2), (y,9) = (z+y.2"+y)
Kx (ExXE) — EXEFE
B { A (z.7) ()
(E x E',+,-) est un espace vectoriel. On dit qu'on a muni £ x E’ de sa
structure vectorielle canonique.
Remarque 14.1 Soit (z,y) € E x E'.

(z,9) +(0,0) = (z,y) = (0,0) + (z,9)

Donc (0,0) est le neutre pour +. On le note 0.

Remarque 14.2 On peut généraliser la construction a plus de 2 K-espaces
vectoriels. En particulier, pour tout n € N\ {0, 1}, on a une structure vecto-
rielle canonique sur K",

Exemple 14.3 Soit (£, +,+) un K-espace vectoriel et X un ensemble non
vide. On considere :

EXxEX — EX

X = F
(f,9) = f+g:{

o= f{)+g()

K — FEX
X = K
A = Af
(EX,+,-) est un K-espace vectoriel. On dit qu'on a muni E¥ de sa struc-
ture vectorielle canonique.

Application : Soit 1 un intervalle. R? a une structure vectorielle canonique
couramment utilisée.
C! a une structure vectorielle canonique couramment utilisée.

Remarque 14.8 Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel.
Pour tout (A, x) e K x E, A\x =0 si et seulement si x =0 ou A = 0.
Pour tout (\,x) € KX E, (=\)z = X—z) = —(\z) = —\z.

Démonstration. Soit (\,z) € K x E.
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AX0+AXx0=AX040)=AXx0=Ax0+4+0donc A x0=0.
De méme, 0z 4+ 0x = (0 4 0)x = 0z = 0z + 0 donc 0z = 0.
Soit (A, z) € K x E. On suppose \x = 0 et \ # 0.

K est un corps et A # 0 donc \ est inversible.
AMAr)=A'xNe=1r =2

Or A7 *(A\z) = 2710 =0.

Donc z =0

Soit (A\,x) e K x E. On a Ax + (—\)x

Or + commute dans E donc —(Ax)

De méme, \x + A\(—x) = Az + (—x)) = X0 = 0.

Or + commute dans E donc —(Az) = A(—x)

On en déduit le résultat. ]

Remarque 14.4 Soit (\,x,y) € K x E?. \x = \y si et seulement si X\ = 0
our=1y;

14.2 Sous-espaces vectoriels

14.2.1 Définition
Définition 14.2 Soit (F,+,-) un K-espace vectoriel. Une partie F' de FE

est appelée sous-espace vectoriel deF si et seulement si :

F+£0o
pour tout (z,y) € F2, v +y e F
pour tout (A\,z) e Kx F, \x € F

Remarque 14.5

Avec les notations de [’énoncé de la définition, F' est un sous-groupe de
(E,+). En particulier 0 € F.

Une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
F # & et pour tout (\,z,y) e K x E?>, \x +y € F.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On considere :

(FxF — F
(r,y) — z+y

[KxF = F
ANzx) — Az
On note que (F,®,®) est un K-espace vectoriel. En pratique & est
notée + et ® est notée -.

Donc, pour montrer que (T,+,-) est un K-espace vectoriel, on peut
montrer que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.
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Exemple 14.4 L’ensemble .Z des fonctions lipschitziennes muni des opéra-
tions usuelles est un sous-espace vectoriel de (R¥, +, -), donc est un R-espace
vectoriel.

L’ensemble des suites complexes convergentes muni des opérations usuelles
est un sous-espace vectoriel de (CN, +, ).

14.2.2 Stabilité de la notion de sous-espace vectoriel

THEOREME 14.1  Soit I un ensemble non vide et (F;);e; une famille de
sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.

NF

el

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Pour tout ¢« € I, 0 € F; donc 0 € N F;. En particulier,
i€l
Nk # 9.

iel ,
Soit (A, z,y) € K x (ﬂFZ> etiel.
iel
(A, z,y) € Kx F; et F; est un sous-espace vectoriel de E. Donc \x+y € F;.
Donc Az +y € N F;.
iel
Donc N F; est un sous-espace vectoriel de F. [ ]
iel
Remarque 14.6 Soit E un K-espace vectoriel et A une partie de E. On
appelle F ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E contenant A. F # &
car £ € F.
On pose :
F=¢G
GeF

F' est un sous-espace vectoriel de E. A est une partie de F.

F est, au sens de l’inclusion, le plus petit sous-espace vectoriel de E ayant
les deux propriétés précédentes, c’est-a-dire, pour tout sous-espace vectoriel
I’ de E contenant A, FF C F".

L’espace I est appelé sous-espace vectoriel de E et engendré par A, noté
Vect {A}.

Définition 14.3 Soit E un K-espace vectoriel. On dit que A est une partie
génératrice de A si et seulement si £ = Vect {A}.

Exemple 14.5 Vect {@} = {0}, Vect {E} = E et pour tout zy € E \ {0},
Vect {zo} = {A\xg, A € K}.
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Proposition 14.1 Soit n € N*, E' un K-espace vectoriel et (xq, - ,x,) €
E".

Vect {1, ,x,} = {Zkk:ck, (A, -, ) € K”}

k=1

Démonstration. On pose F = {Zkk:ck, (A, -, \n) € K”}

k=1
e Comme Vect {z1, - ,x,} est un sous-espace vectoriel de E contenant
x1, Ty, F C Vect{xy, -, 2.}

e — Soit ¢ € [1,n].
T, = Z(Si,kfk
k=1

Donc x; € F donc {x1,--- ,x,} C F. En particulier F' # &.
— Soit (A, z,y) € K x F2,

Il existe (A1, Ag, -+, Ay) € K" tel que x = Z)\m
k=1

Il existe (1, p2, -+, fn) € K" tel que z = Z,uzx,
k=1

AT +y = ZA(N + pi)w;
i=1
Or (AN + g, Ao+ pig, -+ AN, + 1) € K™
— Finalement, F' est un sous-espace vectoriel de F contenant (x1, xo,- -+, x,)
donc Vect {zy, -+ ,x,} C F. n

Exemple 14.6 On note . I'ensemble des solutions de y” + 3y’ — 4y = 0.
On travaille dans le R-espace vectoriel RF usuel.

. = Vect {x — et x — 6_4:0}

En particulier .7 est un sous-espace vectoriel de RE.

Remarque 14.7 La propriété précédente permet de trouver des sous-espaces
vectoriels sans utiliser la définition.

Exemple 14.7 On pose A = {(An+ (3 + A)e")nen, (A, 1) € R?}. On veut
montrer que A est un R-espace vectoriel.
e On peut utiliser la définition (si le colleur est cinglé).
e On peut montrer a 'aide de la définition que A est un sous-espace
vectoriel de (RN, +,-).
e On écrit A sous la forme Vect {(n + €")nen, (3¢")nen} donc A est un
sous-espace vectoriel de (RY, +,-), donc un R-espace vectoriel ;
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Remarque 14.8 Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel n’est jamais un
sous-espace vectoriel (considérer 0). L’'union de deux sous-espaces vectoriels
n’en est pas forcément un.

Exercice : Soit E un K-espace vectoriel. Soit F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E.

Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
(FCG)ou(GCF).

Si FFC GouG CF, FUG est un sous-espace vectoriel de F.

On suppose que F'U G est un sous-espace vectoriel de F et F' ¢ G.

Nexistex € Ftelquez ¢ G. x € FUG.

Soit y € G.y € FUG et F UG est un sous-espace vectoriel donc
r+ye FUG.

On suppose x + y € G. G est un espace vectoriel donc z +y —y € G,
donc x € G.

Il y a donc contradiction. Donc z +y ¢ G. Or x +y € F UG donc
r+y€el.

F" est un espace vectoriel donc y +x —x € F donc y € F.

On a donc G C F.

14.2.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 14.4 Soit F un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces
vectoriels de F. On appelle somme de F' et G et on note '+ G la partie de
F égale a {z +y, (z,y) € I' x G}.

THEOREME 14.2 Soit E un K-espace vectoriel et F' et G deuzx sous-espaces
vectoriels de E. F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
e (0,0)€ FxGdonc0e€ F+Gdonc F+G # @.
e Soit (\,z,y) €e K x (F+ G)%
Il existe (a,b) € F' x G tel que z = a + b. Il existe (¢,d) € F' x G tel
que y = c+d.

M+y=Aa+A+c+d=(Aa+c)+ (Ab+d)
Orda+ceFetAb+de Gdonc \e+ye F+G.

Donc F + G est un sous-espace vectoriel.

Remarque 14.9
o '+ G = Vect{FUG}.
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o Si I est un sous-espace vectoriel de E distinct de E, Vect {E'\ F'} = E.

THEOREME 14.3 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace
vectoriel E. La décomposition de tout vecteur de F+G en somme d’un vecteur
de F' et d’un vecteur de G est unique si et seulement si F NG = {0}.

Démonstration.

e On suppose F NG = {0}.
Soit (z,y,2',y") € (F x G)* tel que x +y =1'+ .
Onaz—a' =y —y. Orz—a' € Fety —y € Gdonc (x—2',y —y) €
(FNG)>2.
Doncx—a2'=0ety—y =0. Doncx=12"et y =1y’

e On suppose que tout élément se décompose de maniere unique.
Soit x € FFNG.

r+(—2)=0=0+0

Or (z,—z) € F' x G donc 0 = z. Donc F'NG C {0}. L’autre inclusion
est claire. |

Définition 14.5 Soit F un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces
vectoriels de F. On dit que F et G sont en somme directe si et seulement si
FNnG={0}.

On dit que F et G sont supplémentaires si et seulement si tout vecteur
de E se décompose de maniére unique sur F x (. Dans ce cas, on note
E=Fa&d.

Exemple 14.8
o R? = Vect {(1,2)} @ Vect {(3,7)}.
o (C,+, \></) est un R-espace vectoriel et C = Vect {1} @ Vect {i}.

réelle
e On appelle € I'ensemble des suites réelles convergentes, Z 1’ensemble

des suites convergant vers 0 et @ ’ensemble des suites constantes.
% est un R-espace vectoriel et 2 et &/ sont des sous-espaces vectoriels
de €. Deplus, € = Z & .

Démonstration.

e Une suite constante qui converge vers 0 est nulle donc 2N .o/ C {0}.

o Il est clair que {0} C 2 N«

e Soit u € €. On note [ la limite de u.
Onnotequeu= (u—0)+l,u—le ZXetleo Doncue 2+ .
Donc ¢ C & + <.

e Il est clair que Z +.&/ C €.

Finalement, 2 & o/ = %. [ ]
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Exemple 14.9 On note & I'’ensemble des applications de R dans R paires
et .# I'ensemble des applications de R dans R impaire. R* = 2 @ .7,

Démonstration.
e Soit f € N Y. Pour tout x € R,

Donc pour tout z € R, f(z) = 0.
Donc Z N . C {0}.

e Il est clair que {0} C Z N 7.

e Soit f € R®. On pose :

R — R

S f(x>+2f(—:c)
R — R

hey oo o)~ =)

On vérifie que g € Z, he S et g+ h=f.
Donc RR c & + 7.
e Il est clair que & + .# C RE.
Finalement, R} = 2 @ .7. n

14.3 Applications linéaires

14.3.1 Vocabulaire

Définition 14.6 Soient E et £’ deux K-espaces vectoriels et v € E'F. On
dit que u est une application linéaire si et seulement si :

e pour tout (z,y) € E?, u(r +vy) = u(z) + uly).

e pour tout (A, x) € K x E, u(Ax) = Au(z).

Remarque 14.10 wu est une application linéaire si et seulement si pour tout
A\ 2,y) € K x B2, u(dz +y) = Mu(z) + u(y).

Siu est une application linéaire, u est un morphisme de groupes de (E, +)
dans (E',+). En particulier, u(0) = 0 et pour tout x € E, u(—z) = —u(z).
Définition 14.7

e L’ensemble des applications linéaires de F dan E’ se note L(E, E').

e On appelle isomorphisme de E dans E’ toute application linéaire bi-
jective de E dans E'.
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e On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de (E,+, -)
dans (E,+, ). L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).

e On appelle automorphisme de E toute application linéaire bijective de
(E,+, ) dans lui-méme. L’ensemble des automorphismes de E est noté
GL(E).

e On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de (E,+, )
dans K muni de sa structure vectorielle canonique. L’ensemble des
formes linéaires sur E s’appelle le dual de E.

Exemple 14.10
e On pose :

f-{ R*> — R?
A (zy) = (Br—y,2x+vy)

Soit ((z,y), (¢, ¢), A) € (R?)? x R.
f (@, y) + (2,9) = B(Ax +2") — Ay +3), 2(\z +2) + Ay +3)
M(z,y)+ f@y) = ABr —y, 20 +y) + (32" — ¢/, 22" + /)
= (B z — Ay + 32" — ¢, 20z + My + 22" + 1)
=B\ +2)— Ay +vy), 200z +2") + My +y)
Done f(Az,y) + (2',y)) = Af(z,y) + f(2',y).
Donc f € L(R?).
’ C°R,R) — R
f-{ i

9

1 € L(C°(R,R),R)

; g(t)dt

e On pose :
D*([0,1]) — ROY
f:{ g — ¢ +3ld¢g' —g
Soit (A, g1, 92) € R x (D2([0,1]))2.
f(Ag1 +g2) = Agi + g5 +31d gy +31d gy — g1 — 9o
= Mgi +31dg) —g1) + (g5 +31d g5 — g2)
= M(g1) + f(g2)

Donc f est linéaire.
e Soit £ un K-espace vectoriel et A € K\ {0}. On pose :

f:{E - F

T = Az

On vérifie que f € GL(E). f est appelée homothétie de rapport A.
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14.3.2 Image directe et réciproque de sous-espaces vec-
toriels

THEOREME 14.4 Soient E et E' deux K-espaces vectoriels et u € L(E, E").
e Soit F' un sous-espace vectoriel de E, u(F') est un sous-espace vectoriel
de E'.
o Soit F' un sous-espace vectoriel de E', u=*(F') est un sous-espace vec-
toriel de E.

Démonstration.

e Soit (\,z,y) € K x (u(F))>
Il existe 2’ € F' tel que x = u(2) et y' € F tel que y = u(y/).
Onalx+y=u(A'+vy). Or \a’ +y € F. Donc Az +y € u(F).
De plus, 0 € F et u(0) = 0 donc 0 € u(F') donc u(F) # @.
Donc u(F') est un sous-espace vectoriel de E'.

e Soit (\,z,y) € K x u™'(F").
u(z) € F' et u(y) € F' donc Au(z) + u(y) € F' donc u(Ax +y) € F'.
Donc Az +y € u™H(F").
De plus, u(0) =0 et 0 € F’ donc 0 € u™*(F”). Donc v~ (F") # &.
Donc u~!(F’) est un sous-espace vectoriel de F.

]

Remarque 14.11 En particulier Ker(u) est un sous-espace vectoriel de E et
Im(u) un sous-espace vectoriel de E'.

14.3.3 Equations linéaires

Soient E et E' deux K-espaces vectoriels. Soit u € L(E, E') et y € E'.

On consideére I'équation (F) : u(x) = y, d'inconnue x € E. On note ./
I’ensemble des solutions de E.

Soit . = @, soit il existe zg € .. Dans ce cas, .¥ = {xo+y,y € Ker(u)}.

De plus, le principe de superposition s’applique.
Exemple 14.11 Soit a € R®. On pose (E) : 4" + 3y’ — y = a, d’inconnue
y € D*(R).

Pour étudier (E), on introduit :

{ D*(R) — RE
u- " /
g = g +3¢—g

a € R® et (E) est I'équation u(g) = a d’inconnue g € D*(R).

On note que u est linéaire. On peut donc appliquer le principe de superpo-
sition des solutions. De plus, si on trouve une solution gy de (), 'ensemble
des solutions de (FE) est {go + ¢,9 € Ker(u)}.
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14.3.4 Structure de L(FE, E')

THEOREME 14.5 Soient E et E' deux K-espaces vectoriels. L(E, E") muni
des lois usuelles de E'F est un K-espace vectoriel.

Démonstration. L(E,E') est une partie de E'F. L(E,E') # @ car v — 0 €
L(E,E);

Soit (A, u,v) € K x (L(E,E))>.

Soit (u, z,y) € K x E2.

(Au+v)(px +y) = Au(pz + y) + v(pz + y)
= Apu(z) + Au(y) + po(z) + v(y)
= p(Au(z) +v(x)) + Auly) + v(y)
= p(Au+v)(z) + (Au+v)(y)

Donc Au+wv € L(E, E').
Donc L(E,E') est un sous-espace vectoriel de E'F, donc un K-espace
vectoriel. [ ]

THEOREME 14.6 Soient E, E' et E” trois K-espaces vectoriels. Soit u €
L(E,E') etv e L(E', E").
vou € L(E,E") et, siu est bijective, u! € L(E', E).

Démonstration.
e Soit (\,z,y) € K x E%

(vou) Az +y) =v(u(Ar +y))
= v(Au(z) + u(y))
= Av(u(x)) + v(u(y))
= Mvou)(z)+ (vou)(y)

Donc v o u est linéaire.
e On suppose u bijective.
Soit (A, z,y) € K x E™,

u(du™ (@) +uH () = Au(u™ (2))+uu () = Aty = u(u™" (Azr+y))

Donc, comme u est bijective, u™ Az +y) = M~ (z) +u~'(y).
Donc u™! est linéaire. ]

On tire des résultats précédents les résultats suivants :
o (L(E),+,-) est un K-espace vectoriel.
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e (L(E),+,0) est un anneau (non commutatif et non intégre en général)
(il reste a vérifier que Id € L(F) et que o est distributive par rapport
a+).
o Les éléments de (L(F),+, o) symétrisables pour o sont les éléments de
GL(E). (GL(E),o) est un groupe appelé groupe linéaire de FE.
e Pour tout (\,u,v) € K x (L(E))?, (Au)ov = Auowv)=uo (A\v).
Attention : (L(FE),4+,0) est un anneau donc o peut étre notée multi-
plicativement s’il n’y a pas de confusion possible avec une autre loi notée
multiplicativement.

14.4 Liens entre applications linéaires et sommes
directes

14.4.1 Construction d’une application linéaire

THEOREME 14.7 Soit E et E' deuz K-espaces vectoriels.
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires. Soit u €

L(F,E") etv e L(G, E).
Il existe une unique w € L(E, E') telle que :

wlp=u
wlg=1v
Démonstration.

e Soit w € L(E, E’) vérifiant les conditions de I’énoncé.
Soit x € E. Il existe un unique (y,z) € F' X G tel que x =y + 2.

w(z) = w(y) +w(z) = u(y) +v(y)

Donc on a une seule maniere de calculer w(z). Ceci montre la partie
unicité du théoreme ;

e On définit w un application de F dans E’ de la maniére suivante :
pour tout x € E, w(z) est le vecteur u(y) + v(z) ou (y, z) est I'unique
décomposition de x sur F' 4+ G.

—Soit z € F.z = x+0et (2,0) € F x G. Par définition w(x) =
u(z) +v(0) = u(x).
Donc w|r = u.

— De méme, w|g = w.

— Soit (N, z,y) € K x E?,
Il existe (a,b) € F'x G tel que x = a+bet (¢,d) € F x G tel que
y=c+d.

Pierron Théo Page 120 Tous droits réservés



14.4. LIENS ENTRE APPLICATIONS LINEAIRES ET SOMMES
DIRECTES

Aw(z) +w(y) = Au(a) + Av(b) + u(c) + v(d)
=u(Aa+c) +v(Ab+d)
=w(Aa+c) + x(Ab+ d)
=wAa+ A+ c+d)
=w(Az +7y)

Donc w est linéaire. ]

Remarque 14.12 L’unicité est souvent utile pour prouver la nullité d’une
application (nulle sur deuzx sous-espaces vectoriels supplémentaires).

Application : Soit f € L(R?). Si f(0,1) = (0,0) et f(1,0) = (0,0), alors
f=0.
Exercice : Soit (f, g) deux formes linéaires sur R3 ayant le méme noyau
Vect {(1,0,0),(0,1,0)}.
Montrer qu’il existe A € R* tel que f = Ag.
e (0,0,1) & Vect{(1,0,0),(0,1,0)} donc f(0,0,1) # 0 et g(0,0,1) # 0.
On pose donc A\ = ﬁfggii A e R
e R® = Vect {(1,0,0),(0,1,0)} & Vect {(0,0,1)}.
e Comme Ker(f) = Vect {(17 Ov 0)7 (07 17 O>} = Ker(Q)v f‘VCct{(l,0,0),(O,l,O)} =
)‘g‘Vect{(l,0,0),(O,l,O)}-
e De plus, £(0,0,1) = L8E19(0,0,1) = Ag(0,0, 1).
Donc fveet{(0,0,1)} = Ag|Vect{(0,0,1)}-
e Le théoreme précédent assure que f = Ag.

14.4.2 Projecteurs d’un espace vectoriel

Définition 14.8 Soit E un K-espace vectoriel. Soit F' et G deux sous-
espaces vectoriels de F supplémentaires.

On appelle projecteur sur F' parallelement a G 1'unique application li-
néaire de F dans F dont la restriction sur G est nulle et la restriction sur F
est l'injection canonique de F' dans E (Id).

THEOREME 14.8 Soit x € E. Il existe un unique (a,b) € F x G tel que
r = a+b. Par définition, p(z) = a.

Exemple 14.12 On considere C comme un R-espace vectoriel. C = Vect {1}®
Vect {i}.

La projection sur Vect {1} parallelement a Vect{i} est appelée partie
réelle. La projection sur Vect {i} parallelement a Vect {1} est appelée partie
imaginaire.
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Exemple 14.13 On a montré que R® = & @ .#. On note p le projecteur
sur & parallelement a .#. On a p(exp) = ch.

Remarque 14.13 Soit E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de E. On note p la projection sur F' parallélement
aG@G.

e Ker(p) =G.

e Im(p) =F ={x € E,p(x) =x}.

Démonstration.
e Par définition, G C Ker(p).
Soit x € Ker(p). Il existe (a,b) € F' x G tel que x = a + b.

0=p(x) =pla+b) =pla)+pb)=a+0=a

Donc x = b donc = € G. Donc Ker(p) C G.
Finalement, G = Ker(p).
e Par définition, Im(p) C F.
Soit x € F. p(z) = x donc x € Im(p) donc F C Im(p).
Finalement F' = Im(p). u

Remarque 14.14

e Le dernier point permet de ramener la recherche de Im(p) d une réso-
lution d’équation.

e On note q le projecteur sur G parallelement a F. p+ q = Id donc
Ker(p) = Im(q) et Ker(q) = Im(p).

THEOREME 14.9 Soit u € L(E). u est un projecteur si et seulement si
wou=u.

Démonstration.
e On suppose u o u = u. On montre Im(u) ® Ker(u) = E.
— Soit x € Im(u) N Ker(u).
Il existe y € E tel que x = u(y) et u(x) = 0.

0=u(z) = u(u(y)) = uly) =z

Donc Im(u) N Ker(u) C {0}.
— Il est clair que {0} C Im(u) N Ker(u).
— Soit z € F.
On remarque que r = x — u(x) + u(x).
Or u(x) € Im(u) et x — u(z) € Ker(u).
En effet, u(x — u(z)) = u(x) — u(u(z)) = 0.
Donc E C Im(u) 4+ Ker(u).
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14.4. LIENS ENTRE APPLICATIONS LINEAIRES ET SOMMES
DIRECTES

— Il est clair que Im(u) + Ker(u) C E.
e On appelle p le projecteur sur Im(u) parallelement a Ker(u).

— Soit x € Ker(u). Par définition, u(z) = 0 et, par construction, p(z) =
0. Donc p et u coincident sur Ker(u).

— Soit x € Im(u). Par définition, u(z) = x et, par construction, p(z) =
x. Donc p et u coincident sur Tm(u).

— Finalement, p et u coincident sur deux sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires donc sont égales. En particulier, u est un projecteur. m

14.4.3 Symétries d’un K-espace vectoriel

Définition 14.9 Soit £ un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E supplémentaires. On appelle symétrie par rapport a F paral-
lelement a G' I'unique application linéaire s telle que :

F - F
S|FZ

xT — €T

{G - F
S‘G .
r = —

Remarque 14.15 Soit x € E. Il existe un unique (z,y) € G x F tel que
x =y + z. Par définition, s(z) =y — z.
Si on note p la projection sur I parallélement a G, s = 2p — 1d.

THEOREME 14.10 Soit uw € L(FE). u est une symétrie si et seulement si
2
u® =1d.

Démonstration.
e On suppose que u est une symétrie. On appelle p le projecteur %(u—l—ld).
Comme Id et p commutent,

u?=(2p —1d)* =4p* —4p+1d* =1d

e On suppose u? = Id. On posep:%(u—i-ld).
21 2 1.9 oy _ 1 _
P —4(u+1d) —4(u +2u+Id)—2(u+Id)—p

Donc p est un projecteur donc u est une symétrie. [ |

COROLLAIRE 14.1 Les symétries sont bijectives et sont leur propre réci-
proque.
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Remarque 14.16 Pour tout u € L(E) et A € K*,

Ker(Au) = Ker(u)

Im(Au) = Im(Au)

Exercice : Soit u € L(F) tel que uou = Id.
Montrer que Ker(u + Id) & Ker(u — Id) = E.

Soit x € Ker(u — Id) N Ker(u + Id).
r=u(r)=—x

Donc Ker(u — Id) N Ker(u + Id) C {0}.

e Il est clair que {0} C Ker(u + Id) N Ker(u + Id).
e u est une symétrie donc p = £(Id —u) est un projecteur. Soit z € E.

On remarque que = = x — p(x) + p(x).

Par construction, u(p(z)) = —p(z) donc p(z) € Ker(u + Id)

Et, u(z—p(2)) = w(z) —u(p(z)) = u(@)+p(z) = 3(z+u(z)) = 2 —p(z)
donc u(x) — p(z) € Ker(u — 1d).

Donc E C Ker(u + Id) + Ker(u — Id).

Il est clair que Ker(u + Id) + Ker(u — Id) C E.

Finalement, Ker(u + Id) & Ker(u — Id) = E.
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Chapitre 15

Familles de vecteurs

15.1 Décomposition d’un vecteur

15.1.1 Notations

Définition 15.1 Soit / un ensemble non vide. Une famille de vecteurs de
E indicée par I est une application de I — E.

L’ensemble de ces familles est noté E'.
Remarque 15.1 Si I est fini, pour toute famille x € EY, x(I) est fini. La

somme des vecteurs manipulés se note sz De plus, le nombre d’éléments
iel

de x(I) est Card([).

Définition 15.2 Soit I un ensemble non vide et x € E'.
On appelle sous-famille de x toute restriction de x et sur-famille de x tout
prolongement de x.

Remarque 15.2  En pratique on travaille avec des familles finies. Dans ce
cas, on confond, pour tout n € N, Elb1 et E7.

Définition 15.3 Soit I un ensemble non vide et z € E'.
On appelle combinaison linéaire de x tout vecteur y € E tel qu’il existe
A e K tel que y = N
iel
On dit qu’on a une relation linéaire dans la famille z ssi il existe une
combinaison linéaire de z nulle & ceefficients non tous nuls.

15.1.2 Familles génératrices

Définition 15.4 Soit / un ensemble, z € E'.
x est dite génératrice ssi Vect {x;,i € [} = E.
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Remarque 15.3
o Sil est finie, Vect {x;,1 € I} est l’ensemble des combinaisons linéaires
de la famille x.
o [l existe des espaces vectoriels n’ayant pas de famille génératrice finie,
par ezemple K[X].

Démonstration. Supposons qu’il existe une famille (Py,-- -, P,) génératrice
de K[X].

Comme {deg(F;),7 € [1,n]} est finie, elle admet un plus grand élément
noté p.

Si P € Vect {Py, -+, P,}, il existe Ap,- -+, A, € K" tel que P = > NP,

i=1
Donc deg(P) < p et K[X]| C K,[X]. Contradiction. m

Définition 15.5 On dit que F est de dimension finie ssi il admet une famille
génératrice finie.
Remarque 15.4 Soit (n,p) € (N*)2 et (x1,+ ,Tp, Y1, ,Yp) € E"TP.

Si (x1,-++ ,xy,) est génératrice et pour tout i € [1,n], x; est une combi-
naison linéaire de (y1,--- ,y,) alors (yi,--- ,y,) est génératrice.

Démonstration. Vect {y,--- ,y,} est un sous-espace vectoriel de £ qui contient
tous les x; donc £ = Vect {1, -+ ,z,} C Vect{y1, -+, y,}
Donc E = Vect {y1, - ,yp} "

Exemple 15.1 Onpose =1, P =X, P =X(X—-1)et P3=X(X —
1)(X — 2).

Soit P € R3[X]. Montrer qu'il existe (A, u, v, 7) € R* tel que P = APy +
/J,P1—|—I/P2+TP3.

(1, X, X2 X3) est génératrice de R3[X] et on a :

Py=1 1=PR
P1:X . X:PI
SS1 9
Py=X(X —1) X’=P +P,
Py=X(X-1)(X-2) X =P +3P+P;

Donc (Py, Py, P, P3) est génératrice de R3[X], d’ou le résultat.

15.1.3 Familles libres

THEOREME 15.1 Soitn € N*, (xy,--- ,x,) € E™ supposée génératrice.
Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1. il n’y a pas de relation linéaire dans (xq1,- -, xy)
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2. pour tout x € E, il existe un unique (A1, -+, \,) € K" tel que x =
i=1

Démonstration.
1 =2 Soitz € Eet (A, ,An, fi1,"** , fn) € K* tel que

n n
Z)\ﬂi =T = Z,Uil'z’
i=1 i=1

Donc Y (A — p;)z; = 0 et par hypotheése, pour tout ¢ € [1,n], A = ;.
i=1

2 =1 Sl existe Ay, -+, A\, € K"\ {0} tel que Z)\ix,- = 0.

i=1
n

n
On note que 0 = ZOxi = Z)\ixi, donc on a deux décompositions
i=1 i=1
distinctes de 0, et la deuxieme assertion est fausse. [ ]

Définition 15.6 Une famille de vecteurs est dite libre ssi il n'y a pas de
relation linéaire dans la famille.
Une famille de vecteurs est dite liée ssi elle n’est pas libre.

Remarque 15.5
e Une famille contenant le vecteur nul est liée
e Une famille contenant deux fois le méme vecteur est liée

o Soit (w1, - ,xpy1) € E"L. Si (21, ,1,) est libre et (z1,+++ , Tpyi1)
liée, alors x,,1 est une combinaison linéaire de (1, -+ ,xy).
Exemple 15.2 Si (P, -, P,) sont des polyndémes non nuls tels que deg(P;) <

-+ < deg(P,) alors (Py,---, P,) est libre.

Démonstration. Soit (A, -+, \,) € K" tel que ZAZPZ- =0.

i=1
On pose € = {i € [1,n], \; # 0} et on le suppose non vide. Il admet alors
un plus grand élément noté k.

k-1
S AP+ MPy =0
i=1
k-1
Or deg(—AxP;) = deg(P%) et deg <Z)\1Pi> < deg(Py-1), donc deg(FPr_1) >
i=1
deg(Pyg). Contradiction.
Donc € = @ et, pour tout i € [1,n], \; =0et (P,---,P,) est libre. =
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15.2 Bases d’un espace vectoriel

15.2.1 Définition et exemples

Définition 15.7 On dit qu'une famille de vecteurs est une base ssi elle est
libre et génératrice.
Ainsi, si (x;);es est une base de E, pour tout x € FE| il existe une unique
A€ B! tel que y =) A\,
il
La famille ()\;);er s’appelle coordonnées de y dans z.
Exemple 15.3
e C est un C-ev de base 1
e Cest un R-evde base (1,7). Dans ce cas, les coordonnées sont les parties
réelles et imaginaires.
o K" admet comme base ((0rp)pef1,n])ke[1,n] aPPelée base canonique.
e K,[X] admet (1,X,---, X™) comme base canonique, et pour tout a €
K, (1,X —a,---,(X —a)") en est une base.

Remarque 15.6 Dans K? muni de la base canonique ((1,0),(0,1)), (1,2) a
pour coordonnées (1,2).

Si on le munit de la base ((1,0),(1,2)), (1,2) a pour coordonnées (0,1).
Ne pas confondre coordonnées et composantes.

Attention aussi a K,[X] : les coordonnées sur lisent a l'envers, celle des

3X%— X +1 sont (1,-1,3).

15.2.2 Existence de base

THEOREME 15.2 Soit I un ensemble fini non vide, J C I et x € B géné-
ratrice et telle que x|; soit libre.
Alors il existe K C I tel que J C K et x|k soit une base de E.

Démonstration. On pose £ 'ensemble des sur-familles libres de J et N =
{Card(L),L € &}.

Comme J € £, N # & et N est majoré par Card(/) donc N admet un
plus grand élément Card(K) avec K € £.

Montrons que x|k est une base. K € £ donc x|k est libre.

Pour tout i € K, x; est clairement une combinaison linéaire de x|x. Soit
icel\ K.

KU{ig} CcI,JcC KU{ip} et Card(K U {ip}) > Card(K), donc x|xugi}
est liée.

Or z|f est libre donc x;, € Vect {z|x} et pour tout i, x; € Vect {x|x}.

Or x est génératrice donc x|k aussi. |
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Exemple 15.4 Si F est de dimension finie et non réduit a {0}, alors
e F admet une base
e De toute famille génératrice de F, on peut extraire une base (Théoréme
de la base extraite)
e Toute famille libre de E peut étre complétée en une base (Théoreme
de la base incomplete)

15.2.3 Notion de dimension

Proposition 15.1 Si F admet une famille génératrice de n vecteurs alors
toute famille de E de plus de n + 1 vecteurs est liée.

Démonstration. On procede par récurrence. Pour tout n € N*, on pose

H,, : Pour tout K-ev E admettant une famille génératrice de n vecteurs,
toute famille de £ de plus de n + 1 vecteurs est liée.

e Soit £ un ev admettant une famille génératrice a un vecteur noté e.
Soit z,y € E?.
Par définition, il existe A\, € K2 tel que z = e et y = pe. Si A\ =
= 0 alors z et y sont nuls et (x,y) est liée. Sinon, A\y — pux est une
combinaison linéaire nulle a ceefficients non tous nuls de (z,y) qui est
aussi liée. D’ou H;.

e Soit n tel que H,, doit vraie, £ un K-ev admettant une famille généra-
trice de n + 1 vecteurs (e, -+ ,enq1) €t (z1,+ -+, Tpio) € E"2
Par définition, pour tout k € [1,n + 2], il existe (A\;x); € K" tel que

n+1
T = Z)\i,kei
i=1
e Si pour tout k € [1,n+ 2], A\yp1x = 0, 21, -, 2,40 appartiennent
alors en fait a Vect {eq, -+, e,} qui admet une famille génératrice de n

vecteurs. Cette famille est donc liée par H,,.
e Sinon, il existe k € [1,n+2] tel que A\, 41 # 0. Sans perte de généralité,
il est loisible de supposer A\,41n42 # 0. Pour tout & € [1,n + 1], on

pose alors
)\n—l—l,k
Y = T — )\7%+2
n+1,n+2
On remarque que yi,- -, Yn+1 appartiennent a Vect {e1, -+ ,e,}.
Par H,, yi, -+ ,y, est liée. Il existe donc iy, -+ , ptpy1 € K* tel que
n+1 n+1 n+1/~l/k)\ 1k
. n k)
> pwyr = 01ie >y — <Z )\7> Tpyo =0
k=1 k=1 =1 \n+1,n+2
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Les scalaires apparaissant dans la derniere combinaison linéaire n’étant

pas tous nuls, la famille (zq,- -, z,12) est liée.

Finalement, toute famille de n + 2 vecteurs de F est liée, il en est donc

de méme de toute famille de plus de n + 2 vecteurs de F. D’ou H,, 1.
e Le principe de récurrence conclut. [ ]

THEOREME 15.3 Si E est de dimension finie non réduit a {0} alors toutes
les bases de E contiennent le méme nombre d’éléments.

Démonstration. Soit b et b’ deux bases de E contenant n et n’ vecteurs.

b est génératrice et O est libre, donc n’ < n. De méme n < n’ donc
n=mn. [
Définition 15.8 On suppose E de dimension finie.

Si E = {0}, on appelle dimension de E le nombre 0.

Sinon, on appelle dimension de E le cardinal commun a toutes ses bases.

Dans les deux cas, elle se note dimg(E) ou dim(E) s’il n’y a pas d’ambi-
guité.

Exemple 15.5

e dim¢(C
dim (K™
dim(K,[X]) =n+1
Remarque 15.7 Pour connaitre la dimension d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie, il suffit d’en trouver une base.

Exemple 15.6 Soit I un intervalle de R, a € C°(1).
L’ensemble des solutions de 3’ = ay est un sev de D'(I) de dimension 1
car engendré par = — e avec A une primitive de a.

)=1
) =2
)=n

Proposition 15.2 Si E et E’' sont de dimension finie, alors £ x E’ est de
dimension finie et dim(E x E') = dim(FE) + dim(E’).

Démonstration. C’est clair si E ou E’ est réduit a {0}.
Sinon, on note n = dim E et p = dim E’. 1l existe une base (eq, - ,e,)
de E et (f1,---, fp) de E".
Montrons que ((e1,0), -+, (en,0), (0, f1),- -+, (0, f,)) est une base de E X
E'.
n p
e Soit (z,y) € E x E'. On écrit z = Z)\iei et y= Z,ujfj.

i=1 k=1
Alors
n p

(ZL’,y) = Z)‘i(eia 0) + Z:uj(oa f])

i=1 Jj=1
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Donc la famille est génératrice.

n p
o S'il existe Ai, -, A, pi1, oo, tel que Y Ni(e;,0) + > pi(0, f;) = 0
i=1 j=1
alots

n p
Z)\iei =0et Z,Ujfj =0
i=1 Jj=1

Donc A =0et u=0.
Dot dim(E x E') = n + p. u

Définition 15.9 On appelle droite tout ev de dimension 1, plan tout ev de
dimension 2.

15.2.4 Théoréme fondamental

THEOREME 15.4 On suppose que E est de dimension finie n. Soit (ey,- - ,e,) €
E".

1. (e, ,e,) est libre

2. (e1,--+ ,ey,) est génératrice

3. (e1,- - ,e,) est une base

sont trois assertions équivalentes.

Démonstration. Si on prouve 1 < 2 alors on a le résultat.
1 = 2 On suppose que (eq,--,e,) n'est pas génératrice. Le théoreme
de la base incomplete assure qu’il existe une sur-famille stricte de
(e1, -+ ,€,) qui est une base. Or icelle contient au moins n + 1 vec-
teurs. Contradiction.
2 =1 On suppose (e, - ,e,) non libre. On peut alors en extraire une
base qui contient au plus n — 1 vecteurs, ce qui est absurde. [ ]

Exemple 15.7
e Soit (Py,---,P,) € K,[X]"™ tel que pour tout i € [0,n], deg(P;) = 1.
Alors (P, - -+, P,) est une base.
e Soit (ag, -+ ,a,) € K" Pour tout i € [1,n], on pose

L,-:HX_aj

A%

C’est une base de K,,_1[X]. En effet, si Z)\iLi = 0 alors pour tout
i=1
j € [1,n],
O = Z)\ZLZ(CL]) = Z)‘ZE(CL]> = )\j
i=1

i=1
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Donc (Ly, - -, Ly) est libre dans K,,_1[X] qui est de dimension n. C’en
est donc une base.

15.3 Etude pratique d’une famille de vecteurs

Soit n € N* et (fi,---, f,) € E" On construit (gi,---,g,) € E™ en
choisissant ig € [1,n], (A, ,A,) € K" tel que \;, # 0, et en posant, pour

tout i # io, gi = fi et gi, = > _Nifi.
i=1

Ai
On note que pour tout ¢ # iy, f; = g; et fi, = Ai_gio - E )\—g,-.
’LO .
i;ﬁio 20
THEOREME 15.5 Vect{f1, -, fn} = Vect{g1, -+ ,gn}. En particulier, f
est génératrice ssi g l’est.

De plus f est libre ssi g lest.

Démonstration. 1’égalité des Vect est déja montrée.

On suppose [ libre. Soit (pu1, -, f1n) tel que Y p;g; = 0.
i=1
On a iygi, + »_pigi = 0.
1#ig
Donc
HigNio fio + D (Nittio + pi) fi = 0
1#ig
Or f est libre donc \; i, = 0 et pour tout @ # i, Aipti, + i = 0.
Ainsi g = 0 et g est libre. De méme, si g est libre f aussi. [ |

Définition 15.10 provisoire On appelle rang d’une famille le nombre de
vecteurs utiles de cette famille.

On appelle rang d’une matrice le rang de la famille formée par ses co-
lonnes.

Remarque 15.8 Le théoréme précédent assure que le rang est invariant par
pivot de Gauss.

Exemple 15.8 On pose :

A=1-2X+3X2+X3
B=1+X+X*-X*
C+1+2X+2X*+2X3
D=2-2X+4+3X%-3X3
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15.3. ETUDE PRATIQUE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

Extraire de (A, B, C, D) une base de Vect {A, B, C, D} et donner les co-
ordonnées de chaque polynéme dans cette base.

Un pivot de Gauss en colonnes assure :

11 2 0 0 0
-2 1 2 =2 —2 3 4 2
I'g(A, B,C,D) = l"g 3 1 2 3 = l"g 3 _2 _1 _3
1 -1 2 -3 1 -2 -5
0 0 0 0 0 0
|2 A a2 2 140
“ 3 [c4] -1 -8 T3 [=4] -1 0| T
0

10 [1] o 1 0 [1]

On en déduit que (A, B, C) est libre et que (A, B, C, D) est liée.
En particulier, (A, B, C) est une base de Vect {A, B,C, D}.
Les coordonnées de A, B et C sont (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1).
En remontant les étapes du pivot, on trouve D = 2B + A — C', donc les

coordonnées de D sont (1,2, —1).

On a donné un algorithme pour extraire une base d'une famille généra-
trice. Il reste & donner une méthode pour compléter une famille libre en une
base.

Exemple 15.9 On pose f : z — cos(3z) + 1 et g :  — cos(2z) + 3 cos(x).

Montrer que (f, g) est libre dans Vect {1, cos, cos?, cos®} = E et compléter
(f,g) en une base de E.

e Montrons que (1, cos, cos?, cos?) est libre. Soit \, i, v, 7 tel que X cos® +pu cos? +v cos +7 =

0.
En 7, on obtient 7 = 0. En 0 et 7, on a les relations A+ p+v =0=
A— 4.

Donc A+v=0et p=0. En %i,g 5
D’ou la liberté.
o f =1+ 4cos*(x) — 3cos(x) + 1 et g =z 2cos?(x) + 2cos(z) — 1
par factorisation.
f a pour coordonnées (4,0, —3,1) et g (0,2,3,—1).
Donc (f, g) est libre.
e On étudie rg(f, g, cos
les colonnes de f et g.

=0donc A =v =0.

3 cos?, cos, 1) en prenant les pivots d’abord dans
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4 0 1000
0 2 0100
3 2 _
rg(f, g,cos’, cos”, cos, 1) = rg 3 3 0010
-100 0 1
4 2 1 0 0 —4
] 0 010 0
%30 001 3
0000 0
4 2 00 —4
_ |0 000 O
%130 0 01 3
0 0 00 0
4 2 00 0
|0 00 0 0
“®l-3 0 0 0 [1 0
0 0 0 0 0
Donc (f, g, cos?, cos) est une base de E.
15.4 Systemes linéaires
On suppose E de dimension finie n # 0. On munit £ d’une base (e, - - , €,).
Soit p #£ 0, (z1,- -+ ,2p,y) € EPT et (A, -+, \,) € KP.
Pour tout j € [1,p], on note (aqj,- -,y ;) les coordonnées de z; dans
(617 e 7en)~
On note (y1,- -, yn) les coordonnées de y dans la méme base.
p p
Yy = Z)\jl’j SSi \V/'L - [[1,n]],yz = ZO[Z'J)\]'
j=1 j=1
On note ce systeme d’équations (5).
On note que :
e (r1,---,x,) est libre ssi 'unique solution homogene du systeme (S)
d’inconnue (Ay,---,\,) est 0.
o (z1,---,x,) est libre ssi (S) admet au plus une solution pour tout
second membre.
o (z1,---,x,) est génératrice ssi (5) admet au moins une solution pour

tout second membre.
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e Tout systeme linéaire de n équations a p inconnues peut étre interprété
comme une équation vectorielle a p inconnues dans un espace vectoriel
de dimension n muni d’une base.

THEOREME 15.6 Soit (S) un systéme linéaire de n équations d n inconnues.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

e (S) admet 0 comme seule solution homogéne

e (S) admet au plus une solution pour tout second membre

e (9) admet au moins une solution pour tout second membre
Un tel systeme est dit de Cramer.

Pierron Théo Page 135 Tous droits réservés



CHAPITRE 15. FAMILLES DE VECTEURS

Pierron Théo Page 136 Tous droits réservés



Chapitre 16

Applications linéaires en
dimension finie

16.1 Image d’une famille de vecteurs

16.1.1 Deux propositions

Proposition 16.1 Soit ¢ € N*, (xy,--- ,x,) € E9 libre et uw € L(E, E’).
(u(zy),- -+, u(zy)) est libre ssi Vect {x1,- -, x,} N Ker(u) = {0}.

Démonstration.
= Soit x € Vect {xy,- -, x,} NKer(u).
q
I existe Ap, -+, A; tel que z = Nz; et u(z) = 0.

i=1

q

Donc Y Au(x;) = 0 et par liberté, A = 0 et = 0. L’autre inclusion
i=1

étant claire, on a le résultat.

q
< Soit (A1,+++, Ay) tel que Y Nu(z;) = 0.

i=1

q n
Donc u (ZAm—) = 0 donc Z)\in € Ker(u).

i=1 =1
Or Xq:)\ixi € Vect {xy,--- ,2,} donc zq:)\ixi =0.
Dorizlk =0 et on a la liberté. = |
Proposition 16.2 Soit ¢ € N*, (2, -+ ,2,) € Ele¢tu € L(E, E').
u(Vect {z1, - ,x,}) = Vect {u(z1),- - ,u(z,)}

Démonstration.
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q
C Soit x € u(Vect {1, -+ ,z4}). Il existe y = > Nz; tel que z = u(y).
i=1

q
Onax =Y MNu(z;) donc z € Vect {u(z1), -+, u(z,)}

i=1
D Soit x € Vect {u(z1), - ,u(zy)}. 1l existe (A, -, ;) tel que z =
q
i=1
q
Donc z = u <Z)\,zl> € u(Vect {z1, - ,24}). [
i=1

Remarque 16.1

e Une application linéaire injective transforme une famille libre en une
famille libre

e Une application linéaire surjective transforme une famille génératrice
en une famille génératrice

e Une application linéaire transforme une famille génératrice en une fa-
mille génératrice de son image

e Une application linéaire bijective transforme une base en une base

16.1.2 Image d’une base

THEOREME 16.1 On munit E d’une base (eq,- - ,e,). Soit (f1, -+, f,) €
(E)P.
1. 1l existe une unique application linéaire u : E — E' telle que pour tout
(S [[Lp]]; u(e,) = fz

2. w est injective ssi (f1,---, fp) est libre

3. w est surjective ssi (fi,---, fp) est génératrice

4. u est bijective ssi (f1,---, f,) est une base
Démonstration.

p
1. Soit u convenable et x € F qui s’écrit Z)\iei.

i=1
u(z) = Z)\iu(ei) = Z)\i.fi
i=1 i=1

Donc u envoie x (de coordonnées (A, ---,\,) dans (e, - ,ep,)) sur

p
Z)\ifi-
i=1
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Réciproquement I’application

E — F
P P
Z)\iei = Z)\Zfz
i=1 i=1

est linéaire et envoie bien les e; sur les f;.

2.
u est injective ssi Ker(u) = {0}
ssi Ker(u) N E = {0}
ssi Ker(u) N Vect {eq,--- ,e,} = {0}
ssi (u(ey), - ,u(ep,)) est libre
ssi (f1,---, fp) est libre
3.
u est surjective ssi Im(u) = F
ssi Vect {u(ey),--- ,u(ey)} = F'
ssi Vect {f1, -+, [} = F'
ssi (f1,---, fp) est génératrice
4. conséquence des points précédents. [ ]

Remarque 16.2 Si deux applications linéaires coincident sur une base de F,
alors elles sont égales.

. 0
Exemple 16.1 Montrer que pour tout P € R3[X], / P(t)dt = % +
0

2.1 P(1)
-P(z)+—=.
3 (2) %
. . - . L JA5(O) 251 ﬁ(l)
Les applications linéaires P / P(t)dt et P ~= + sP(35) + ~~
0

coincident sur (1, X, X2, X3) donc sont égales.

16.1.3 Théoréme fondamental

THEOREME 16.2 S dim(E) = dim(E’), pour tout u € L(E,E'), u est
injective ssi elle est surjective ssi elle est bijective.

Démonstration. 11 existe (eq,--- ,e,) une base de E.
u est injective ssi (u(e1),--- ,u(e,)) est libre ssi icelle est génératrice ssi
u est surjective. [
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Remarque 16.3  On suppose dim(FE) = dim(E"). Soit w € L(E, E').
Si on trowve v € L(E',FE) tel que uov = Id alors u est bijective et
vou=1Id (et réciproquement).

16.2 Calcul de dimensions

16.2.1 Résultats généraux et applications directes

THEOREME 16.3 Deux espaces vectoriels de dimension finie ont méme di-
mension ssi ils sont isomorphes.

Démonstration.
< Il existe u € L(E, E') bijective, (e, - - ,e,) une base de E.
La famille (u(eq), - - - ,u(ep)) est une base donc est formée de n vecteurs.

Donc n = p.

= Sin = p, on prend une base (e, --,¢e,) de E et (fi,---, f,) de E'.
Il existe u € L(E, E') qui envoie chaque e; sur f;. Or (fi,---, f,) est
une base donc u est bijective. [ ]

Remarque 16.4
e Un espace vectoriel isomorphe d un espace vectoriel de dimension finie
est de dimension finie.
e Soit F' un sev de E. Tous les supplémentaires de F' sont isomorphes.

Proposition 16.3 L(E, E’) est de dimension finie égale a dim(E) dim(E").
Démonstration. Notons (eq,--- ,e,) une base de E. On pose

{L(E,E’) - (B
Q:

uw o= (uler), - ulep))
@ est linéaire et bijective par le théoreme 16.1

De plus (E')? est de dimension finie égale & np.
Par conséquent, L(E, E’") est de dimension finie égale a np. [

16.2.2 Etude des suites récurrentes linéaires

Soit (a,b) € K2. On pose
F ={uc KV, Vn € N, tpi0 = atiyq + buy,}

e .7 est un K-espace vectoriel.
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e L’application
{}’ - K
Y :
— (UO,U1>

est linéaire est bijective. Donc .# est de dimension finie égale a 2.
e On suppose b # 0. Soit a € K
(a™), € F ssi pour tout n € N, a"™ = aa™ + ba"
Dans le cas n = 0, a® = aa + b. Réciproquement, si o
multiplie par o™ et (a™), € Z.
On introduit alors P = X? — aX — b.
» Si P admet deux racines distinctes « et 3, on sait que (u = (a"),,v =
(B™),) € -Z2. Montrons que cette famille est libre.
Si Au+ pv = 0, on a, pour tout n € N, Aa” + uS™ = 0.
Pour n € {0,1}, on trouve A+ p = 0 et Aa+ ufS = 0. Comme « # 3,
A=pu=0.
On aurait pu aussi dire que ¢(u) = (1,«) n’est pas colinéaire a
(1,8) = p(v), donc (p(u), p(v)) est libre, donc (u,v) aussi.
On en déduit que (u,v) est libre et a deux vecteurs dans un espace
de dimension 2. C’est donc une base de 7.

F = {()‘an + :uﬁn)m ()‘nu) € K2}

» Si P a une racine double a, on pose u = (&™), et v = (na™),.

2= aa+b, on

Upao — QUpyy — b, = na™(a? — aa — b) + " (2a — a)

= na"P(a) + o1 P(a)

Donc v € Z#.
On vérifie comme précédemment que (u,v) est libre, c’est donc une
base de .%. D’ou

F = {((A+ un)a")n, (A, p) € K?}

» Si K =R et P a racines non réelles, icelles s’écrivent re? et re~
On a vu que u = (r"e™), et v = (r"e~™?), appartiennent a .7,
donc “F¥ et “=Y aussi.

Or ces suites sont réelles et valent (7" cos(nf)),, et (r" sin(nd)),,. Cette

famille est aussi libre et

F = {(r"(Xcos(nb) + psin(nh)),, (A, u) € K*}

0

e On suppose b = 0.
» Sia#0,F = Vect {(a")n, (bo.n)n}
» Sia=0,% = Vect {(do.n)n, (01.n)n}
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16.3 Rang d’une application linéaire

16.3.1 Définition

Définition 16.1 Soit u € L(E, E’). On appelle rang de u et on note rg(u)
le nombre dim(Im(u)).

Remarque 16.5 Soit E” un espace vectoriel, u € L(E, E'), v € L(E', E").
Siu est bijective, rg(vou) = rg(v) et siv est bijective, rg(vou) = rg(u).

16.3.2 Théoréme du rang

THEOREME 16.4  Soit r € [0,p]. On note I = [1,r] et J = [r +1,p]. Soit
(€1, ,e,) une base de E. On suppose

1. pour tout i € J, u(e;) =0
2. (u(ey),--- ,u(e,)) est libre

Alors (ey41,- -+ , €p) est une base de Ker(u) et (u(e1),--- ,u(e,)) une base de
Im(u).

Démonstration.

e Par (1), Vect{e;,i € J} C Ker(u).

e Soit z € Ker(u). Il existe (a,b) € Vect{e;,i € I} x Vect{e;,i € J} tel
que r =a—+b.
0 = u(z) = u(a) + u(b) = u(a), donc a € Ker(u).
Ainsi, a € Ker(u)NVect {e;,i € I}, donc par la proposition 16.1, comme
(€;)ier est libre, a = 0 et x € Vect {e;,7 € J}.
D'ou Ker(u) = Vect{e;,i € J} et (e;)ics en est une base (puisqu’elle
est libre).

e (u(e1), -+ ,u(e,)) est libre. De plus,

Im(u) = u(Vect {e1,- -+ ,ep})
= Vect {u(el), t 7u<€p>}
= Vect {u(ey), -+ ,ule.)}

Donc (u(eq), -+ ,u(e.)) est génératrice, c’est donc une base de Im(u).
]

THEOREME 16.5 Soit w € L(E,E') et F' un supplémentaire de Ker(u).
L’application

B SR

est un isomorphisme.
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Démonstration.

e v est linéaire

e Soit 2 € Ker(v). On a clairement « € Ker(u) et de plus, z € F.
Donc z € FNKer(u) = {0} et x = 0. Donc v est injective.

e Soit y € Im(u). Il existe z € E tel que y = u(z).
On écrit x = a+b avec (a,b) € FxKer(u). Onay = u(a)+u(b) = u(a),
donc, comme a € F, y = v(a).
Donc Im(v) = Im(u) et v est surjective. u

COROLLAIRE 16.1 THEOREME DU RANG Soit u € L(E, E').
rg(u) + dim(Ker(u)) = dim(FE)

Démonstration. 1l existe F' supplémentaire de Ker(u).

On pose v comme précédemment. C’est un isomorphisme donc dim(F') =
rg(u).

Or dim(F) + dim(Ker(u)) = dim(£). D’ou le résultat. n

16.3.3 Equations d’hyperplans

Proposition 16.4 Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyper-
plan. Réciproquement tout hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non
nulle.

Démonstration.
e Soit f une forme linéaire non nulle.
On sait que {0} # Im(f) C K donc Im(f) = K. Ainsi, dim(Ker(f)) =
dim(F) — 1. et Ker(f) est un hyperplan de E.
e Soit H un hyperplan. Il existe ¢ € E tel que H & Vect {xy} = E.
Lunique f € L(E,K) telle que flz = 0 et f(zo) = 1 est une forme
linéaire non nulle de noyau H. [ ]

Proposition 16.5 Soit f et g deux formes linéaires non nulles.
Si Ker(f) = Ker(g), il existe A € K* tel que f = Ag.

Démonstration. On reprend les notations du théoreme.
Il existe zy € E tel que Ker(f) & Vect {zo} = E.
On note que f(zg) # 0 (sinon f =0) et g(zo) = 0.

f— i; Eig; g est une forme linéaire nulle sur Ker(f) = Ker(g) et sur Vect {zo}

donc f = %g. [ ]
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Proposition 16.6 Soit f une forme linéaire non nulle. Une équation car-

p
tésienne de Ker(f) dans la base (e1,---,e,) est Y _f(e;)z; = 0.
i—1

Démonstration. Soit (e1,---,e,) une base de E, v € E de coordonnées
(1, ,x,) dans (e1, -+ ,ep).

x € Ker(f) ssi f(z) =0
ssi f <ixlel> =0

ssi zp:a?if(ei) =0
i=1

De plus, on note que (f(e1),---, f(ep)) # (0,---,0) car f # 0. n
Remarque 16.6 Récapitulatif

e Soit H un hyperplan. Il existe (ai,---,a,) € KP non tous nuls tels
que a1x1 + -+ - + apr, = 0 soit une équation cartésienne de H dans
(617 T 7617)'

e Soit (ay,--- ,ap) non tous nuls. La partie de E dont une équation car-
tésienne est ayxy + - - -+ apx, = 0 dans (e1,- -+ ,e,) est un hyperplan.

e Soit H un hyperplan, (a,--- ,a,) et (by,--- ,b,) non tous nuls tels que

a1z + -+ apr, = 0 et bz + - - - + by, = 0 soient deux équations de
H dans (e1, - ,ep).
Alors il existe X # 0 tel que a = \b.

16.4 Description analytique d’une application
linéaire
16.4.1 Introduction
On munit £ d’une base (e, ,e,) et E' de (fi, -, fn). On pose
K — FE K* — FE

Y P et Y : "
(1'1,"' 7xp) = inei (zla"' 7xn) = Zzzfz
i=1 i=1

@ et 1 sont clairement linéaires et bijectives.

Définition 16.2 Soit v € L(E, E'). L’application @ = ¢! o u o ¢ est une
application linéaire appelée représentation analytique de u entre les bases

(617"' 76:0) et (fla"' 7fn)
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Exemple 16.2 Soit F un espace vectoriel de dimension 4, A et B deux
plans supplémentaires de F.

Soit (ey, e2) une base de A et (e3, e4) une base de B.

(e1, €2, e3,€4) est une base de E notée e.

Soit s la symétrie par rapport a A et parallelement & B et s se représen-
tation analytique par rapport a e.

S
x7y727t x, Y, —%z, —t

S
zey + yeg + zes + tey — xe] + yes — zeg — tey
Donc : 5§ = (x,y, 2,t) — (z,y, —z, —t).

Connaitre u revient a connaitre u(ey), - - - , u(e,) et la connaissance d’iceux
revient a celle de leurs coordonnées dans (fy,-- -, f,), notées (a4, - , Q).
D’ou u est entierement déterminée par les np scalaires :

Q11 Q12 - Q1yp
Qg1 Qg2 -+ g,y
Qp1 Qp2 - Qpyp

Ce tableau s’appelle matrice représentative de u entre les bases e et f et

se note M, r(u). Si e = f, on note M.(u).

Exemple 16.3 On travaille dans Ry[X] et R* muni de leurs bases cano-

niques (€1, ea, €3) et (f1, fo, f3, f1).
On considere u € L(Ry[X], R*) donc la représentation analytique entre e
et f est

N{R3—>]R4
(

u -
ZIZ','y,Z) = (2113'—y+2,1’+y+2,$—y+22,l’+2)
On a alors :
2 -1 1
1 1 1
Mesl) =1y
1 0 1

16.4.2 Usage d’une représentation analytique

On reprend les notations précédentes.
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Soit (x,y) € E x E'. On note (xy,--- ,x,) est coordonnées de = dans E
et (y1,-+ - ,yn) celles de y dans E'.

Yy = u(x) ssi u(gp(xl, e axp)) = ’Qb(yl, e >yn) ssi 'lNL(l'l, e axp) - (y1> T ayn)

Exemple 16.4 On se place dans Ro[X] muni de sa base canonique ¢ et on
pose

{ P s (X-1)P —2P

@ est linéaire. On cherche une base de sont noyau et de son image, ainsi
qu’une équation cartésienne d’icelle.

e Onap(l)=-2, o(X)=—-1-X et o(X?) = —-2X donc

-2 -1 0
Mdg)={ 0 -1 =2
0 0 0

e Soit P € Ry[X] de coordonnées (x,y, z) dans c.

P € Ker(yp) ssi p(P) =0
ssi (—2x —y, —y — 22,0) = (0,0,0)
ssiy = —2xr = —2z
ssi (z,y,2) € Vect {(1,—-2,1)}
ssi P € Vect {1 —2X +X2}

Donc Ker(p) = Vect {1 —2X + X?}.

e Le théoreme du rang assure que rg(p) = 2. Or (1) = =2 et p(X) =
—1— X sont deux vecteurs non colinéaires de Im(¢p), c’en est donc une
base.

e Soit P € Ry[X] de coordonnées (z,y, z) dans c.

P e Im(u) ssi 3Q € Ry[X],0(Q) = P
ssi (', y,2) € R, (=22 — o/, —y —27,0) = (z,v, 2)

ssiz=0

Donc une équation cartésienne de Im(y) dans ¢ est z = 0.
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16.4.3 Opérations sur les applications linéaires

THEOREME 16.6 Soit E” un K-espace vectoriel de dimension finie q # 0.
On munit E, E" et E" de bases e = (e1, -+ ,ep), f = (fi,-- ., fn) et g =

(917 U 79£1)'

Soit (X, u,v,w) € Kx(L(E, E'))*XL(E', E"). On note (e j)i je[1 n]x[1,5] =
Me s (u), (Big)ijernxiipe = Mer(v) et (Vig)ijemaxing = Myg(w)

On a:

o M. (u+v)=(qij+ Bij)ijelnx1p]

* M, f()‘u) ()‘az j)l je€l1,n]x[1,p]

i Meg ’LUOU <Z’yzkak]>

i,j€[1,q] x[1,p]
Démonstration.
e Soit j € [1,p].

(u+v)(e;) = ule;) + v(e;) Zo‘wfy + Zﬁwfy Z(O‘iu’ + Bij)fi

=1

Donc M. ;(u+v) = (a;; + Bij)ij
De méme M, s(Au) = (A ;)i -
e Soit j € [1,p].

(wow)(e;) = wlule,)) = w (Zaf)
iak JW fk

o (o)

<Zak 34, k) Gi u

k=1

Remarque 16.7 Pour que le calcul ait une interprétation algébrique, il faut
qu’on travaille dans la méme base de E' pour u et w.

Exemple 16.5 On travaille dans R?, R? et R* munis de leur bases cano-
niques respectives e, f et g.

1 2
Soit u € L(R? R3) tel que M, s(u) = | -1 3].
1 2
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1 0 -1

' . 11 2
Soit w € L(R*, R*) tel que My (w) = 10 1
0 1 1

On effectue le produit des deux matrices : le premier coefficient est le
produit de la premiere ligne de la matrice de w : <1 0 —1) par la premiere

colonne de la matrice de u : , ie

Ix14+0x(—1)+(-1)x1=0

Ainsi, on trouve le résultat

BH oo S
o OO

Exemple 16.6 On travaille dans Ry[X] muni de sa base canonique c. Soit

u € L(Ro[X]) tel que
1 -1 2
M (u) = (2 0 1)
0 1 1
)

Montrer que u est bijective et trouver M.(u™!).
e On pose ¢ = (¢q, ¢g, c3). Par définition :

U(Cl) = + 25(72
u(ey) = —c1 +c3
u(cs) = 2¢1 +co + c3

On veut avoir ¢, 2, ¢ en fonction de u(cy), u(c2), u(es). Un pivot de
Gauss assure que

o = —u(cy) — 2u(ea) + 2u(es)
5
= 3u(er) + u(ea) — ules)
5
G — —u(er) + 3u(eg) + 2u(es)
5

(c1,ca,c3) est génératrice et chaque vecteur de cette famille est combi-
naison linéaire de (u(cy), u(cs), u(c3)) donc icelle est génératrice.
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Or, c’est une famille de trois vecteurs de Ry[X] qui est de dimension 3.
C’est donc une base de Ry[X].
u transforme une base en une base donc elle est bijective.

e En composant pas u™!, on tire les décompositions de u=*(cy), u™(cz)
et u=!(c3), donc la matrice :

(L 3 -1
Mc(u—l):g -2 1 3
2 -1 2
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Chapitre 17

Sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel de dimension
finie

Dans ce chapitre, K est un corps, £ un K-espace vectoriel, non réduit a
{0}, de dimension finie notée n.

17.1 Généralités

17.1.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel

THEOREME 17.1 Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
o [ est de dimension finie et dim(F) < n
o ['=F siet seulement si dim(F) =n

Démonstration.

e L’ensemble .# des familles libres de F' contient une famille de cardinal
maximal et cette famille est une base de F'. On note que les éléments
de .Z sont des familles libres de £ donc possedent au plus n éléments.
Finalement, F' est de dimension finie et dim(F") < n.

e On suppose dim(F') = n. Il existe une base f de F. f est libre donc f
est une famille libre de vecteurs de F et dim(F) = n.

Donc f est une base de E. E'= Vect{f} = F.
e [’autre implication est vraie. ]

Définition 17.1
e Sin > 2, on appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de E de
dimension n — 1.
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CHAPITRE 17. SOUS-ESPACES VECTORIELS D’UN ESPACE
VECTORIEL DE DIMENSION FINIE

e Soit f une famille de vecteurs de E. On appelle rang de f et on note
rg(f) la dimension de Vect {f}.

17.1.2 Représentation d’un sous-espace vectoriel

Soit F' un sous-espace vectoriel de E non réduit a {0} et p € N*.

Soit (f1,-- -, fp) une famille génératrice de F et e = (eq, - - - , €,,) une base
de e.
La donnée des coordonnées de chaque vecteur (fi,---, f,) dans la base

e permet d’écrire directement un systeme d’équations paramétriques de F
dans E.

Exercice : On travaille dans Ry[X] muni de sa base canonique c.

On pose F' = Vect {1 + X +2X% 1+2X + X% 1+ 3X?}. Trouver un
systeme d’équations cartésiennes de F' dans c.

Soit P € Ry[X] de coordonnées (a, 3,7) dans c.

Pe Fssid\puv) e R P=A14+X+2X?)+ pu(14+2X + X?) 4+ v(1 +3X?)

At pu+rv=a«a

ssi il existe (X, u, v) € R? tel que A2 =7
Ap+3v=ry

A pu+v=a«a

ssi il existe (X, u, v) € R? tel que A2u =0
y—3a+ =0

Une équation cartésienne de F' dans ¢ est —3a+ 5+ v = 0 ou («, 5,7)
est le nom générique des coordonnées d'un polynome dans c.

Remarque 17.1 Pour tout sous-espace vectoriel F' de E de dimension p,
on a p parametres dans toute représentation paramétrique optimale et n — p
équations dans toute représentation cartésienne optimale.

17.2 Somme de sous-espaces vectoriels

17.2.1 Généralités

THEOREME 17.2  Soit (p,q) € (N*)?. Soit (x1,- -+ ,xp4,) € EPT.

o Vect {wy, - ,xp} + Vect {xpt1, -+, Tprq} = Vect {z1, -+, 2p44}
o Si(x1, - ,xpsq) est libre, la somme précédente est directe.
Démonstration.
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17.2. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

e Soit x € Vect {xy1, -+, Tpiq}-
p+q
I existe (A1, -+, Aprq) € RPT tel que = > Nz
i=1

p q
i=1 i=p+1

Donc z € Vect {z1, -+ ,x,} + Vect {xps1, -+, Tpig}-
On procede de méme pour la deuxiéme implication.

e Onsuppose (xy,- -, Tpi,) libre. Soit x € Vect {xy,- -+, x,NVect {zp41, - -
p

I existe (Ar, -+, \,) € KP tel que x = ) ;.
i=1
p+q
Il existe (Apy1, -, Apiq) € K7 tel que z = Z AT

i=p+1
Ona:
pt+q

p
=1

i=p+1
Or (z1,- -+ ,Xp4q) est libre.
Donc, pour tout i € [1,p+¢q], \i =0
Donc z = 0. On a donc Vect {z1, - - -, x,}NVect {zp41, -+, Tpiq} C {0}
Finalement, Vect {z1,---,x,} N Vect {xpt1, -, 2prq} = {0} u

Remarque 17.2 Quand on « coupe » wune base de E en deux, les deux sous-
familles engendrent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Exercice : On travaille dans R?® muni de sa base canonique c. On pose :
P =Vect{(1,1,1),(2,5,1)} et D = Vect {(1,2,3)}
Montrer que P ® D = R3.

rg((1,1,1),(2,5,1),(1,2,3)) =rg

=rg| 1
1

=3

Donc ((1,1,1),(2,5,1),(1,2,3)) est une famille libre de 3 vecteurs de R3.
(’est donc une base de R3.
Donc P® D = R3.
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CHAPITRE 17. SOUS-ESPACES VECTORIELS D’UN ESPACE
VECTORIEL DE DIMENSION FINIE

THEOREME 17.3 Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E non réduits a {0}. La concaténation d’une base de F' et d’une base de
G est une base de E.

Démonstration. On note p = dim(F) e ¢ = dim(G). Soit (fy,---, f,) une
base de F et (g1,--- ,g,) une base de G.
p q
® Soit (Ar, -+, Ap, pia, - 5 flg) € KP*4 tel que Z)\i.fi + Z,Uigi = 0.

i=1 1=1
q

p
On note que Y Aif; = > (—pi)g:-

i=1 =1

p q
Comme Z)‘ifi eF, Z(—ui)gi eGet FNG ={0},ona:
i1 i=1

p q
Y Aifi=0et Y (—pi)gi =0
= i=1

Or (f1,---, fp) et (g1, -+, gq) sont libres donc pour tout (¢, j) € [1, p] x
[1,4], i = 0= p;.
Donc (f17' T 7fp7917 e 7gq> est libre.

e Soit x € E.
F et G sont supplémentaires donc il existe (a,b) € F x G tel que
r=a+b.
p
Il existe (A1, -+, A,) € KP tel que a = Z)‘ifi'

1=1

q
Il existe (g1, -, py) € K? tel que b = ngi-

i=1

p q
Donc z = > Nifi+ Y _pigi.
=1

i=1

Donc x se décompose sur (fi,-- -, fp, g1, , gq)- Cette famille est donc
génératrice.
e Finalement, fi,---, f,, 01, -, g,) est une base de E. [ ]

COROLLAIRE 17.1 Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémen-
taire.

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel de F.
e Si '=FE ou F' = {0}, le résultat est clair.
e On suppose F' # E et F' # {0}. On note p = dim(F").
Par hypothese, p € [1,n — 1]. Il existe (e, -- ,e,) base de F.

Par définition, (eq,--- ,e,) est libre. Le théoreme de la base incomplete
assure qu’il existe (e,41,---,€,) € E™ P tel que (e, - ,e,) soit une
base de E.
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17.2. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Ona:
Vect {eq, -+ ,e,} @ Vect {epi1,- -+ ,en} = Vect {e1,--- ,e,}

Donc :
f @ Vect{ep1, -+ ,en} =FE

Ce qui assure le résultat. [ ]

17.2.2 Dimension

THEOREME 17.4 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

dim(F + G) + dim(F N G) = dim(F) + dim(G)

Démonstration.
e La formule est déja prouvée si F NG = {0}.
o [l existe un supplémentaire S de F'N G dans F.
Montrons que S® G = F + G.
— Par construction, S C F donc S+ G C F + G.
— Clairement, {0} C F' 4+ G.
- Soit x € F'+ G.
Il existe (a,b) € F' X G tel que x = a + b.
Il existe (¢,d) € S x (FNG) tel que a = ¢+ d.
Onnotequex =b+c+d,ce Setb+de (.
Donc x € S+ G. Donc F+G C S+ G.
Finalement, '+ G = S + G.
~ OnaSCFdonc (SNG)C SN(FNG). Donec SN G C {0}.
Finalement, SN G = {0}.
Onadonc S&G=F+G.
e Comme S & (FNG)=F,dim(S) +dim(F NG) = dim(F).
Comme S & G = F + G, dim(S) + dim(G) = dim(F + G).
Finalement, dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G). n

THEOREME 17.5 FONDAMENTAL Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E tels que dim(F') + dim(G) = dim(E). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

e NG ={0}

e '+G=F

e FdG=F
Démonstration.
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CHAPITRE 17. SOUS-ESPACES VECTORIELS D’UN ESPACE
VECTORIEL DE DIMENSION FINIE

e On suppose FFNG = {0}.
On a dim(F) +dim(G) = dim(F +G) +dim(FNG) done dim(F+G) =
dim(FE).
Or F+GCE.
Donc £ = F +G.
Donc £ = F & G.
e On suppose £ = F +G.
On a dim(F) +dim(G) = dim(F +G) +dim(FNG) done dim(F+G) =
dim(F).
Donc dim(F' N G) = 0.
Donc FNG = {0}.
Donc F = F & G.
¢ SIE=Fa&G E=F+Get FNG = {0}. .
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Chapitre 18

Calcul matriciel

Dans ce chapitre, K est un corps égal a R ou C.

On note E un K-espace vectoriel non réduit a {0} de dimension p et E’
un K-espace vectoriel non réduit a {0} et de dimension n.

On note (e, --- ,e,) ou e une base de E et (f1,---, f,) ou f une base de
E'.

18.1 Vocabulaire général

Définition 18.1 Soit (n,p) € N*2. On appelle matrice de type n x p a
coefficients dans K toute famille d’éléments de K indicée par [1,n] x [1,p].
On note M,, ,(K) ou M,,(K) quand n = p.

Définition 18.2 On écrit M sous la forme d’un tableau de ceefficients de
K notés (ai,j)m.

Pour ¢ € [1,n], on appelle i-eme ligne de M la matrice de M, , égale a
(%1 ai,p)-

Pour j € [1,p], on appelle j-éme colonne de M la matrice de M,, 1(K)
égale a

ay,j

Qn,j

On appelle sous-matrice de M toute matrice (a; ;) jyerxs o 1 C [1,n] et
J C [1, p] sont non vides, dont on réindice les ccefficients, sans les réordonner,
afin que les indices de lignes et de colonnes soient successifs.

Définition 18.3 On dit qu’une matrice n X p est carrée ssi n = p. Dans ce
cas, n est appelé ordre de la matrice. De plus une matrice carrée (a; ;);; est
dite
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CHAPITRE 18. CALCUL MATRICIEL

symétrique ssi pour tout 7, j, a;; = a;;

antisymétrique ssi pour tout ¢, j, a; ; = —a;;

triangulaire supérieure ssi pour tout 7, j tel que ¢ > j, a;; =0
triangulaire inférieure ssi pour tout ¢, j tel que ¢ < j, a;; =0
diagonale ssi pour tout i, j tel que ¢ # j, a,; =0

scalaire ssi elle est diagonale a coefficients diagonaux égaux

Exemple 18.1 Pour tout n,p, la matrice de type n x p dont tous les
coefficients sont nuls est appelée matrice nulle et est notée 0.

La matrice scalaire d’ordre n dont tous les ceefficients diagonaux sont
égaux a 1 est appelée identité d’ordre n et notée I,,.

De plus, pour tout 7, j, la matrice de type n x p dont tous les ceefficients
sont nuls sauf celui en position (7, j) est appelée matrice élémentaire et est
notée E; ; (ses ceefficients sont les (0;,.0,4)r.s)-

18.2 Opérations sur les matrices

18.2.1 Addition et produit par un scalaire

Définition 18.4 On définit la somme A = (q;;);; et B = (b;i;)i; par
(@i + bij)i-
On définit la multiplication de A par un scalaire A par (Aa; ;)i ;-

THEOREME 18.1 (M, ,(K),+,+) est un K-espace vectoriel de dimension
np.

18.2.2 Multiplication de deux matrices
On définit le produit de deux matrices A et B comme la matrice C' dont

p
les ccefficients sont ¢;; = > a; kb, ;-
k=1

Proposition 18.1

Pour tout (A4, B,C) € My, x M2, A(B+C) = AB+ AC

Pour tout (4, B,C) € M2, x My, (A+ B)C = AC 4+ BC

Pour tout (A4, B,C) € M, x M, x My, 0. (AB)C = A(BC) = ABC

Pour tout A € M,,,, A, =1,A=Aet 0A=A0=0
Remarque 18.1 AB=AC 4% B=C, AC=BC # A=B.
De plus, AB = 0 n’implique pas A =0 ou B = 0.
Enfin, AB #+ BA en général.
THEOREME 18.2 (M, +, X) est un anneau d’unité I,,. Il n’est pas commu-
tatif ni intégre si n # 1.
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18.3. LE PIVOT DE GAUSS

Son groupe des éléments inversibles est noté GL,(K) est appelé groupe
linéaire d’ordre n.

18.2.3 Transposition

Définition 18.5 Soit M € M,, ,(K) de coeflicients (a;;); ;-

On appelle transposée de M et on note M! la matrice de coefficients
(@j)i;-
Proposition 18.2

e La transposition est linéaire et involutive, ie pour tout A, A% = A.

e Pour tout A, B, (AB)! = B'A".

e Pour tout A inversible, (A71)" = (A?)~L.

Démonstration. Seul le dernier point est a vérifier, les autres découlent de la
définition.

Il existe B tel que AB = BA = I,. On a (AB)"! = (BA)" = I donc
BtAt* = A'Bt = I,,, puisque 'identité est diagonale.

Donc, par unicité de I'inverse, A! est inversible d’inverse B?. n

Exemple 18.2 Une matrice carrée M est dite symétrique ssi M = M et

antisymétrique ssi M* = —M. L’ensemble des matrices symétriques et celui
des anti-symétriques sont supplémentaires :

Si M est symétrique et anti-symétrique alors M = M' = —M donc
M = 0.

M+Mt+ M- M
2 2 '

symétrique anti-symétrique

De plus on remarque que M =

18.3 Le pivot de Gauss

18.3.1 Outils de base

Soit n € N*. Pour tout (i,7) tel que i # j et A € K, on pose B;\ =
In+(AN=1)E;;, Aijx=I,+AE;j et P,j = (0r(r),s)r,s avec 7 : [1,n] — [1,7n]
envoyant ¢ sur j, j sur ¢ et tout autre élément sur lui-méme.

Toutes ces matrices sont inversibles. Soit M de type n X p a ceefficients
dans K notés (a; ;)i

On a B;\M = (a,s + (A — 1)d; 0, 5)rs donc cette matrice est obtenue a
partir de M en multipliant la ¢-éme ligne de M par .

A iaM = (ars + A a;js)rs est obtenue ¢ partir de M en ajoutant la
1-eme ligne de M le produit par A de la j-eme ligne de M.
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CHAPITRE 18. CALCUL MATRICIEL

P, ; = (ar(),s)rs est obtenue a partir de M en échangeant les i-emes et
j-émes lignes.

Ces opérations sont effectuées sur les colonnes si on multiplie a droite au
lieu d’a gauche. De plus, en pratique, on n’écrit pas les produits matriciels
mais les opérations qu’on effectue : L; <= AL;, L; <= L; + AL; et L; <+ Lj;.

18.3.2 Pivot de Gauss

Proposition 18.3 Soit M € M, ,(K). Il existe A C [1,n]? x K* telle que
pour tout (i,j,\) € A, i # j et

(11 )
(4,7,A\)EA

soit triangulaire supérieure (I'ordre des matrices dans le produit est impor-
tant).

Démonstration. On a M = (ay,;)x,;. Montrons qu’en multipliant M a gauche
par des matrices convenables, on peut transformer M en N dont la premiere
colonne est nulle sauf au plus le ceefficient en position (1,1).

Si tous les ceefficients de la premiere colonne de M sont nuls on choisit
évidemment N = M.

Sinon, il existe & tel que ax1 # 0. Sia;; =0, Q = A; 1M est une matrice
dont le ceefficient (1,1) est non nul. En étendant la définition de A a A =0
par l'identité, on remarque que la premiere colonne de la matrice

N = (HAM,_M) Ay g M
p:2 1,1

a tous ses coefficients nuls sauf celui en position (1,1).

En réappliquant le résultat a toutes les colonnes de N (récurrence finie),
on obtient le résultat. [ ]

Remarque 18.2  En pratique on utilise plutot les matrices B; \ et P ;.

De plus, on peut aussi imposer auz cefficients diagonaux de valoir 1.

1l est parfois utile de connaitre la transformation de M, par exemple pour
nuverser.

Proposition 18.4 Soit M € GL,(K). 1l existe A C [1,n]?* x K* telle que
pour tout (i,j,\) € A, i # j et

(11 )
(4,7,A\)EA
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18.3. LE PIVOT DE GAUSS

soit diagonale.

Démonstration. Il existe ) produit de matrices de type A, ; » telle que QM
soit triangulaire supérieure. () est inversible en tant que produit de matrices
qui le sont. Ainsi QM est inversible, donc aucun ceefficient diagonal de QM
n’est nul.

En utilisant la derniere ligne de QM et en opérant comme dans la preuve
précédente, on obtient une matrice triangulaire supérieure dont la derniere
colonne est nulle sauf le dernier ccefficient. On applique ceci aux colonnes
n — 1, n — 2 jusqu’a la deuxieme. [ ]

18.3.3 Résolution d’un systeme linéaire

Soit M € M,,, et D un vecteur colonne a p lignes. Toutes les matrices de
transformations introduites étant inversibles, le systéme linéaire M X = D
et celui QM X = @D sont équivalents (avec QM la transformée de M par
pivot de Gauss).

Exemple 18.3 Soit (a,b, ¢,d) € R*. Etudier le systéme d’inconnues (z, y, 2)
dans R? défini par

1 3 4 a
2 6 8| (" b
1 4 s ||Y ¢
2 4 0) V° d

On transforme par des opérations de Gauss en

(1] 3 4 a [1] 0 8]  4a—3c
00 0|b+2a 000 b+ 2a
01 4| c—a “ 04 c—a
0 —2-8/d —2a 00 0ld+2c—4a

Le systeme est donc compatible ssi b+ 2a = d+2c —4a = 0. Dans ce cas,
I'ensemble des solutions est {(4a — 3¢+ 8z,¢ —a — 4z, 2), 2 € R}.

Remarquons de plus que si B est la matrice d'une application linéaire
entre les bases e et f, le calcul précédent donne les équations de Im(u) dans la
base f (conditions de compatibilité) et permet de déterminer Ker(u) (prendre
a=b=c=d=0).
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CHAPITRE 18. CALCUL MATRICIEL

18.3.4 Calcul d’un inverse
Soit M € GL,(K). Si @ est telle que N = QM soit diagonale alors
M~ = N7'Q qui est triviale & calculer.

Exemple 18.4 On cherche a inverser, si c’est possible la matrice A =
10 3 1

-2 2 =2 =2
1 4 9 3
3 -2 3 4

On transforme via des opérations de Gauss le couple (A, I4) en :

1 0 3 1 1 0 0 O\ Ly« Ly+2L,

004 6 2f[-101 0|l h

0 -2 —6 1 -3 00 1) L, L,—3L,
puis en 02 40 2 1 0 0|Ls<« Ly—2L

OO I G VRS PR
PuIS € 15 o 9 9 5 9 1 0 Ly+ L,—Ls
puis en 02 4 0 21 0 0| Li<Li+ 1Ly

00 -2 0 3 4 -1 2 Ly ¢ Lyt 2L,
puis en 02 00 8 9 —2 4| L1+ L+ %Ls

c S D T Y e vl

Finalement, A est inversible. Pour calculer A~', il suffit en pratique de
diviser la i-eme ligne de () par le i-eme ceefficient de la diagonale de QM
pour tout i € [1,4]. Donc

10 0 0 29 24 209 -2 4
4102 0 0 8 9 -2 4| |4 § -1 2
00 -2 0 3 4 -1 2 -3 2 1 -1
00 0 -1 43 -1 1 -4 -3 1 -1
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18.4 Interprétation matricielle

18.4.1 Matrice d’une application linéaire
THEOREME 18.3  L’application

. L(E,E") — Mm,, ,(K)
*0‘{ A

est linéaire et bijective.

THEOREME 18.4 On suppose n = p. Soit u € L(E, E').
u est bijective si et seulement si M. ;(u) est inversible. Le cas échéant,

Mye(u™t) = ///_fl(u)

Démonstration.

e On suppose u bijective. Il existe v € L(E', E) tel que uowv = Id et
vou =Id.
Donc Ay(uov) = A¢(1d) et M. (vou) = M(1d).
Donc A, ;(u) X My.(v) = I, et M5 (v) X Mc(u) = I,.
Donc 4, ;(u) est inversible et son inverse est .#.(u™?).

e On suppose A, ¢(u) € GL,(K).
Il existe N € GL,(K) tel que N X A, f(u) =1, et Mse(u) x N = I,
Or Papplication ¢ ci-dessus est surjective donc il existe v € L(E', E)
tel que N = ;. (v).
Donc M. (v) X M. (u) = I, et Mo f(u) X Mse(v) = I,,.
Donc A (vou) = A.(1dg) et Ms(uov) = #¢(1dg).

Doncvou=Idg et uov =Idg. [ |

THEOREME 18.5 L’application

oo {HEYH

u

- (M,(K),+, x)
— Mo (u)

est un isomorphisme d’anneau.
On en déduit que

" {(GL(E),o) —  (GL,(K), x)

est un isomorphisme de groupes.

Application : Soit M € M, (K).
On suppose qu'il existe N € M,,(K) tel que MN = I,,.

Pierron Théo Page 163 Tous droits réservés



CHAPITRE 18. CALCUL MATRICIEL

On introduit K™ muni de sa base canonique c. Il existe (u,v) € (L(K"))?

tel que M = A (u) et N = A.(v).

Par hypothese, MN = I,, donc A (uowv) = #.(1d).

Donc u o v = Id. Donc u est bijective donc M est inversible.

Donc M est inversible si et seulement si elle est inversible a gauche si et
seulement si elle est inversible a droite.

Exercice : Soit A une matrice non inversible de 91, (K). Montrer 'exis-
tence de B € M, (K) \ {0} tel que AB = 0.

On travaille dans K™ muni de sa base canonique c. 1l existe u € L(K™)
tel que A (u) = A.

Comme A est non inversible, u n’est pas bijective. Or c¢’est une application
linéaire entre deux espaces de méme dimension. Donc elle n’est pas injective.

Il existe un supplémentaire F' de Ker(u) dans K”. On note p le projecteur
sur Ker(u) parallelement & F'.

On note que u o p = 0 donc A, (u)#.(p) = #.(0).

Finalement, A x .Z.(p) = 0.

1 2 1
Exemple 18.5 Onpose A=[|2 1 —1|. Trouver B.
2 -1 -3

Il existe u € L(R?) tel que . .(u) = A.
On cherche une base de Ker(u) : (—1,1,—1).
On pose F = Vect {(1,0,0),(0,1,0)}. F & Ker(u) = R3.
On cherche une expression analytique de la projection p sur Ker(u) pa-
rallelement a F' : (z,y,2) — (=2, 2, —2).
0 0 —1
La matrice M représentative de p dans c est une solution: M = |0 0 1
0 0 —1

18.4.2 Traduction des égalités vectorielles

Soit (u,x,y) € L(E,E") x E x E'.

On appelle (v ;)@ )ef1,n]x[1,p] l& Matrice représentative de u entre e et f.

On appelle X la matrice de 9, ;(K) donc les coefficients sont les coor-
données de z dans e.

On appelle Y la matrice de M, ;(K) donc les coefficients sont les coor-
données de y dans f.

On note (z1,- - ,x,) les coordonnées de = dans e et (yi,--- ,yy) celles de
y dans f.
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u(z) =y ssiu (ijej> = zj:ylfz

J=1

p n
ssi Y _wjule;) = uif;
j=1 i=1
p n n
ssi Z%‘ (Zai,jfi> = Zyifi
j=1 =1 i=1
n P n
ssi Z Zai,jfb’j fi = Zyzfz
=1 \j=1 i=1
p
ssi pour tout ¢ € [1,n], yi = a;;z;
=1
ssiY = M, r(u)X

18.4.3 Changement de bases

Définition 18.6 Soient e et ¢’ deux bases de E. On appelle matrice de
changement de bases de e vers €’ et on note Pee' la matrice A .(Idg).

Exemple 18.6 On pose e = (1, X, X?) et ¢/ = (X(X —1),1,1 — X).

0 1 1
P =|-10 -1
1 0 0

Remarque 18.3
e Les matrices de changement de bases sont inversibles.
e Toute matrice inversible peut étre interprétée comme matrice de chan-
gement de bases d’un espace vectoriel a choisir avec une base a choisir.
o Soit (e,€') deuz bases de E.

(P) = P
1 -1 2
Exercice : Onpose M =2 0 1
0 1 1

Montrer que M € GL3(R) et calculer M1,
On travaille dans R® muni de sa base canonique ¢ = (c1, ¢a, ¢3).
On introduit ¢} = ¢1 + 2¢a, ¢y = —c1 +c3 et ¢ = 2¢1 + 2 + cs.

Onacy = (=} —2c4+2d}), ¢ = £ (3¢ +ch—c}) et c3 = 1 (—c}+3ch+2c%).
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On montre que (¢}, ¢y, ¢5) est une base. Donc M est inversible et M~! =

-1 3 -1
2 1 3|
2 —1 2

THEOREME 18.6 Soient e et € deux bases de E, f et f' deuz bases de F.
Soitx € E etu € L(E, E"). On note x le vecteur colonne des coordonnées
de x dans e. On note x' le vecteur colonne des coordonnées de x dans €.

X' =(PO)y'X
M pi(u) = (PL)V % M p(u) x P

Démonstration.
o ld(z) =z donc X' = M. (1) X = P5X = (P¢)71X.
e On note que u = Idg ou o Idg. Donc :
M p(0) = Mo p(1der ou o Idg)
= %f,f/(IdEl X//@f(u) X %e’,e(IdE)
= Pf, X My ;(u) x P
= (P{)™' x M, ;(u) x P n

Exercice : On travaille dans Ky[X] muni de ¢ = (1, X, X?) et b = (X +
LX24+1,X - 2).

1 01
Soit u € L(Ky[X]) tel que A (u) = (O 2 O).
1 01

Trouver .(u).

11 =2\ /10 1\ /1 1 —2
Miw)=1 0 1 02010 1
01 0 101/\o1 o
11 =2\ '/1 2 —2
-1 0 1 20 2
01 0 1 2 —2
L[ 2 -1 (12 =2
=310 0 3][20 2
11 1/)\1 2 —2
L(A 0 4
=536 6
20 2
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18.5 Exemple de transformation algébre/technique

18.5.1 Transformation algébrique — technique

On pose :

' P — (X*-1)P"—P+(2X - X%)P(1)

Montrer que f est linéaire.

Trouver A.(f).

Trouver une base de Ker(f).

Trouver une équation cartésienne de Im(f).

Trouver les plans de Ry[X] stables par f.
Soit (A, P,Q) € R x (Ry[X])>.

A e e

FOP+Q)=(X2+1) AP+ Q)" — (AP + Q) + (2X — XH)(AP(1) + Q(1))
= M(X24+1)P"' =P+ (2X — XHP(1) + (X2 +1)Q" — Q + (2X — XHQ(1)
= AM(P)+ f(Q)

Donc f est linéaire.
-1 0 =2
o0 (f)=2 1 2.
-1 -1 0
3. Soit P € Ry[X] de coordonnées (x,y, z) dans c.

P e Ker(f)ssi f(P)=0

T 0
ssi A(f) (y) = (0)
z 0

—x—22=0
ssi ¢2x+y+22=0
—r—y=0

ssi (x,y,2) € Vect {(—2,2,1)}
ssi P € Vect {—2 +2X + X2}

Finalement, (—2 + 2X + X?) est une base de Ker(f).
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4. Soit P € Ry[X] de coordonnées (z,y, z) dans c.
P e Im(f) ssiil existe Q) € Ro[X] tel que f(Q) =P

~

~

/
ssi il existe (2',1/,2") € R? tel que .,(f) ( ) = ( )
-2 -2 =z
ssi il existe (2/,1/,2") € R? tel que {22’ +3y +22/ =y

NSRS
ISIIS SO

~

—ZL'/ _ y/ —
ssiz+y+z2=0
Donc une équation cartésienne de Im(f) dans c est  +y + z = 0.

5. X — X? et —2 + 2X sont des vecteurs non colinéaires de Im(f).
Soit P de coordonnées (x,y, z) dans c;

0 -2 =z
Pevect{X—X2,—2+2X}ssi 1 2 yl=o0
-1 0 =z

ssiz+y+2=0

Le plan d’équation cartésienne z +y + 2z = 0 est le seul plan stable par

f.

18.5.2 Transformation d’un probleme numérique
3 —1
4 —1
On travaille dans R? muni de sa base canonique ¢ = (cy,¢s). Il existe
u € L(R?) tel que #.(u) = M.
e Soit e; € R? de coordonnées (z,y) dans c.

Soit A € R.
x x
= A i M =
u(ey) ey ssi <y> <y>

C[(3r—y=Xx
ssi
dr —y = Ay

[ B=XNz—y=0
> {4x—()\—|—1)y20
C([B=XNz—y=0
i { (A —1)% = 0

Exercice : Soit n € N. On pose M = < ) Calculer M™.
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SiA# 1, u(er) = Aeq ssie; =0.
SiA=1, u(ey) = Aey ssi 2z —y = 0.
On note en particulier que ¢; + 2¢y vérifie u(cy + 2¢o) = ¢1 + 2¢s.
On pose e = ¢1 + 2¢9 et e3 = ca.
e ¢ = (e1,e5) est une base donc on a :

Mo (u) = (Pf)‘l/_/{c(u)Pf
GGG
(o )

On a de plus :

0 —1
° OnposeA-(O 0).

A et I commutent donc (A+ )" =) <Z> AR R,

k=0
Or A2 =0.
Donc (A+ I)" = I, + nA.

On a donc :
-1
. (1 0\ (1 —=n\ (1 0
w=( )6 )6 )
_(2n+1 —n
~\ 4n  1-2n
18.5.3 Application a la notion de rang d’une matrice

Définition 18.7 Soit M € M, ,(K). On appelle rang de M et on note
rg(M) le rang de mla famille des vecteurs colonnes de M (familles de 9, ; (K)).

Remarque 18.4 Le rang de M est le rang de toute application linéaire repré-
sentée par M.
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THEOREME 18.7 Pour tout r € [0, min(n,p)], on pose Jupr = > Ejp.
k=0

Soit r € [0, min(n,p)] et M € M, ,(K).
rg(M) = r si et seulement s’il eziste (P,Q) € GL, x GL,(K) tel que
M = PJ,,,Q.

Démonstration.
e On suppose qu'il existe (P, Q) € GL, x GL,(K) tel que M = P.J,,,Q.
18(Jnpr) = 7 et P et @ sont inversibles donc rg(PJ,, Q) = r. Donc

rg(M) =r.
On suppose rg(M) = r.
On note ¢ = (¢1,- -+, ¢,) la base canonique de K? et b = (by,--- ,b,) la

base canonique de K".
Il existe u € L(KP,K") tel que A ,(u) = M.
On a rg(u) = rg(M) = r donc dim(Ker(u)) = p — r. (On suppose

p—r>0)

Il existe une base (¢, 4, -+, ¢c,) de Ker(u).

Le théoreme de la base incomplete assure l'existence de (¢}, -+ ,c.) €
(KP)" tel que (cy, -+, c,) soit une base.

On pose (b}, --,0.) = (u(c)), - ,u(c.)). Comme Vect {c},---,c.} N
Ker(u) = {0}, u‘Voct{c’l,---,c’r} est injective donc (b}, - -, b)) est libre.
Le théoreme de la base incomplete assure qu'il existe (b, ,---,0),) €
(K™)™" tel que (b},---,b),) soit une base de K".

(On suppose n > r) On pose ¢’ = (cy,---,¢c,) et V' = (b}, ,by,).

M = Mop(u) = PV My y(u)PS = P J, . PS

Or P/ et PS sont inversibles. D’ott le résultat.

e Les cas laissés de coté sont simples et se traitent de la méme maniere. m

01 3 3

On a rg(M) = 3. On note ¢ = (cy, ¢z, ¢3,¢4) la base canonique de K* et
b= (bl, bg, bg) celle de K3.

Il existe u € L(K*, K?) tel que A, (u) = M.

(5,—3,3,—2) est une base de Ker(u) donc (¢, co,c3,(5,—3,3,—2)) est
une base de K.

On pose b = u(cy) = (1,2,0), by, = u(c2) = (0,1,1) et by = u(c3) =
(—1,-1,3).

Une preuve de liberté et le théoreme fondamental assurent que (b}, b, b5)
est une base de K3.

10 -1 1
Exercice : Trouver P et () pour M = (2 1 -1 2).
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1 000
On a My y(u) = (0 10 0).
0010
On pose ¢ = (¢, ¢y, ¢3,(5,—3,3,—2)) et b’ = (b, by, b;) et ona P = P
et Q = Pp.
COROLLAIRE 18.1 Soit M € M,, ,(K). rg(M) = rg(M?").

Démonstration. On note r = rg(M). 1l existe (P, Q) € GL,, x GL,(K) tel
que M = PJ,,,Q.

Mt — QtJfL Pt — Qt']p,n,rpt
Or @' et P' sont inversibles donc rg(M?") = r. n

PsT
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Chapitre 19

Déterminant

Dans ce chapitre, K est un corps égal a R ou C. Soit n € N*. Soit
(mi7j)(i,j)€[[1,n]]2 - mn(K) notée M.
19.1 Le groupe des permutations

Définition 19.1 On appelle permutation de [1, n] toute bijection de [1,n]
dans lui-méme. On note &,, 'ensemble de telles bijections.

Proposition 19.1 (&,,0) est un groupe.

Définition 19.2 On note [k, I'ensemble {c*(k),7 € N} appelé orbite de k
suivant o.

Proposition 19.2 Aucune orbite n’est vide, deux orbites distinctes selon
o sont disjointes et la réunion de toues les orbites selon o est [1,n].

Définition 19.3 On appelle cycle toute permutation c telle qu’il existe une
et une seule orbite suivant ¢ non réduite a un élément.

Cette orbite est appelée support du cycle et son cardinal est appelé lon-
gueur du cycle. Un cycle de longueur 2 est appelé transposition.
Exemple 19.1 On considére ¢ € &7 définie par o(1) = 3, 0(2) = 4,
0(3)=7,0(4) =2,0(5)=5,0(6)=1et o(7) =6 qu'on code souvent sous

la forme :
1 6 7
3 1 6

On remarque que o(1) = 3, 6%(1) = 7, 03(1) = 6 et 0*(1) = 1. Donc
1], = {1,3,6,7}. L'orbite de 3,6,7 selon o est aussi {1,3,6,7}. On trouve
aussi 2], = [4], = {2,4} et [5], = {5}.

3 4 5
725

= DN
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Soit o1 qui coincide avec o sur [1], et qui laisse les autres éléments fixes

ie,
_(t234567
T3 274516
et o9 qui coincide avec o sur [2], et qui laisse les autres éléments fixes.

On a 0 = 010,. Autrement dit, on est capable d’écrire o sous la forme
d’une composée de cycles a support disjoints, qui par conséquent commutent.

Remarquons enfin que o1, qu’on note souvent (137 6) s’écrit comme com-
posée non commutative des transpositions (13)(37)(76).

THEOREME 19.1 Toute permutation de &, s’écrit comme composée com-
mutative de cycles a support disjoints, de maniére unique a l’ordre des fac-
teurs pres.

De plus, toute permutation distincte de l’identité s’écrit comme composée
de transpositions.

Remarque 19.1 Sin > 2, le deuxieme point est aussi vrai pour l’identité
puisque toute transposition est égale a son inverse.

De plus, cette décomposition en produit de transposition n’est pas unique
et les facteurs ne commutent pas en général.

Définition 19.4 Soit n € N*. On appelle signature de 0 € &,, et on note
g(o) lentier (—1)"~™ ou m est le nombre d’orbites suivant o.

Exemple 19.2 La signature de la permutation ¢ de I’ensemble précédent
est (—1)"3 = 1 puisque ses trois orbites sont {1,3,6,7}, {2,4} et {5}.

La signature de 'identité est (—1)"~" = 1.

Le signature d’un cycle de longueur ¢ est (—1)9! puisqu’il a une orbite
de q éléments et n —q orbites a un élément. En particulier, la signature d’une
transposition est —1.

THEOREME 19.2 Soitn € N*. L’application € est un morphisme de groupes
de (6,,0) — ({£1}, X). Lorsque n = 2, ce morphisme est surjectif.

Remarque 19.2 1l en résulte que si une permutation est la composée de k
transpositions, sa signature est (—1)*. En particulier, la parité du nombre de
transpositions dans la décomposition d’une permutation fizée est indépendant
de la décomposition choisie.

Définition 19.5 Le noyau du morphisme & noté 2, est appelé groupe al-
terné. Ses éléments sont appelés permutations paires. Les autres permuta-
tions sont dites impaires.
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19.2 Un peu de vocabulaire

Soient E et F' deux espaces vectoriels non nécessairement de dimension
finie.

Définition 19.6 Soit f : E" — F. f est dite n-linéaire ssi pour tout i €
[1,n] et (a;);z € E™ ', Papplication :

{E—>F

T — f(a17”' 7ai—17x7ai+17“' 7an>

est linéaire.
On parle de forme n-linéaires quand F' = K. L’ensemble des applications
n-linéaires est un espace vectoriel.

Remarque 19.3 Une application n-linéaire est nulle sur les n-uplets qui
contiennent un 0.
Définition 19.7 Soit f : E” — F n-linéaire. On dit que :
e f est alternée ssi f associe le vecteur nul de F' a tout n-uplet dont deux
composantes sont égales.

o [ est symétrique ssi pour tout o € &, et (x1, - ,2,) € E, f(To0), s Tom)) =
f(zla"' >$n)
e f est anti-symétrique ssi pour tout o € &,, et (zq,---,x,) € E",

f(x0(1)7 ce 7550(71)) = E(U)f(xl’ ce 7xn)
Remarque 19.4 L’ensemble des applications n-linéaires symétriques (resp.
anti-symétriques, alternées) est un sous-espace vectoriel de [’ensemble des
applications n-linéaires de E™ vers F'.

Proposition 19.3 Une application n-linéaire est anti-symétrique ssi elle
est alternée.

Remarque 19.5

o Comme toute permutation est la composée de transpositions, une ap-
plication n-linéaire f : E™ — F est symétrique (resp. anti-symétrique)
sst l'image par f d’une famille de n vecteurs dont on échange deux élé-
ments est la méme (resp. l'opposée) de celle de la famille originelle par
f.

e L’image par une application n-linéaire alternée d’une famille liée est
nulle.

Exemple 19.3 U,V <7, 7) est une application bilinéaire symétrique.
(€, ) — « AT est bilinéaire anti-symétrique.
(W, 0, W) — [W, 7, W] est trilinéaire alternée.
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19.3 Différentes notions de déterminant

19.3.1 DMotivation

On considere le systeme :

CL1’1)\1 +-- 1+ al,n)‘n = bl

a'n,l)\l +--+ a'n,n)\n = bn

d’inconnue (Aq, -+, A,).

Il peut étre interprété comme :

e MX = B, d’inconnue X € M, ;(K).

e \ixy+ -+ Az, = b d'inconnue (A, -, \,) € K?

e u(x) = b d’inconnue z € K".

En particulier, I’existence d’une solution est équivalente a la surjectivité
de u donc a l'injectivité de u qui est équivalente a 1'unicité de la solution. On
a parlé de systéeme de Cramer. Dans les chapitres précédents, on a associé a
(S) un scalaire appelé déterminant de (S), dont la non nullité caractérisait
les systemes de Cramer. On veut donc définir ce scalaire dans le cas général.

19.3.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Soit n € N et 2 un K-espace vectoriel de dimension n muni d'une base
(e1,--+ ,e,) aussi notée e.

Définition 19.8 Soit (xq,--- ,z,) une famille de vecteurs de E notée aussi
x. Pour j € [1,n], on note (a; ;); ; les coordonnées du vecteur z; dans la base
e.

On appelle déterminant de = dans la base e le scalaire :

dgt(m) = > €(U)ﬁao(i),i

O'egn

THEOREME 19.3 det, est une forme n-linéaire alternée prenant la valeur 1
sur e.

THEOREME 19.4 Une famille de n vecteurs de E est une base de E ssi le
déterminant de cette famille dans la base e est non nul.

Exemple 19.4 Soit (ug,- -+, u,_1) une famille libre de vecteurs de E, aussi
notée u. L’hyperplan H de E engendré par la famille u est ’ensemble des
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vecteurs x de E tel que le déterminant dans la base e de (uq,: -, u,_1, )
soit nul.
Une équation cartésienne de H est donc det(uq, -+ ,u,_1,2) = 0.

19.3.3 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 19.9 Soit M = (a;;)i; € M, (K). On appelle déterminant de
M le scalaire :

det(M) = > €(U)ﬁao(z’),i

O'egn

Remarque 19.6 Par définition d’une matrice de passage, le déterminant
d’une base f de E dans la base e est det(P/).

THEOREME 19.5 Soit (M, N, ) € M,,(K)? x K.

det(M?") = det(M)

det(AM) = A" det(M)

M € GL,(K) ssidet(M) # 0. Dans ce cas, det(M~1) = W.
det(MN) = det(M) det(N).

19.3.4 Déterminant d’'un endomorphisme

Soit n € N* et F un K-espace vectoriel de dimension n.

Définition 19.10 Soit v € L(E).

La formule de changement de bases et les deux derniers points du théo-
reme précédent assure que toutes les matrices représentant u dans une base
quelconque de E ont le méme déterminant, noté det(u). La définition d’une
matrice représentative assure de plus que si (e, - ,e,) est une base de E,

det(u) = deet(u((ﬁ), L u(ey))

THEOREME 19.6 Pour toute forme n-linéaire alternée f sur E et toute
famille (xq,- -+ ,x,) de vecteurs de E, on a :

flu(zr), -+ ulwn)) = det(u) f (21, - -, 20)

THEOREME 19.7 Soit (u,v,\) € L(E)* x K.
det(Id) = 1

det(Au) = A" det(u)

det(v o u) = det(v) det(u

)
u € GL(E) ssi det(u) # 0. Dans ce cas det(u™!) = dotl(u).
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19.4 Calcul de déterminant

La formule donnant le déterminant de M

det(M) = Za(a)f[lmo(i),i

octy

permet de retrouver les formules pour n = 2 ou n = 3 et de trouver certaines
propriétés de déterminants paramétrés.

Proposition 19.4 On montre aussi de plus que le déterminant d’une ma-
trice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

Comme le déterminant est multilinéaire, alterné et anti-symétrique (les
variables étant les lignes ou les colonnes de la matrice), le déterminant de M
reste inchangé quand on applique une transformation de Gauss a M.

Un pivot de Gauss (partiel) et des échanges de colonnes (ou de lignes)
permettent de ramener le calcul de det(M) a celui d’une matrice triangulaire
(en faisant attention aux changements de signes).

THEOREME 19.8 Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le
produit des déterminants de chaque bloc.

Définition 19.11 Soit (4, j) € [1,n]?.

On appelle cofacteur du coefficient en position (i,j) de M le scalaire
(—1)"*7 det(M; ;) ot M; ; est obtenue a partir de M en supprimant la i-éme
ligne et la j-ieme colonne.

THEOREME 19.9  Pour tout (i,7) € [1,n]?, on note ¢;; le cofacteur du
coefficient en position (i,7) de M.
Soit i € [1,n].
det(M) => m, c;;  (développement par rapport d la i-éme ligne)
=1
Soit j € [1,n].

n
det(M) = "myjc;;  (développement par rapport d la j-éme colonne)
i=1

Remarque 19.7 C’est une formule utile pour trouver une formule de récur-
rence ou sur une ligne (ou une colonne) avec beaucoup de zéros.

Démonstration. Soit j € [1,n]. On travaille dans 9, 1(K) muni de sa base
canonique E = (Fy, -, E,).
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On note (Cy,---,C,) les vecteurs colonnes de M.

det(M) = det(Cy, -+ ,Cj, -+, Cy)

(oW
@D

t <Cla T 7Cj—17 Zmz,]EM Cj+17 T 7Cn>

1=1

I
M= =

m; j dgt(C’l, o Ci1, B Gy, -, C)

@
Il
—

I

@
Il
—

<_1>j_1mi,j dgt(Ei, Ci,- -, Cio1,Ci, -+, C)

i 1 %
1)+
(—1)""7 det ( 0 Mw>

(1) myy; det(M; ;)

|

@
Il
A

|

@
Il
—

|

@
Il
—

mijCi,j u

19.5 Applications

19.5.1 Orientation d’un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension n € N*,

Définition 19.12 On note # '’ensemble des bases de E. On définit sur A
une relation binaire en posant :

V(b,V) € #°, BRY ssi det(t') > 0

Proposition 19.5 R est réflexive, transitive et si (b,4') et (V/,b”) ne sont
pas en relation, bRb”

Démonstration.

e La relation R est réflexive :
Soit (b, 1) € %AB? tel que bRV .

1
det(PY)

P = (PY)™! donc det(Ph) =

Donc det(P5) > 0 donc V'Rb.
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e La relation R est transitive :
Soit (b, b, V") € B> tel que bRV et ¥RV
Ona P/ =P'PY.
Donc det(P") = det(P) det(P)").
Donc det(P") > 0.
Donc bRY".
o Il existe (b, V') € %? tel que b et I ne soient pas en relation :
Il existe une base b de E. On construit une base b’ de E' en multipliant
le premier vecteur de b par —1 et en conservant les autres.
On a det(P) < 0 donc il existe (b,b') € %? tel que b et b’ ne soient
pas en relation.
o Il existe (by, b)) € %2 tel que b et b ne soient pas en relation.
Soit b € £ tel que b et b’ ne soient pas en relation.
Par construction, det(P) < 0 et det(P:é)) < 0 (non nuls car c’est une
base).
Donc det(P) det(PIfoé) > 0.
Donc det(PIfé) > 0.
Finalement, bRb;,.

Donc, pour tout (b, V', ") € %3 vérifiant b et I ne sont pas en relation
et ' et b” non plus, bRY". [ |

Remarque 19.8 Soit E un ensemble et R une relation binaire réflexive, tran-
sitive et symétrique. Pour tout x € FE, {y € FE,yRz} s’appelle la classe
d’équivalence de x modulo R, noté [z]r.

o Aucune classe d’équivalence n’est vide.

e La réunion des classes d’équivalences est F.

o Deuzx classes d’équivalences sont disjointes.

1l existe deux classes d’équivalences modulo R sur B. Chacune d’entre
elles s’appelle une orientation. Orienter E signifie choisir une des deux orien-
tations (en pratique, on fize une base). Les bases de l'orientation choisie sont
dites directes, les autres sont dites indirectes.

Exercice : On oriente Ro[X] par (1, X, X (X +1)).

Vérifier que (X + 1, X + 2, X? + 1) est une base de Ry[X] et donner son
orientation.

|
=

det(17X7x2)(1,X,X(X + 1)) =

o O =
O = O

det(1 x x2)(X +1, X +2, X2 +1) =

SR = =0

1
0 =—-1.
1

S = N
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det(1 x x2)(X +1,X+2,X?+1) <0donc (X +1,X+2,X?+1) est une
base indirecte.

19.5.2 Calcul d’inverses de matrices

THEOREME 19.10 Pour tout (i,7) € [1,n]?, on appelle ¢;; le cofacteur du
coefficient en position (i,7) de M. On appelle M la matrice (¢; ;) . )epn]?
(comatrice de M ).

M'M = MM = det(M)]I,

COROLLAIRE 19.1 Si det(M) # 0, M est inversible et M~! = dot%M)fMt.
(Utile sin =2 oun =3)

Démonstration. Soit (i,7) € [1,n]*
Le coefficient en position (i,5) de M*M est :

n
dij = > CriMmi;
k=1

e On suppose i = j. d;; = chﬂ-mk,i = det(M) (développement par
k=1
rappor a la i-éme colonne).

e On suppose i # j.
d; ; est le développement par rapport a la i-éme colonne du déterminant
de la matrice obtenue a partir de M en remplagant la i-éme colonne de
M par la j-éme colonne de M.
Donc d; ; = 0.

Donc M'M = det(M)1,. u

19.5.3 Systemes de Cramer

On suppose M inversible. Soit B € M, ;(K).
On sait que 1'équation MX = B d’'inconnue X € M, 1(K) a une seule
solution (égale & M~ B).

Proposition 19.6 Notons (z1,--,x,) les composantes de X. Pour tout
i € [1,n], on note M; la matrice obtenue a partir de M en remplagant la
i-eme colonne de M par B.

Pour tout i € [1,n], 2, = %2083
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Démonstration. On note (C1,-- -, C,,) les vecteurs colonne de M et E la base
canonique de 9, ;.

Par définition, B = leCl

i=1

det<M2) == dgt(clu e 7Ci—17 Ba Ci+17 T 7Cn>

= dgt (Cl,- .. ,C,'_l,z(l?jcj,ci-i-l,' o 7Cn)

J=1

= ij dgt(cb e 7Ci—17 Cj? Ci+17 T 70")

On en déduit le résultat. ]

Exemple 19.5 Résoudre :

r+y+z=1
() : r—y=2
y+2z=

e Méthode de Gauss :

1 1 1|1 0 -2 -1]1
[1] -1 0|2 |« | [1] -1 0]2
0 1 2|1 0 [1] 21
0 0 3|3
~|1 [ o 2|3
0 [1] 21

0 o0 [3]]3

< 1] 0o o1

0 [1] o |-1

L’unique solution de (S) est donc (1, —1,1).
e Méthode de Cramer :

1 1 1
Onpose M=|1 —1 0.

0 1 2
det(M) = —3. Le systeme étant de Cramer, il admet une seule solution
qui est :
1 1 1 1 11 1 1 1
%2 1 0,—%1 2 0 —1h -1 2
1 1 2 01 2 0 1 1
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C’est-a-dire (1, —1,1).

Remarque 19.9
o (est une méthode inefficace pour les systémes numériques et sans dis-
cussion pour les systemes paramétreés.
o (ependant, elle est limitée car elle ne gere que les systémes carrés.

Exemple 19.6 Soit m € R. Déterminer, sans pivots, ’ensemble . des

solutions de :
mr+y=m

(S): cmz—y=m+1
r+my=m-—1

On munit R? de sa base canonique ¢ et R? de la sienne notée ¢

m 1
Il existe u € L(R? R?) tel que A (u) = [m —1
1 m

On pose b = (m, m+1,m—1). .7 est 'ensemble des solutions de u(X) = b
d’inconnue X € R2.
On montre que Im(u) = Vect {(m,m, 1), (1,—1,m)}.
e Ona:
S # & ssi(m,m+1,m—1) € Im(u)
ssi (m,m+1,m —1) € Vect {(m,m,1),(1,—1,m)}
m m 1
ssi|m+1 m —1]=0
m—1 1 m

ssi3m? —4m—1=0
e Sid3m?—4m—1+#0, . = @.
e On suppose 3m? — 4m — 1 = 0. Les deux premiéres équations de (5)
n’étant pas proportionnelles et rg(u) = 2, on a :

(S) ssi {

mr+y=m

mr—y=m-++1

__L m 1
T T 2mm1 1
ssi

__im m

y= 2m m m+1

1

r=1+—

ssi - 12m
Y=73
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Chapitre 20

Espaces euclidiens

20.1 Produit scalaire sur un espace vectoriel
réel

20.1.1 Définition

Définition 20.1 Soit E un espace vectoriel réel. On appelle produit scalaire
sur E toute forme bilinéaire symétrique sur E telle que Vo € E\{0}, f(z,x) >
0 (on dit qu’elle est définie positive).
Exemple 20.1

e Pour tout n,

R*"xR" — R
P -
((1‘1,"' >xn)>(y1>"' ayn)) — szyz
i=1

est un produit scalaire sur R", appelé produit scalaire canonique.
e Sia<b,
C%[a,b],R)> — R

(Fo) = [ ) dr

est un produit scalaire sur C°([a, b], R).

@

Définition 20.2 Soit £ muni d'un produit scalaire . On appelle norme

associée a o la fonction x — /¢(x, ).

Remarque 20.1 Comme on ne manipule en général qu’un seul produit sca-
laire, on notera par la suite E un espace vectoriel et (x,y) le produit scalaire
de x ety et ||x|| la norme de x associés.
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20.1.2 Propriétés

THEOREME 20.1 CAUCHY-SCHWARZ Soit E un R-espace vectoriel muni
d’un produit scalaire. Pour tout z,y € E?, on a

[z, | <zl ]l
avec égalité ssi (x,y) est liée.

Démonstration. Soit x,y € E?. Si x = 0, on a bien le résultat. On suppose
donc x # 0. Posons
R — R
Q:

A= (Ar+y e+y)

 est positive et pour tout A € R,
2 (10112 2
e(A) = A7 lz]” 4 2X(z, y) + ||yl

qui est un polynéme de degré 2 puisque ||z|| # 0.
Comme ¢ est positive, son discriminant est négatif ou nul, ie

4z, y)? —4al* ylI* <0

ce qui conclut.
De plus, on a 1’égalité ssi le discriminant est nul ssi il existe Ay tel que
©(Xg) = 01ie Aoz +y = 0 ssi (z,y) est liée. u

Proposition 20.1 Soit (z,y) € E.
o ||z +yl>+ ||z —y|* = 2(|z||> + ||ly||*) (identité du parallélogramme)

2 2
o (r,y) = w (identité de polarisation)

Démonstration. On a

lz +yl* = (z +y,x +y) = l|z]” +2(z, y) + |y |’
2 2 2
lz—yl” = (& +y, 2 +y) = =" = 2(z,y) + [y

En ajoutant et soustrayant ces deux égalités, on obtient les résultats. m

Exemple 20.2 Soit u € L(F). On considere les deux propriétés suivantes :
e Pour tout x € E, ||u(z)] = |||
e Pour tout z,y € E?, (u(x),u(y)) = (z,y).
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Clairement le deuxieme point implique le premier.
Réciproquement, si u vérifie le premier point, pour tout z,y € E?,

(u(z), uly)) = lu(z) + uly)|| ;HU(x) —u(y)|l
Nl + )P = Jlu(z - y)|?
4
_ ||z + yH2 — ||z — y||2
4

= (z,9)

Ces deux assertions sont donc équivalentes.

20.1.3 Norme d’un vecteur

Proposition 20.2
e Vxe kL |z =0=2=0.
o V(\,x) e Rx E, [|[Az|| = || [|z]|-
o V(z,y) € B2 ||zl — [lyll | < [l + yll < llzl| + [[y].

Démonstration.
e Clair par définition du produit scalaire (défini positif)
e Pour tout (A, z), |[Mz|® = Az, Ax) = \2|jz|>.
e Soit (z,y) € E%

2 2 2 2 2
(2l + lylD* =l + yl" = ll2l” + ly ™ + 22l Iy ] = 2l = lyl° + 2{z, )
= 2(lx [ lyll = =, )

Or (z,y) < |||l llyll done (]| + [[yl)2 = [l= + y||* > 0, ce qui assure le
résultat.
En l'appliquant a x + y et —y, on trouve de plus :

[z +y =yl < llz+yll + vl

et par symétrie
Iyl = llll <l + yll

D’ou la deuxieme inégalité. [ ]

Définition 20.3 Un vecteur x € E est dit unitaire ssi ||z| = 1.
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20.2 Orthogonalité

20.2.1 Vocabulaire

Définition 20.4
e Deux vecteurs x et y de E sont dit orthogonaux ssi (z,y) =0
e Un vecteur x de E est dit orthogonal a un sous-espace vectoriel I’ de
E ssi pour tout y € F, (x,y) =0.
e Deux sous-espaces F' et G de E sont dits orthogonaux ssi pour tout
r,y € Fx G, (z,y)=0.

Proposition 20.3 Soit F' et G deux sous-espaces de E dont on suppose
connaitre deux familles génératrices (f;)icr et (g;)jes
Alorssiz € E,x L FssiViel v 1L fiet F L G ssipour tout 7,7,

fi L gj
Démonstration.
e Sipourtoutie I, x L f;.

Soit y € F. Comme f est génératrice, y = Z)\i fi-
iel

Par linéarité du produit scalaire, on a (z,y) = > N\(z, f;) = 0.
il
Donc x L F. L’autre implication est triviale.
e On suppose que pour tout (¢,7) € I x J, f; L g;.

“w
Soit x,y € F' x G. Par génératricité, on a x = Z)\ifi ety = Z g;-
iel jed;
Par linéarité,

(z,y) =D > Nipi(fig;) =0

ieljeg

Donc F' L G et I'autre implication est triviale. ]

20.2.2 Orthogonal d’une partie de F

Définition 20.5 Soit A C F non vide. On appelle orthogonal de A I'en-
semble {z € E,Vy € A, (z,y) = 0}.
Cet ensemble est noté A*.

Proposition 20.4 Pour tout A C E, A est un sous-espace de E.

Démonstration. Pour tout z € A, (x,0) =0 donc 0 € A+,
De plus, soit A\, z1, 29 € At et y € A.

(Az1 + 22,y) = M1, y) + (22,y) =0
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Donc Az + 2o € AL, =

20.2.3 Familles orthogonales

Définition 20.6 Soit I un ensemble, (7;);c; € E7.
o (z;)icr est dite orthogonales ssi pour tout (i,5) € I? vérifiant 7 # j,
(i, xj) = 0.
e (2;)ier est dite orthonormale ssi pour tout (4,7) € I?, (z;,z;) = d; ;.

THEOREME 20.2 Soit I un ensemble fini, (x;);cr une famille orthogonale.
x est libre ssi pour tout © € I, x; # 0. En particulier, toute famille
orthonormale est libre.

Démonstration. La premiere implication est triviale. Réciproquement soit A
telle que Z)\Z‘SL’Z’ = 0.

i€l
Soit 7 € 1. On a

0= <55j= Z)\z$2> =" Nlaj, @) = A |l
=y el

Comme z; # 0, A; = 0. Donc z est libre. [ |

THEOREME 20.3 PYTHAGORE Soit I un ensemble fini non vide, v € E'.

2
in = Z ’|$z‘||2-

1€l i€l

Si x est orthogonale,

Démonstration.

D i

el

(53

iel i€l

= ZZ<$2’ xj)

ieljel
= Z@u l’z>

el

=3 llzl’ u

el

Remarque 20.2 La réciproque est fausse sauf pour Card(l) € {1,2}.
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20.3 Cas de la dimension finie

20.3.1 Définitions

Définition 20.7 On appelle espace euclidien tout R-espace vectoriel de
dimension finie muni d’un produit scalaire.

Exemple 20.3 R”"™ muni de son produit scalaire canonique est un espace
euclidien.
Soit £/ un espace euclidien dont on suppose avoir trouvé une base ortho-

normale e = (e1,- -, €,).
Soit z,y € E? de coordonnées (1, ,x,) et (yi,--- ,y,) dans e.
T,Y) = ZZ%%’(%%) = lefz'yi
i=1j=1 i=1

Donc on peut se ramener a R™ par le choix d’une base orthonormale.

20.3.2 Existence de bases orthonormeées

THEOREME 20.4 Soit E un espace euclidien non réduit a {0}. Toute famille
orthonormale de E se compléte en une base orthonormale de E.

COROLLAIRE 20.1 Tout espace euclidien non réduit a {0} admet une base
orthonormale.

Démonstration.
e Soit a une famille orthonormale de E. On note £ 'ensemble des surfa-
milles orthonormales de a.
Tous les éléments de € ont au plus dim(F) éléments et a € £, donc on

a une surfamille de a de cardinal maximal notée (eq,--- ,¢e,).
e Par construction (ey, - - - , e,) est libre et orthonormale. Supposons qu’elle
ne soit pas génératrice.
p
Il existe alors z € E'\ Vect {e1, - ,e,}. Onpose v =z — > (z,¢;)e;.
i=1
x # 0 sinon z € Vect {ey,--- ,e,}. De plus, pour j € [1,p],
p
(z,e5) = (z,e5) = > (z,€;){e;, e5) =0
=1
Donc ¢; L et (€1, -+, ep, o) est orthonormale.
Or c’est une surfamille de a a p + 1 vecteurs, ce qui est absurde. Donc
(€1, ,e,) est génératrice. C’est donc une base. n
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COROLLAIRE 20.2 Soit E un espace euclidien, F' un sous-espace de E.
e F®F+=F
o It est le seul sous-espace de E, orthogonal et supplémentaire d F.

Démonstration.

e Soit x € FNFL.
Par définition (z,z) = 0 donc x = 0.
L’autre inclusion étant triviale, F N F'+ = {0}.

e Si F'= FE ou F = {0}, le résultat est trivial.

e On note p = dim(F') et n = dim(E).
Il existe (e,---,e,) base orthonormée de F' et (epi1,---,e,) tel que
(e1,- - ,e,) soit une base orthonormée de F.
On ae; € F* pour j € [p+ 1,n]. On a donc trouvé une famille libre
de n — p vecteurs de F*.
Donc dim(F+) > n — p et dim(F) + dim(F*) > n.
Or dim(F) + dim(F+) = dim(F + F*) + dim({0}) = dim(F + F*).
Dou F + F+ = FE.
Enfin, F@ F+ = E.

e Soit GG un sous-espace de E tel que GO F=FE et ' L G.
On a alors G C F*. De plus, dim(G) = dim(E) — dim(F) = dim(F*)
donc G = F*. n

COROLLAIRE 20.3 Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
FJ_J_ — F

Démonstration. On a FF @ F+ = E et F+ @ F++ = E donc par unicité,
F = F+ n

1
Définition 20.8 Onnote FG=FEssi F&eG=Fet FF 1L G.
THEOREME 20.5 RIESZ L application

E — L(E,R)

P F —- R
a —
z —  (a,z)

est un isomorphisme. Par conséquent, pour toute forme linéaire f, il existe
un unique a € E tel que f = (a,-).

Démonstration. 1l existe une base orthonormale (e, - ,e,) de E. Soit f €
L(E,R).
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e On pose a =Y f(e;)e;. Pour tout j € [1,n], (a,e;) = f(e;).
i=1
Donc (a, -) et f sont deux formes linéaires qui coincident sur une base.
Elles sont donc égales.
e Soit a,b € E? tel que f = (a,-) = (b,-).
Pour tout « € E, (a —b,z) =0 donc |la —b||> =0 et a = b. u

Exemple 20.4 On se place dans R? euclidien canonique. La base canonique
e = (e, €9, e3) est orthonormale.
On définit

. R® — R R® - R R* — R
[ €y ! €q !
V@) = T g =y T Ly 2

(e1,e3,€3) est une base de L(R3 R). Soit ¢ Iisomorphisme précédent et
a = aie; + age + ases.

¢(a) a pour coordonnées (ay, as, az) dans (e}, es, el).
Remarque 20.3 Soit f : R? — R. Sous certaines hypothéses, on peut associer
a f et a un triplet a € R® une application linéaire L, telle que f(a+ h) =
£(@) + La(h) + o (IAI).

Soit a € R3. L, € L(R*R) et ses coordonnées dans (e}, e, el) sont
(55 (a), 5(a). g (a)).

ox 7 Qy 0z
Classiquement, on note L, = df (a) et e] =dx, ey =dy et ey =dz. On a
alors o7 o7 o7
@) = 5Ha)do + 5@ dy + 5 (o) d:

De plus, par le theoreme de Riesz, il existe un unique vecteur appelé gra-
dient de [ en a et noté grad f(a) tel que, pour tout h € R3,

df (a)(h) = (grad f(a), h)

20.4 Projection orthogonale

20.4.1 Définition

Définition 20.9 Soit E un espace euclidien et F' un sous-espace de E. On
appelle projection orthogonale ¢ sur F' la projection sur F' parallelement a

Ft.

Remarque 20.4 Soit (e1,-- -, e,) une base orthonormée de F'. Il existe (eps1,- -+ ,€n)
tel que (e1,- -+ ,e,) soit une base orthonormée de E.
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Soit x € E. On sait que v = > (x,¢€;)e;.
i=1

n

p
q(x) = 2(%@%](62‘) = 2(55762‘)62'

Exemple 20.5 On travaille dans R"™ euclidien canonique. On pose H 1'hy-
perplan dont une équation cartésienne est x1 + ---+ x, = 0.

On cherche la matrice dans la base canonique de la projection 7 orthogo-
nale sur H.

((1,-1,0,---,0),---,(1,0,---,0,—1)) est une base de H. Or %(1,--- 1)
est orthogonal & tous les vecteurs de cette base donc il appartient a H*.

Comme H est un hyperplan, la dimension de H+ est 1 donc —=(1,---,1)

7n
est une base de H+. Donc

R* — R"
Id —7 : T+ -+,
(21, @) 1T(1’...71)
Et
R* — R"
T
(xla >xn) — (xla"' >xn) - o i _'_xn(la : 7]-)
n
Ainsi,
1—1 _1 _1
-1 11
%b(ﬂ‘):In——Jn: n n
n : _ 1
_1 111

avec J, = (1); ;.

Remarque 20.5 On a, pour tout x,y, (p(x),y) = (x,p(y)).

20.4.2 Distance d’un vecteur a un sous-espace

Définition 20.10 Soit E un espace euclidien, I’ un sous-espace de F, xy €
E.

On appelle distance de xy a F et on note d(zo, F') le réel 12}5 |z — zo]|.

THEOREME 20.6 Awvec les notations précédentes et q la projection orthogo-
nales sur F,

d(xo, F) = [lzo — q(o) |
De plus, pour tout y € F, ||xg — y|| = d(xo, F') ssi y = q(xg).
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20.4.3 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 20.11 Soit F un espace vectoriel de dimension n # 0 dont une

base est (x1,- -, 2,). On construit (e1,--- ,e,) en posant :

® 61 =T

e Vk € [1,n—1], ex41 est la projection orthogonale de 1 sur Vect {ey, - - - ,ek}L.
THEOREME 20.7 Pour tout k € [1,n], (e1,- - ,ex) est une base orthogonale

de Vect {xy, - ,x1} et (e, xx) > 0.

Démonstration.
e On procede par récurrence. Pour tout k € [1,n], on pose Hy : « (e1,- -+, ex)
est une base orthogonales de Vect {zy,- -, 2} ».

e ¢ = x; donc H; est vraie.
e Soit k € [[1,n — 1] tel que Hy soit vraie.

Soit p la projection orthogonale sur Vect {ey, - - - ,ek}L. Par construc-
tion, exr1 = P(Tpt1)-
Pour j < k, (ex+1,€j) = (Tr+1,p(ej)) = 0. Donc (eq, -, ext1) est

orthogonale par Hy.
De plus, zg11 ¢ Vect{zy, -+ ,x1} = Vect{ey, - ,er}. Donc zp 1 ¢
Ker(p) et exy1 # 0, donc par Hy, (e, -+, exs1) est libre.

Enfin, zp41 — €xy1 = Tpy1 — p(@hq1) € Vect {zy, -+, 24} donc epqq €
Vect {z1, -+ , 2511} Or, pour j < k, e; € Vect {x1, -, 211}

Don (eq, -+ ,ery1) est une famille orthogonale libre de k + 1 vecteurs
dans Vect {xq,- -+ ,xx11} qui est de dimension k + 1 donc c’en est une

base orthogonale et Hy,, est vraie.
e Le principe de récurrence finie conclut.
o (x1,e1) = ||x1]|*. Or 2y # 0 donc (21, e;) > 0.
e Soit k € [2,n]. On note p la projection orthogonale sur Vect {e;, - -+ ,ex_1}.

(en, zr) = (p(zx), 2 = (P(ax), 25 — plax)) + lp(@i)|* = [lex]

Or e, # 0 car il fait partie d’une base. Ainsi, (eg, xx) > 0. [ |

Définition 20.12 Formules générales Formules d’orthogonalisation :

€1 =T
k—1
Tk, €;
Vk € [[Q,n]],ek =Ty — Z< ik ;>61
= el
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Formules d’orthonormalisation :

I
€1 =
[zt
k—1
Vk € [2,n], ¢, =z — > (zk, )
i=1
e/
Vk € [2,n],er = —f
€l

Exemple 20.6 Orthonormaliser la base canonique de R3[X ] pour le produit

scalaire (P, Q) v [ PO dt.

On pose :
P(]:l
| = o <X7P0> )
1Pol|”
2 2
P2:X2_<X7F;1> 1_<X7P20>P0
[Pyl | Foll
3 3 3
P3:X3—<X’P22> 2_<X>P21> 1_<X7P20>P0
1P| 51l [l

OnadoncPlzX—%,P2:X2—X-|-%etP3:X3_%X2+%X_%‘

inai (Lo Py Py P3
Ainsi (IIPoll’ BT TR ||P3||) est orthonormale.
THEOREME 20.8 Soit E un espace euclidien de dimension n dont une base
est (xq1,- - ,xy,). Il existe une unique base (by,--- ,by,) orthonormale et telle
que :

o Vk € [1,n], Vect {xy,--- ,xx} = Vect {by, -, by}
o Vk € [1,n], (wg, by) > 0.

Démonstration. On a vu l'existence précédemment. Soit (0}, - - -, b),) qui convient.

e Ona:
Vect {b;} = Vect {x1} = Vect {V]}
Donc b; et b} sont colinéaires. Comme by # 0, il existe A tel que 0] = \b;.
Or 1 = ||b)|| = |A] ||b1]] = |A| done A = £1.
De plus, (z1,b]) > 0 donc A(xy,by) >0 donc A > 0et A = 1.

Donc b, = b}.

e Soit k € [2,n]. On considere lorthogonal F' de Vect{wy,---,xp_1}
dans Vect {x1,- -,z }. Par construction dim(F') = 1.
Or (bg, b)) € (F\ {0})? donc Vect {b;} = Vect {b.}. Comme précédem-
ment, on montre by = by, ce qui conclut quant a l'unicité. [ ]
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Chapitre 21

Groupe orthogonal

21.1 Automorphisme orthogonal

E est un espace euclidien non réduit a {0}, de dimension n et muni d’une
base orthonormale e = (eq,- -+, e,).

21.1.1 Définition

Définition 21.1 On appelle automorphisme orthogonale de F tout auto-
morphisme u tel que pour tout x,y € E?, (u(z),u(y)) = (x,y).
On dit que u € O(E).

Proposition 21.1 O(FE) C GL(E).

Démonstration. Soit u € O(F) et x € Ker(u).
0 = (u(z),u(x)) = (x,z) donc z = 0. Par conséquent, Ker(u) = {0} donc
u est bijective (dimension finie). u

Proposition 21.2 les symétries orthogonales sont des automorphismes or-
thogonaux.

Démonstration. Soit s une symétrie orthogonales. Il existe un sous-espace F
et E telle que s soit la symétrie par rapport a F'.

I
Soit z,y € E. Ces vecteurs se décomposent sur FOF+ = Eenx = 21+
et y =y1+yo.
(s(2),5(y)) = (21 — T2, 41 — y2) = (@1, Y1) + (T2, ¥2) — (21, 92) — (T2, 1)
(z,y) = (v1,y1) + (72, 92) + (T1,92) + (T2, 1)
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Or (z1,y2) = (xg,y2) = 0 donc

(s(w),s(y)) = (w1, y1) + (72, 2) = (7, %) u

Définition 21.2 Les symétries orthogonales par rapport a des hyperplans
s’appellent des réflexions et celles par rapport a un sous-espace de dimension
n — 2 s’appellent retournements.

21.1.2 Caractérisations algébriques

THEOREME 21.1 Soit u € L(E). u est un automorphisme orthogonal ssi
pour tout x € E, ||u(x)| = ||z

THEOREME 21.2 Soit u € L(E). u est un automorphisme orthogonal ssi
(u(eq), -+ ,ule,)) est une base orthonormée.

Démonstration.
= Clair
< wu transforme une base en une base donc u € GL(F).
Soit x,y € E? de coordonnées (1, ,x,) et (yi,--- ,y,) dans e.

(u(e), u(y)) = Zzy (u(er), ule)) = zzxy = (2,9)

Donc u € O(FE). [

21.1.3 Caractérisation matricielle

THEOREME 21.3 Soit u € L(E) et M = M.(u).
u€e O(FE) ssi M* x M = 1I,,.

Démonstration. On note M = (m;;); ;-
u e O(E) = Vi,j, (u(ei),u(ej)) = 6i,j

n n
& Vi, j, szt,iml,j<€ta e) = 6ij

t=11=1
n

& Vi, 7, th,imt,j = 0;
=1

& MM =1, |

Définition 21.3 Soit M € M, (R).
On dit que M est orthogonale ssi M'M = I,, ssi MM = I,,. L’ensemble
de ces matrices est O, (R).
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Remarque 21.1 M.(u) € O, ssi u € O(E) a condition que e soit orthonor-
male.

Tout élément de O,, peut étre interprété comme une matrice de change-
ment de base entre deux bases orthonormales. En particulier, si e et € sont
deuz bases orthonormales, (P )™ = (PS)!.

21.1.4 Structure de O(FE)

THEOREME 21.4
e Pour tout M € O,,, det(M) = £1.
o (O, x) est un sous-groupe de (GL,(R), x).
o {M € O,,det(M) = 1} est un sous-groupe de O,, noté SO,, et appelé
groupe spécial orthogonal.
o Les éléments des SO,, s’appellent les rotations.

Démonstration.

o M'M = I, donc det(M)?* = 1.

e ['I, =1, donc O, # &@.
Soit M, N € 0%. On a (MN){(MN) = N'M!MN = N'N = I, donc
MN € O,.
De plus, M'M = I,, donc M est inversible. On a de plus M* = M~}
donc M= (MYt =1, et M~ € O,.
O,, est donc un sous-groupe de GL,,.

o M +— det(M) est un morphisme de groupes entre O, et {£1}. Son
noyau est un sous-groupe de O,,. [

21.2 Etude quand dim(E) = 2

21.2.1 Etude de O(E)

E est un plan muni d’'une base (eq, e3) orthonormée.
THEOREME 21.5 Soit u € L(E).

1.
u € O(FE)\ SO(E) ssi il existe (a,b) € R? tel que M.(u) = <Z —ba> ot
a? + v = 1.

Démonstration. Siu € SO(FE), on note M = <Z 2) sa matrice dans e.
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On a M'M = I, et det(M) = 1 donc :

a?+vr=1
ac+bd =0
A+d?=1
ad —bc=1

Sia=0,0=1,bd = 0et bc = —1 donc (b,c,d) = (1,—1,0) ou
(b,c,d) = (—1,1,0). On a bien a = d, b= —c et a* + b* = 1.

Sinon, on trouve

a’ 4+ b =
bd
= ——
a
+d* =
ad —bc=1
Donc I’Z—ijLdz:ldonc Z—z =1let d=caavec e ==+1.
On a alors ¢ = —¢b. En utilisant ad — be = 1, on trouve e(a® + b?) = 1 et
e=1.
Ainsi, a = d et b = —c. L’autre implication est triviale et on montre de
méme le deuxieme point. [ ]

COROLLAIRE 21.1 SO(E) est abélien.

COROLLAIRE 21.2 SO(E) est formé des composées de deux réflexions.
O~ (E)=0(FE)\ SO(FE) est l’ensemble des réflexions.

Démonstration.
e Toute réflexion appartient & O~ (FE). Réciproquement, soit u € O~ (E).

. b
Sa matrice dans e est M = (Z —a) avec a® + b* = 1.
On a M? = I, donc u est une symétrie, distincte de +Id puisque
det(M) = —1. u est donc une réflexion.

e La composée de deux réflexions appartient bien a SO(E) puisqu’elle
appartient & O(E) (groupe) et son déterminant est (—1)% = 1.
Réciproquement, soit u € SO(FE). Il existe une réflexion s de E et on
peut écrire u = so (sou).
sou € O(E) et det(sou) = —1 donc s o u est une réflexion et on a
bien écrit u comme composée de deux réflexions. [ ]
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21.2.2 Complément sur SO(FE)

THEOREME 21.6 Soit u € SO(FE). La matrice représentative de u dans une
base orthonormée directe est indépendante de la base orthonormale directe
choisie. Si e est une base orthonormée directe, alors il existe a € R tel que
~ (cos(a) —sin(a)
Me(w) == <sin(a) cos(a) )
«, défini a 2w pres, est appelé mesure de ’angle de la rotation u.

Démonstration. Soit u € SO(FE), e et € deux bases orthonormées directes.
Mo (w) = (P M () P

Or P € Oy et son déterminant vaut 1 car e et ¢’ sont directes. Donc
P¢ € SO,, donc commute avec ., (u).

Dot Mo (u) = Me(u). n

Proposition 21.3 Les mesures d’angles de rotation sont changés en leur
opposé quand on change I'orientation du plan.

Démonstration. Soit e et ¢ deux bases orthonormées d’orientation diffé-
rentes. La matrice P de passage de e a ¢ appartient a O, donc elle s’écrit

<a b)aveca2+62:1.
b —a

a0 =P (G0 ) 7 (e i)

THEOREME 21.7 Si w € O (E), il existe (e1,e3) base de E telle que

1 0
At = (5 )

Démonstration. 11 suffit de prendre e; € Ker(w—1Id) unitaire et e, € Ker(w+
Id) unitaire. u

Proposition 21.4 Pour tout a € R, on note r, la rotation dont une mesure
de 'angle est a.

R = SO(E)
7 la = Ta
est un morphisme surjectif de noyau 27Z.

Démonstration. Cette proposition est équivalente (via le choix d’une base
orthonormée directe) a montrer que

R — SOQ
(Ch . <cos(a) —sin(a))

@ sin(a)  cos(a)
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est surjective de noyau 2nZ.
Soit (a, B) € R2.

(a) cos(B) — sin(a) sin(5) —sin(f) cos(a) — sin(a) cos(ﬁ))
(6) sin(a) + sin(f) cos(a) —sin(a) sin(B) + cos(a) cos(p)
(v +

(
B <cos B) —sin(a+ B))
sin(a+ ) cos(a+ )
= Y(a+p)

Q
@}
|92}

1 est donc un morphisme. Le théoreme précédent assure sa surjectivité.
De plus, 1(«a) = I ssi cos(a) = 1 et sin(a) = 0 ie a € 27Z. u

Proposition 21.5 Soit u et v unitaires. Il existe une unique rotation r telle
que r(u) = v.

Démonstration. On complete u en une base (u,w) de E. Les coordonnées de
v dans cette base sont notées (a, b).

Comme r(u) = v, la matrice de u est obligatoirement <Z a ) Récipro-

quement, on vérifie que cette rotation convient. [ ]

Définition 21.4 Soit (u,v) € E? non nuls. Il existe une unique rotation r
telle que r(pr) = m-

Toute mesure de r s’appelle mesure de l'angle (u, v).

Remarque 21.2 La mesure est définie modulo 2m. Elle change de signe quand
on change [’orientation.

Notons o« = mes(u,v) et w tel que (ﬁ,w) soit une base orthonormée
directe. Alors on a r() = cos(e) i + sin(a)w

On a donc <”u” ”v”> <||Z||’T(ﬁ>> = cos(a).

Donc (u,v) = |jul| ||v]| cos(a) et de méme [u,v] = ||u||||v|| sin(c).

21.3 FEtude quand dim(E) = 3

21.3.1 Complément sur O(FE)

Définition 21.5 Soit E un espace euclidien orienté, P un plan de E. Pour
orienter P, on choisit un vecteur w € P+.

Les bases directes de P sont alors les bases (u,v) telles que (u, v, w) soit
une base directe de E.
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THEOREME 21.8 Soit u € L(E).
u € SO(FE) ssi il existe une base orthonormée e de E et (a,b) € R? tel

1 0 0
que a*> + 0> =1 et M (u)= |0 a —b
0 b a
u € O™ (E) ssi il existe une base orthonormée e de E et (a,b) € R? tel
-1 0 O
que a> +b*=1et M u)=| 0 a —b
0 b a

Remarque 21.3 Soituw € SO(E)\{Id}. Ker(u—Id) est une droite appelée aze
de u noté A. On choisit une orientation sur A, ce qui donne une orientation
du plan AL. Or cet espace est stable par u, et u induit une rotation (plane)
sur icelui. Cette rotation est caractérisée par une mesure de son angle, qu’on
appelle mesure de l’angle de u.

COROLLAIRE 21.3 Les éléments de SO(E) sont les composées de deux ré-
flexions. Ce sont aussi les composées de deuzr retournements.

Les éléments de O~ (E) sont les réflexions et les composées de trois ré-
flexions.

Démonstration.
e Soit u € SO(FE) \ {Id}. Il existe A axe de u. On note @ = ufa:.
o € SO(A1) donc il existe Ay, Ay deux droites de At tel que @ =
SA, O SA,-
On pose P, = Vect {A U A} et Py, = Vect {A U Ay}. On vérifie alors
que u = sp, o $p, en travaillant sur A puis At. Le cas de Id est trivial.
Réciproquement, la composée de deux réflexions appartient bien a SO(FE).
e Soit u € SO(E). On a vu que u = Sp, 0 Sp,.
Or, pour toute symétrie s, —s est un retournement et v = (—sp,) o
(—sp,) donc u est la composée de deux retournements.
Réciproquement, la composée de deux retournements appartient & SO(FE).
e Déja fait. ]

21.3.2 Détermination pratique

Exemple 21.1 On travaille dans R3 euclidien canonique orienté par la base
canonique. On pose A = Vect {(1,1,0)}, orienté par (1,1,0).

Déterminer la rotation 7 d’axe A et dont une mesure de I'angle est % dans
la base canonique.

— - - = =
On pose @ = —5(1,1,0), j = (0,0,1) et k = @ A j :%(1,—1,0).
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e = (?,?,?) est orthonormée directe. La matrice de r dans e est
10 0
0 3 —%
0% 3
1 0 1
De plus, la matrice de changement de bases est % 1 0 —1| quiest

0 v2 0

orthogonale, donc son inverse est sa transposée.
On trouve alors la matrice recherchée :

L3 1 V6
V6 V61

Proposition 21.6 Soit u € SO(F) \ {Id} et k un vecteur unitaire de 1'axe
de u orientant cet axe. On note a une mesure de 'angle de u. Pour tout
x € FE tel que x L k, u(x) = cos(a)x + sin(a)k A x.

Démonstration. Soit x € E'\ {0} orthogonal & k. On consideére la base ortho-
normée directe e = (k, =%, k A |§”)
1 0 0
La matrice de u dans e est [0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a )
En particulier, u(p;) = cos(a) iy + sin(a)k A ¢35
Ainsi, on a la formule, qui reste vraie en 0. [ ]

ek

Exemple 21.2 On travaille dans R? euclidien canonique orienté par la base
canonique c. Soit u € L(R3) de matrice dans c :

(8 1 4
|44 -7
1 8 4

Montrer que u est une rotation, déterminer son axe et une mesure de son
angle a.

On vérifie que [Ju(cy)|| = 1 = JJu(e)|l, que (u(cy1),u(ca)) = 0 et que
u(er) Au(ey) = u(es). u est donc une rotation.

Ker(u — Id) = Vect{(—3,1,1)} qu’on oriente par ( 3,1,1). Comme
(0,1,-1) L (=3,1,1), u(0,1,—1) = cos(a)(0, 1, —1) + sina) (2 3,3).
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Donc :

)
=,
=
£

w

n
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/-\é‘
R
~—
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n

—

=
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Q
~—

|
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oo

cos(a) + =

w
Z.
=

—cos(a) + =

2
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Chapitre 22

Compléments de géométrie
affine

22.1 Espaces affines réels

Un espace affine réel F est un ensemble non vide de points reliées par des
vecteurs, vérifiant la propriété de Chasles. L’ensemble de ces vecteurs forme
un R-espace vectoriel é) appelé direction de E. Pour tout (m,n) € E?,
I'unique vecteur d’origine m et d’extrémité n est noté mn. De plus, pour
tout m,? e B x B, on note m + 7 le point n tel que mn =7,

Un point o de F et une base e de E étant données, tout point m de FE est
caractérisé par la donnée des coordonnées du vecteur or dans la base e. On
dit que le couple (o, €) est un repere cartésien de E. Cette vision des choses
est plus que suffisante en pratique pour traiter les probléemes de géométrie.
Ce chapitre a pour but d’aller plus%oin?

m
Définition 22.1 On appelle espace affine réel tout triplet (E, E, @) formé

d’un ensemble non vide E, d'un E-espace vectoriel B dont on note + la loi
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interne et d’une loi externe @ sur F a domaine d’opérateurs ﬁ tel que
e Pour tout (a, 2, 7) € E x 32, (e )Y =a® (T + ).
e Pour tout (a,b) € E?, il existe un unique T e Etlqueb=a® 7.
On note alors @ = a
Remarque 22.1 Soit (E, B @) un espace affine réel et a € E.
Il eaiste @ € E tel que aEB7 =a. On a de plus w7 = (@e 7)o =

a® 27 donc par unicité 7 —_)2? done 7 = O . Ainsi, le seul vecteur qui
relie un point a lui-méme est 0 .

Proposition 22.1
e Pour tout (a,b) € F?, ab =0 gi a=b.
e Pour tout (a,b,c) € E? ab + b_c) = at.

e Pour tout (a,b) € E?, ab = —ba.
Démonstmtz_'o)n
e ab= 0 ssia® % =a®0ssia= =] b par la remarque précédente.
OOnagGB(a%ijc a@%)@bc:b@bc:c:a@ac.Parunicité
ab + bj al.
ﬁ
%—I—b :%:()donca?:—ba. [ |

Remarque 22.2  Soit ﬁ un R-espace vectoriel. Le triplet ( E B ) est un
espace affine. On dit qu’on a muni de sa structure affine canonique. In-
tuitivement, le méme objet appartenant a E peut étre vu comme une fleche
ou comme [’ extremzte de cette méme fléche dont [’origine est le vecteur nul.
Dans ce cadre, % b —

Cette structure est del@cate d manipuler a cause des confusions entre
points et vecteurs puisque les poi%ts sont des vecteurs.

)

a
—
Par la suite, F, F et 69 désignent trois espaces affines réels dont les di-

rections sont B, ? et 8 On note + la loi & de la définition.
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22.2 Sous-espaces affines

22.2.1 Définitions et propriétés

Définition 22.2 On dit qu’une partie V' de E est un sous-espace affine de
E ssi il existe un point a € E et un sous-espace vectoriel de tel que
V={meE, am, € 7} Le cas échéant, le sous-espace vectoriel 7 associé a
V' est unique et appelé direction de V.

Remarque 22.3 On associe a tout sous-espace affine le vocabulaire connu
pour les sous-espaces vectoriels via la notion de direction. Ainsi, on appelle
dimension d’un sous-espace affine la dimension de sa direction.

Une droite de E est alors un sous-espace affine de dimension 1, ie une
partie de E de la forme a+R7Z. De méme, un plan de E est un sous-espace
affine de dimension 2, ie une partie de E de la forme a + RZ + RY avec
7, 7 non colinéaires.

Remarquons enfin que les points de E sont exactement les sous-espaces
affines de E de dimension 0.

Proposition 22.2 Avec les notations précédentes,
e Pour tout a,b € V2, % € 7
e Pour tout (b, 7) € V x 7, b+ eV.

Exemple 22.1 La notion de sous-espace affine apparait souvent dans le
cours parce que cette structure est celle des solutions d’une équation linéaire.

Plus précisément, si E et ? sont considérés comme des sous-espaces
affines, et si u € L(E, F'), on sait que pour tout b € F', I'ensemble des
solutions de u(7) = T dinconnue T € E est soit vide, soit de la forme
xo + Ker(u) avec z une solution particuliere de ’équation considérée, ie un
sous-espace affine de direction Ker(u).

Ceci étant, mettre un nom sur la structure des ensembles de solutions
des équations linéaires ne nous aide absolument pas a résoudre ces équations
linéaires. . .

Définition 22.3 _§0it V et W deux sous-espaces affines de F _c)le directions
respectives 7 et W. On dit que V est parallele a W ssi 7 cW.

22.2.2 Propriétés de stabilité

Proposition 22._5)3 Soit V' et W deux sous-espaces affines de F de direction

respective 7 et W.SiVNW # @, alors VNW est un sous-espace affine de
. . -

E de direction 7 Nnw.
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Démonstration. Si VNW # @ il existe a dedans. Soit m € F, on remarque
quem e VNWssim e Vetm e W_s)sum € vetme W ssi am € \_}HW.
Finalement, V"W =a + 7 Nnw. [ ]

COROLLAIRE 22.1 L’intersection de deux sous-espaces affines supplémen-
taires Vet W de E est un singleton.

Démonstration. 11 existe (a,b) € V x W. Par hypothése, il existe (27, Y) €

%
7 x W tel que % =7+ 7 On remarque alors que le point b — 7 (égal a
a—l—?) appartient a VW, qui en devient non vide. La proposition précédente
assure alors que V N W est de dimension nulle. C’est donc un singleton. =

THEOREME 22.1 Soit V' un sous-espace affine de E. Tout barycentre de
points de V' est un point de V.

Démonstration. Soit n € N*| (ay,---,a,) € V" et (A,---,\,) € R" de
somme non nulle. Il existe m € V. On remarque que le barycentre g de la
famille pondérée ((ai, A1), -+, (an, \n)) vérifie :
1 s o
mg = ————— —(AMymaj + - - - + \,may,
& L )
Orpourtouti,WEVdonc@EVetgev. [ |

Exemple 22.2 Soit V' un sous-espace affine de E. Montrons que £\ V
n’est pas un sous-espace affine de E.

Ce point est clair si V = FE car un sous-espace affine n’est pas vide.
Supposons donc V' # E. 1l existe alors a € E'\ V. Comme V # & il existe
aussi b € V.

On pose alors ¢ = a + Qa%. Sic € V, alors b et ¢ sont dans V' donc
(bc) C V. Or a € (be) donc a € V, ce qui est absurde.

On a donc trouvé deux points a et ¢ de £\ V dont le milieu n’appartient
pas a £\ V, qui n’est donc pas un sous-espace affine de F.

22.3 Applications affines

22.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 22.4 Soit u : E — F. On dit que u est affine ssi il existe une
application U € L(ﬁ,?) telle que pour tout (m,n) € E? u(m)u(ni =
o (mn).

Le cas échéant, U est unique et est appelée partie linéaire de wu.
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Remarque 22.4
e La définition est équivalente & u(m + ) = u(m) + () pour tout
(mT)eExE. m+7

m—l—? —u

L

o Soita € E etu:E™ F. On suppose qu’il existe U € L(B, ?) telle

que pour tout m € E, u(a)u(m; — W (am). La relation de Chasles et
la linéarité de U assurent que

w(m)u(n = w(@)u(n)—ula)a(m) = T (@) - (@) = T (@—ar) = 7 ()

On en déduit que u est affine. La réciproque étant claire, on en déduit
une caractérisation des applications affines.
En particulier, pour montrer qu’une application est affine, on fixe un
point a € E (prendre un point fize de u simplifie les calculs) et on
montre que ar — u(a)u(m; de B dans F est linéaire.

e Soit u une application de E dans E possédant un point fixe a. On peut
appliquer la méthode précédente dans notre cas particulier (trés usuel).
Montrer que u est affine revient a prouver que [’application am

au(m) de E dans lui-méme est linéaire. Si on identifie les points de E
avec les vecteurs de l’espace vectoriel 8 = {aﬁ m € E}, montrer que
u est affine revient a prouver que u est linéaire de 8 dans lui-méme et
on peut alors utiliser les outils de ’algébre linéaire.

e Par définition, une application affine est entierement déterminée par la
donnée de sa partie linéaire et par l'image d’un point de son espace de
départ. Ainsi, pour tout f € L(B, ) et (a,b) € E x F, il existe une
unique application affine u de E vers I de partie linéaire [ telle que
u(a) =b.

La partie unicité de [’écriture donne une méthode pratique pour montrer
que deux applications affines sont égales : on montre [’égalité des parties
linéaires et [’égalité en n point de E.
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Proposition 22.4 1l existe une unique application affine qui envoie trois
points non alignés d’un plan sur trois points donnés d'un espace affine. On
peut généraliser a quatre points non coplanaires d’un espace de dimension 3.

Démonstration. Soit (a,b,c) € E non alignés et (a’,0/,c) € F3. Comme
(%, @) est une base de E, il existe une application linéaire f : B — ? telle
) = =7
que f(ab) = 't et f(at) = d'c.
11 existe alors une unique application affine u de E vers F' de part_ie> linéaire
f et telle que u(a) = a’. On a alors u(b) = u(a) + f(a%) =d +dV =0 et
u(c) =¢.
On remarque que u est la seule application qui convienne. [ ]

Remarque 22.5 Pour montrer que deux applications affines sont égales, mon-
trer qu’elles donnent la méme image de trois points non alignés d’un plan,
ou de quatre points non coplanaires d’un espace de dimension 3.

Définition 22.5 On appelle transformation affine de E toute application
affine bijective de £ dans E. L’ensemble d’icelles est noté GA(F).

Proposition 22.5 Soit u affine de F dans E. u est bijective ssi U Dest.

Démonstration. Soit a € E. On remarque que pour tout m € F,

w(m) = a < u(@yu(m) = wa)e < T (@h) = ula)a

Si W est bijective, m possede alors un unique antécédent 7 par U,
L’équation u(m) = a admet donc une unique solution, a savoir a + 7. Par
conséquent, u est bijective.

La réciproque est facile. [ ]

THEOREME 22.2 Soit u (resp. v) une application affine de E vers F (resp.
de F vers G) de partie linéaire 0 (resp. 7) Alors v owu est une application
affin de E vers G de partie linéaire Vo,

Démonstration. Soit (m,n) € E?. Par définition, (v o u)(n) = v(u(n)) =
v(u(m) + o (mn)) = v(u(m)) + 7 (7 (mn)).

Donc (v o u)(n) = (vou)(m)+ (¥ o &)(mn). Comme la composée de
deux applications linéaires est linéaire, o o U est linéaire.

v ou est donc affine de partie linéaire T od. [ ]
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22.3.2 Exemples

Définition 22.6 Soit v/ € ﬁ On appelle translation de vecteur o I’ap-

plication
i E — F
T \m o= m4+@

Proposition 22.6 Les translations de F sont des transformations affines
de F de partie linéaire égale a I'identité de B Réciproquement, une appli-
cation affine de F dans E de partie linéaire égale a l'identité de E est une
translation.

Démonstration. Soit ¥ € E. Pour tout (m,n) € E% ty(n) = n+ 0 =
m +mn + U = to(m) + 1d(inn).

Donc t4 est une application affine de partie linéaire Id. Comme Id est
bijective, t aussi. (On aurait pu montrer que la composition de t+ et t_z
dans les deux sens faisait Id).

Réciproquement, si f est une application affine de partie linéaire Id, on

prend a € E et on appelle ¢ la translation de vecteur af(a). t et f ont méme
partie linéaire et ¢(a) = f(a). Donc t = f. n

Définition 22.7 Soit a € E et A # 0. On appelle homothétie de E de
centre a et de rapport A\ I'application :

ha)\Z

)

F —- FE
m o a-+\amh

Proposition 22.7 Les homothéties de E de rapport \ sont des transfor-
mations affines de partie linéaire A Id. Réciproquement, pour A ¢ {0, 1}, une
application affine de E dans E de partie linéaire A Id est une homothétie de
rapport A.

Démonstration. Soit (a,\) € E x R*. Pour tout (m,n) € E? hyx(n) =
a + Aan = a+ Aamh + A = hgx(m) + AId(m#).

L’homothétie h,  est donc une application affine de partie linéaire AId.
Comme A # 0, AId est bijective donc h, » est une transformation affine. (On
aurait pu montrer que la composée de h, et h, 1 dans les deux sens faisait
Id)

Réciproquement, soit f une application affine de partie linéaire A Id avec
A ¢ {0,1}. On prend b € E. Montrons que f admet un point fixe. Soit
m € E.

1
"X

f(m):m(:)m:f(b)jt)\%(:)m:b—l—ﬁm

Pierron Théo Page 213 Tous droits réservés



CHAPITRE 22. COMPLEMENTS DE GEOMETRIE AFFINE

Finalement, f admet un unique point fixe noté a. On pose alors h I’homo-
thétie de centre a et de rapport A\. On remarque que h et f ont méme partie
linéaire et coincident en a, donc f = h. [ ]

Définition 22.8 Soit V' et W deux . Sous-espaces affines de E supplémen-
taires de direction respective et W. Pour tout m € E, I'unique point
d’intersection de W avec m + V' est appelé projection de m sur W paralle-
lement a V. L’application p de E dans E qui a tout point m de E associe
sa projection sur W parallelement a V est appelée projection de E sur W
parallelement a V.
Proposition 23).8 Cette application est affine de partie linéaire le projec-
teur de E sur W par rapport a
Démonstration. Soit (m,n) € E*. On note m’ = p(m) et n’ = p(n) et on
H %
remarque que mn = m'n’ + (mm’ — nn'). Or par définition de p, m'n’ € W
— —>
et (mm’,nn’) € 7 donc mm’ —nn’ €
Ainsi, m/n’ est Pimage de mn par le prOJecteur de E sur W parallelement
a 7 qu'on note . Dot m'n’ = ?(ﬁ), ui est QED. [ |

Définition 22.9 Soit V' et W deux espaces affines de E supplémentaires et
A € R*. On appelle affinité de rapport A, de direction V' par rapport a W
Papplication définie par :

E — FE
u
m = m+(1—XN)mp(m

ou p désigne la projection sur W parallelement a V. On appelle symétrie de
E par rapport a W parallelement a V' ’affinité de rapport —1 par rapport a
W de direction V.

Proposition 22.9 Une affinité est une transformation affine.

Démonstration. On prend a € W. Comme p(a) = a, u(a) = a+(1—\)ad = a.
On remarque alors que pour tout m € E, en notant ? la partie linéaire de
b,

au(m;:m—i-(l— A)mp(m
_ @ + (1 — ) (it + ap(m))
= Xam + (1 — Np(a)p(m
= Aamh + (1 — \) P (am)
= (A Id+(1 — N 7)) (am)
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Comme AId+(1 — \)7 est linéaire, u est affine.
Montrons que cette application linéaire est injective. Soit 7 dans son
— —

noyau. On a A7 + (1 =\ (7)) = 0.

On decompose T =Y+ 7 sur 7@W Onaalors A7 +(1—-\)7 = K
e Y+ 7 =0.

Comme V et W sont supplémentaires et A # 0, ona § = O = 7 donc
7 = 0. On a donc I'injectivité, puis la bijectivité car on est en dimension
finie. [ ]

22.3.3 Représentations d’une application affine

On munit F et F' d’un repere cartésien (o,¢) et (o',€’). Soit u : £ — F
de partie linéaire U est m € E.

On note X le vecteur colonne des coordonnées de m dans (o, e), A celui
de u(o) dans (0, €’) et Y celui de u(m) dans (¢, ¢'). On sait que

o'u(m) = o'u(os + u(o)u(m) = o'u(o) + U (om)

On sait traduire cette écriture vectorielle dans la base ¢/. En effet, le choix
des notations assure que le vecteur colonne des coordonnées de o'u(m) et

o u(oi dans ¢’ dont X’ et A. De plus, le vecteur colonne des coordonnées de
o, dans e est X donc celui de i (omh) dans ¢’ est .4, ()X. Finalement,

= A + %@,e’(ﬁ)X

Dans le cas ou E = F et o 0 = u(0), A = 0 et l'expression finale
est semblable a celle d'une application linéaire. Pour obtenir ’expression
analytique de la partie linéaire deu entre deux bases e et ¢’ de E et F', il suffit
donc de supprimer les constantes apparaissant dans 1’expression analytique
de u entre deux reperes de E et F associés a e et €.

Exemple 22.3 On suppose que F est un espace affine de dimension 3
muni d'un repeére R = (o, 7, j, k). Soit P le plan de E dont une équation
cartésienne dans R est v +y + 2 = 3 et B la droite de ﬁ donc un vecteur
directeur est _z')+2 J —?. On cherche une expression analytique de u, affinité
par rapport au plan P de direction B et de rapport 3.
e Solution géométrique : soit m € E de coordonnées (z,y, z) dans R. On
note m’ le projeté de m sur P parallelement &
Par définition, m’ € P et mmiﬁ OIl_S)&lt donc que 2’ +y' + 2 =3
et qu'il existe u € R tel que mm' = pu( 4 +2] — k)iea —x = p,
Yy —y=2puetz —z=—pu.
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En injectant ces trois équations dans la premiere, on dét_srmige ,u_)
. On peut alors écrire u(m) = m—2mm’ =m—2u( 1 +2 5 — k
Finalement, une expression analytique de u dans R est
R — R
(r,y,2) — (2r4+y+2z—-3,2r+3y+22—6,—x—y+3)

- = — - =
e Avec une bise adaptée. On note e= (4,7, k)etonpose U=1i-7,
V=10 —ketd=i +2 45 — k. On a ainsi construit une base ¢’ de
E dont les deux premiers vecteurs forment une base de ? La matrice

).

3—zr—y—=2
2

représentative de la projection ? sur ? parallelement a B est alors
élémentaire a déterminer. Comme la partie linéaire de u est 3 Id —2?,
on sait que

M(W) = P Mo (W) PG = P (313 — 2.4.(P)) P

Donc
1 1 1\/to00\/1 1 1\" 2 1
M(U)=|-1 0 2]|[o1o0][-1 0 2 =12 3
0 -1 —-1/\o o3/ \o -1 -1 1 -1

Il existe donc (a, 3,7) tel qu'une expression analytique de u soit
R} — R?
f .
(r,y,2) — (Qe+y+z+a,2r+3y+22+08,—x—y+7)
Comme le point a de coordonnées (1,1,1) dans R appartient a P, il

est fixe par w et f(1,1,1) = (1,1,1). On détermine alors «a, 8 et v et
on retrouve ’expression précédente.

Remarque 22.6
e On aurait pu éviter d’introduire o, 3,y en raisonnant comme suit. Soit
m de coordonnées (x,y, z) dans R. Comme a est fixe par u, on sait que
o (am) = au(m), done, si on note (z',y',2') les coordonnées de u(m)
dans R, on a

-1 2 1 1 z—1
y—1]1=12 3 2|[|y—-1
2 —1 -1 -1 0/ \z—1

On retrouve alors le méme résultat.

e La méthode algébrique est ici plus longue que la méthode géométrique.
En revanche, si E est euclidien, et si l'affinité considérée est orthogo-
nale et qu’on travaille dans des bases orthonormales, on a des méthodes
efficaces de recherche d’expressions analytiques.
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22.3.4 Images de parties du plan par des applications
affines

THEOREME 22.3  Soit u une application affine de E dans F de partie li-
néaire U . L’image par u d’un sous-espace cg‘?ne V de E de direction 7 est
un sous-espace affine de F de direction U (V).

Démonstration. Par définition, il existe a € FE tel que V = a + 7 Soit
me k.

m € u(V) ssi il existe n € V tel que m = u(n) ssi il existe 7 € V
tel que m = u(a 4+ ') ssi il existe 7 € V tel que m = u(a) + o (7) ssi
m € u(a) + 7(7)

Finalement, u(V) est le sous-espace affine de F' de direction 7(7) et
contenant u(a). n

Remarque 22.7 1l existe un théoréme similaire sur les images réciproques
de sous-espaces affines par des applications affines, mais il est plus délicat
car l'image réciproque put aussi étre vide, et d’un intérét pratique moindre.
Notons que le résultat précédent, combiné avec les résultats connus d’algebre
linéaire assurent les points suivants :

e L’image d’un sous-espace affine V par une application affine bijective
est un sous-espace affine de méme dimension que V.

e Dans le cas général, l'image d’un sous-espace affine par une application
affine u est un sous-espace affine de dimension inférieure ou égales a
celle de V.. On en déduit que les images de points alignés (resp. copla-
naires) par une application affine sont des points alignés (resp. copla-
naires).

e Les images de deux sous-espaces affines paralléles par une application
affine sont des sous-espaces affines paralléles.

Un des intéréts des propriétés précédentes est de fournir une méthode
simple pour prouver qu’une application donnée n’est pas affine : Pour prou-
ver qu’une application entre deux espaces affines n’est pas affine, il suffit de
trouver (propriété existentielle) trois points alignés dont les images ne le sont
pas, ou bien deux droites paralleles dont les images ne sont pas paralleles.

Attention, l'image d’une droite peut étre un point, qui est paralléle a n’im-
porte quoi puisque de dimension 0.

THEOREME 22.4  Soit u une application affine de E dans F. Soit n € N*,
(a1, ,a,) € E™ et (A1, ,A\p) € R" tel que \y +---+ X\, #0.

L’image paru du barycentre g de la famille pondérée de points (A1, aq), - - -
est le barycentre de ((A1,u(ay)), -, (An,u(ay))).
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Démonstration. Notons U la partie linéaire de u. On a

)\1971>+---—|—>\n97n:6> donc 7()\1971)—!----%—)\ gay) =
donc M\ (gaj) + - 7(@) -0

donc Alu(g)u(al; + -+ Nu(g)u(an) = f
qui est CQFD. [ ]

Remarque 22.8 On a donc encore une méthode pour montrer qu’une applica-
tion n’est pas affine (qui admet de nombreuses variantes) : il suffit de trouver
un segment |a,b] dont l'image du milieu n’est pas le milieu de [u(a),u(b)].
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Chapitre 23

Compléments de géométrie
euclidienne

23.1 Introduction

23.1.1 Vocabulaire

Dans ce chapitre, E est un espace affine euclidien, il un espace affine dont
I’esapce vectoriel sous-jacent est euclidien. On note n sa dimension (supposée
non nulle) et E sa direction. Le produit scalaire et la norme sont notés (-, -)
et ||-||. L’objectif du chapitre est la description des applications affines de
dans E qui conservent les distances dans la cas ou n € {2,3}.

Les notions euclidiennes associées aux espaces euclidiens sont aussi as-
sociées aux espaces affine via la direction d’iceux. On peut donc parler de
sous-espaces affines orthogonaux, donc de projection, symétrie et affinité or-
thogonale.

Définition 23.1 On appelle distance euclidienne entre deux points m et n
de E la norme de mr. On la note d(m, n).

Proposition 23.1 Pour tout (m,n,p) € E3,
e dim,n)=0ssim=n
e d(m,n)=d(n,m)
e [d(m,p) — d(p,n)| < d(m,n) < d(m,p)+d(p,n).

23.1.2 Isométries d’un espace affine euclidien

Définition 23.2 On appelle isométrie de E toute transformation affine u
de F dans E telle que pour tout (m,n) € E?, d(u(m),u(n)) = d(m,n).
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Remarque 23.1 Soit u une isométrie de E. Comme u est une application
affine, elle conserve le parallélisme, l'alignement et envoie les sous-espaces
affines de E sur des sous-espaces affines de E. Comme u est bijective, elle
conserve les dimensions des sous-espaces affines. Comme u conserve les dis-
tances, elle envoie les spheres de E sur les sphéres de méme rayon.

THEOREME 23.1 Une transformation affine de E est une isométrie de E
ssi sa partie linéaire appartient a O(FE).

Démonstration. Soit (m,n) € E? et u une transformation de E. On remarque

que d(u(m),u(n)) = d(m,n) ssi on a |u(m)u(n ’ = ||mn|| ssi || (mn)|| =

i

Donc u est une isométrie ssi @ conserve la norme ssi @ € O(E). n

Définition 23.3 L’ensemble des isométries de F, noté Is(F), est un groupe
pour la loi de composition. L’ensemble des isométries dont la partie linéaire
appartient & SO(E) est un sous-groupe de Is(E) noté Is*(E), et appelé
groupe des déplacements de E.

Enfin, les éléments du complémentaire de Is™ (F) dans Is(E), noté Is~ (E)
sont appelés antidéplacements de FE.

23.2 Transformations planes

Ici, E est un plan affine euclidien orienté.

23.2.1 Description des isométries planes

Définition 23.4 On appelle rotation de E de centre o € E toute application
[+ E — E telle qu'il existe r € SO(E) vérifiant

£ — E
f'{m — o+ r(om)

Remarque 23.2 Une rotation est un déplacement de E. On appelle centre
d’une rotation distincte de [’identité ['unique point fixe d’icelle. De plus,
I’étude des angles d’une rotation vectorielle assure que sio € E et a € [0, 27|,
la rotation de centre o et dont une mesure de l’angle est a est une ap-

plication f : E — E vérifiant pour tout m € E, |om| = of(m;’ et
mes(om, of(m;) =a.

Réciproguement, ces deuz conditions caractérisent f, qu’on notera r,,
dans la suite.
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THEOREME 23.2 Les déplacements de E sont les translations et les rota-
tions.

Définition 23.5 Pour toute droite D de E on note sp la réflexion d’axe D
et pour tout U e E, on note t4 la translation de vecteur .
Lemme 23.2.1
Soit D et D' deux droites paralleéles de E. En désignant par 0 I'unique
vecteur de Bl tel que D' = D + 7, on a Spo0Sp = tyg.

Réciproquement, toute translation de vecteur e E peut s’écrire comme
sprosp ol D est une droite quelconque de direction (R¥)* et D' = D + g

Démonstration. 1l existe a € D. On note b la projection orthogonale de a sur
D'et W = a?. La translation t- envoie a sur b donc D sur D' ie D' = D+ /.
Par construction sp(a) = a donc spr o sp(a) = a + 2ab = tg%a). De
plus, sp et spr ont méme partie linéaire, a savoir la réflexion d’axe D, donc
la partie linéaire de leur composée est Id ie la partie linéaire de t57, ce qui
assure ty7 = Spr O Sp.
La réciproque est une simple réécriture de ce qui précede. [ ]

Lemme 23.2.2
Soit D et D’ deux droites de E sécantes en o et telles quune mesure de
I'angle orienté (ﬁ) soit @ (mod 7).

Alors spr o sp est la rotation de centre o et dont une mesure est 2«
(mod 2)w. Réciproquement, toute rotation de centre o et de mesure 5 peut
s’écrire comme la composée spr 0 sp ou D est une droite quelconque passant

par o et D’ 'unique droite passant par o formant un angle orienté de g avec
D.
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Démonstration. Soit m € E, on note m' = sp(m) et m” = sp,(m’). Comme
les réflexions conservent les distances et comme o est fixe sous 'action de sp
et sp/, on sait que d(o,m) = d(o,m’) = d(o,m”). On peut aussi remarquer
que

—_—
— — —

mes(om, om’) = 2mes(D, (om’)) mod 27 et mes(om’,om”) = 2mes((om’), D”) mod 27

—_—
o 4 7y
Donc mes(om, om”) = 2mes(D, D’) mod 2.
Finalement, on obtient spr 0 sp = 74 2q.
La réciproque est aussi une réécriture de ce qui précede. [ ]

Fin de la démonstration du théoréme. Par construction les translations et les
rotations sont dans Is™ (E). Réciproquement, soit f € Is™(E). Il existe a € E.

On note ¢ la translation de vecteur af(a) et h = fot™1.

On remarque que h est un déplacement et h(f(a)) = f(a). Un changement
d’origine assure que h est l'identité ou une rotation. Dans le premier cas, f
est alors une translation. Dans le second, f est la composée d’une rotation h
et d’une translation ¢, chacune distincte de I'identité.

Dans ce cas, notons « €]0, 27[ une mesure de 'angle de h et VekE \ {0}
le vecteur de t. On note D la droite de direction (R7)* passant par a.

Soit D" la médiatrice de [m,h(m)] ou m € D \ {a} est fixé. On pose
D'=D-Z%

2

On a alors hot = (sprosp)o (sposp) = sprosp. f est dont une
rotation de centre D” N D’ et d’angle dont une mesure est «.

D’ou le théoreme. |
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ol

N[

D/

Remarque 25.3 On constate aussi que tout élément de Is*(E) se décompose
en une composée de deux réflexions.

23.2.2 Rappels sur les similitudes planes

Définition 23.6 Soit A € R7. On appelle similitude de rapport A toute
transformation affine f de E telle que pour tout (m,n) € E?, on ait d(f(m), f(n)) =
Ad(m,n).

Proposition 23.2 Les similitudes de E sont exactement les composées
d’une isométrie de F et d'une homothétie de F.

Démonstration. Soit A > 0 et s une similitude de rapport A. Soit h une
homothétie de rapport i La transformation h o s conserve évidemment les
distances donc est une isométrie. On écrit alors s = h™'o(hos), ce qui prouve
le résultat.

Réciproquement, si A # 0, h une homothétie de rapport A et ¢ une isomé-
trie de E alors h o i est une transformation affine qui multiplie les distances
par |A|, donc est une similitude de rapport |\|. u

Une transformation affine f de F est une similitude de E de rapport
A>0ssi AU € O(E).

L’ensemble des similitudes de £ muni de la loi de composition usuelles est
un groupe. L’ensemble des similitudes de E de partie linéaire dans {Au, A >
0,u € SO(E)} est une sous-groupe du groupe précédent noté ST (FE), dont
les éléments s’appellent similitudes directes de E.

Enfin, toute similitude de rapport A > 0 envoie un sous-espace affine de
E sur un sous-espace affine de F de méme dimension, un cercle de rayon
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r > 0 sur un cercle de rayon Ar et conserve le parallélisme et l'alignement.
Toute similitude directe conserve les mesures des angles orientés de droites
et de vecteurs.

23.3 Description des isométries directes en
dimension 3

Dans ce paragraphe, dim(£) = 3.

23.3.1 Quelques éléments de Is*(E)

Définition 23.7 On appelle rotation de E tout déplacement de E admet-
tant un point fixe.

Soit v un déplacement de E admettant un point fixe a € E. L’étude
des rotations vectorielles assure, via un changement d’origine, que u = Id
ou u admet exactement une droite de points invariants, auquel cas sa partie
linéaire U est une rotation vectorielle.

Finalement une rotation uw de E est l'identité ou admet une droite D
de points invariants, appelée axe de u. Dans ce cas, on peut orienter D par
le choix d'un vecteur directeur unitaire @ de D, puis orienter (]RE?)L de
maniere compatible avec le choix de W. u est alors caractérisée par la donnée
de W et d’une mesure de I’angle de la rotation vectorielle .

Définition 23.8 On appelle vissage de E toute composée d’une rotation et
d’une translation de vecteur appartenant a la direction de I’axe de la rotation
(quelconque si la rotation est 'identité).

Proposition 23.3 L’ordre dans ’écriture des éléments composant un vis-
sage est indifférent.

Démonstration. Soit r une rotation de E distincte de I'identité, d’axe D et t
une translation de vecteur @ appartenant a D \ {0}. Comme 7 = Id, rot
et tor ont méme partie linéaire. Or ces deux applications donnent les mémes
images des points de D. On en déduit rot =tor. ]

23.3.2 Description de Is"(F)

THEOREME 23.3 Il est clair que les translations, les rotations et les vissages
sont des déplacements. En fait ce sont les seuls.
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Pour tout sous-espace affine V' de E (plan ou droite), on note sy la

symétrie orthogonales par rapport a V. Pour tout U e E, on note t4 la
translation de vecteur .

Lemme 23.3.1

Soit V' et V’ deux sous-espaces affines paralleles de E. Si U désigne I'unique

vecteur orthogonal a V' et tel que V! =V + W, alors sy o sy = tow.
Réciproquement toute translation de vecteur o s'écrit comme la compo-

sée sy o sy ou V est un sous-espace affine quelconque de direction incluse
dans (R¥) et V! =V + g

Démonstration. Comme dans le plan. [ ]

Lemme 23.3.2

Soit P et P’ deux plans de FE d’intersection égale a une droite A, orientée
par un vecteur non nul e E Notons II un plan orthogonal & A orienté
de maniere compatible avec A, D (resp. D’) l’intersectiﬁr_l\de P (resp. P’) et

II. On pose aussi a une mesure de ’angle de droites (B, 17) Alors spr o sp
est la rotation d’axe A, orienté par E), dont une mesure est 2.
Réciproquement, toute rotation d’axe A, orienté par & € B \ {0} et de
mesure 3 peut s’écrire comme composée sprosp ol P est un plan quelconque
contenant A et P’ est I'unique plan contenant A et tel que la mesure de

/:
(?L, P'L) mesuré dans (RW)* orienté de maniére compatible avec W soit
B

5
Démonstration. La réflexion sp laisse clairement II globalement invariant et
induit sur II la symétrie axiale d’axe D. De méme, la réflexion sp: laisse 11
globalement invariant et induit sur II la symétrie axiale d’axe D’.

Il s’ensuit que spr o sp induit sur II I'application spr o sp ie la rotation
plane de de centre D N D’ et donc une mesure de I'angle est 2a. De plus,
comme sSp et sps laissent A invariante point par point, il en est de méme de
leur composée.

Finalement, on peut trouver 4 points non coplanaires en lesquelles sp/osp
coincide avec la rotation d’axe A orienté par W et dont une mesure de I’angle
est 2« (trois points non alignés de I et un de A\ IT). D’ou I’égalité des deux
applications.

La réciproque est une simple réécriture de ce qui précede. [ ]

Lemme 23.3.3
Soit D et D" deux droites de E sécantes en 0. Notons A la droite passant par
o et orthogonale auﬁplan P engendré par D et D’. On oriente A par le choix

d’un vecteur & € E et P de maniére compatible.
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On désigne par a une mesure de ’angle de droites (ﬁ) mesuré dans
P.

Alors sprosp est la rotation d’axe A orienté par Z?, dont une mesure est
2.

Réciproquement, toute rotation d’axe A orienté par W et de mesure 15}
peut s’écrire comme composée spr o sp ou D est une droite quelconque sé-
cante avec A (en o) et orthogonale & A, et D’ I'unique droite passant par o,
orth%gonale a A et telle que la mesure de 'angle (ﬁ), mesuré dans A+
soit 5.

Démonstration. Similaire a la démonstration précédente. [ ]

THEOREME 23.4 Les vissages de E sont les composées de deux symétries
axiales orthogonales.

Démonstration.

e Montrons qu'un vissage v se décompose en produit de deux symétries
axiales orthogonales. Ce point est déja établi si v est une translation
ou une rotation. On suppose donc que v est caractérisé par son axe
A (orienté par &), par une mesure de son angle o €]0,2n[ et par un

— . -
vecteur U # 0 de translation dans A.
Il existe IT un plan orthogonal & A, qu’on oriente de maniére compatible
davec . On note {a} = ANIL 1 existe deux droites D et D’ de II

passant par a telles qu'une mesure de I'angle (D/,ﬁ) soit 5.
On appelle D" = t% (D'). Les lemmes précédents assurent que la ro-
tation d’axe A dont une mesure de I'angle est « est (spr o sp et que
tw = Sprv o Spr.
On en déduit que v = spr o sp.

e Soit D et D" deux droites de E. Si ces droites sont coplanaires, spospr
est une translation ou une rotation par la partie précédente.
Dans le cas contraire, on note A la perpendiculaire commune a ces
deux droites, et D’ la projection de D” sur le plan orthogonale a A
contenant D. On remarque que spr» 0 Sp = (Spr 0 Sp/) o (Spr 0 Sp).
Or spr o spr est une translation de vecteur appartenant a la direction
de A et sposp est une rotation d’axe A. Donc spr o sp est un vissage,
dont 'axe est la perpendiculaire commune a D et D”. [
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A

Remarque 23.4 Comme on sait décomposer toute symétrie axiale orthogonale
en produit de deux réflexions, tout vissage de E se décompose en produit de
quatre réflexions. Réciproquement, la composée de quatre réflexions est un
déplacement de E.

THEOREME 23.5 Is*(E) est I’ensemble des vissages de E. C’est donc aussi
I’ensemble des composées de quatre réflexions.

Démonstration. Par construction, les vissages de E sont dans Is™(E). Réci-
proquement, soit f € Is*(E). On prend a € E et on note t la translation de

vecteur af(a) et h = fot~'. On remarque h est un déplacement et que f(a)
est fixe pour h.

Un changement d’origine assure que h est 'identité ou une rotation. Fina-
lement, on a trois cas possibles pour f : f est une translation ou une rotation,
auquel cas, c’est un vissage, ou f est la composée d’'une rotation h et d’une
translation ¢, chacune distincte de I'identité. Dans ce cas, si le vecteur de t
appartient a la direction de I'axe de h, f est clairement un vissage.

Dans le cas contraire, on note A I'axe orienté de h, o €]0, 27| une mesure
de langle de h et W # T le vecteur de t. On appelle D la droite f(a) +
(W%—Rﬁf (qui est bien une droite vu que U ¢ X), D = t_%(D) et D"

—

la droite passant par a, orthogonale a A et telle qu'une mesure de (D, D")
dans le plan A+ (orienté de maniére compatible avec A) soit . On a déja
vu que f =sprospett=sposp.

On en déduit f = sprospr, qui est la composée de deux symétries axiales
orthogonales, donc un vissage. [ ]
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A
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Chapitre 24

Polynémes a une indéterminée
a coefficients dans un corps

Ici, K vaut R ou C.

24.1 Définitions générales

Définition 24.1 On appelle suite presque nulle d’élément de K toute suite
a d’éléments de K tel que le support de a : supp(a) = {n € N,a, # 0 soit
fini.

Définition 24.2 On appelle polynéme a une indéterminée a ccefficients
dans K tout suite presque nulle d’éléments de K.

On note leur ensemble K[X]. On appelle polynéme nul dont tous les
coefficients sont nuls.

Définition 24.3 Soit P un polynéme non nul de K[X]. On appelle degré
de P et on note deg(P) le plus grand élément du support de P.
On appelle ceefficient dominant de P le coefficient d’indice égal a deg(P).
Un polyndme est dit unitaire (ou normalisé) ssi il est non nul et de ccef-
ficient dominant égal a 1.

Remarque 24.1 Par convention deg(0) = —oo. L’ensemble des degrés est
donc NU {oo} qu’on peut munir d’une addition et d’une relation d’ordre.

On peut donc définir les polynomes constants comme ceuz de degré négatif
ou nul.

Définition 24.4 On appelle indéterminée de K[X] le polynéme de K[ X |dont
les coefficients sont tous nuls sauf celui d’indice 1, égal a 1. Ce polyndéme est
noté X.
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CEFFICIENTS DANS UN CORPS

24.2 Structure algébrique

24.2.1 Lois de composition

Afin de définir des opérations, il faut vérifier qu’elles donnent des suites
presque nulles.

Proposition 24.1 Soit a et b deux suites presque nulles. On note P et ()
les polyndémes associés et on pose A € K.

e Sin > deg(P)+ 1 alors Aa,, =0

e Sin > sup(deg(P),deg(Q)) + 1 alors a, + b, =0

e Sin > deg(P)+ deg(Q) + 1 alors > agb,_j, =0

k=0

Démonstration. Les deux premiers points sont évidents.

Si P ou @ est nul, c’est clair. Dans le cas contraire, on pose p = deg(P)
et ¢ = deg(Q).

Soit n >p+q+ 1.

Par définition, pour tout k& € [p + 1,n], ax = 0 et pour k € [0,p],
n—k>n—p=>=q+1donc b,_ =0.

On a donc Zakbn_k =0. [

k=0

Définition 24.5 Pour tout polynomes P et ) de suites a et b, on définit :

[ PQ = (iakbn_k>
« \P— ("

Remarque 24.2 Tout polynome non nul s’écrit comme produit d’un polynome
unitaire et de son cefficient dominant.

Exemple 24.1 Pour tout p, X? est le polynéme donc tous les ceefficients
sont nuls sauf je p® qui vaut 1.

Proposition 24.2 Pour tout (P, Q) € K[X]?

o deg(P + Q) < sup(deg(P), deg(Q))
o deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Démonstration. On a déja vu le premier point et que deg(PQ) < deg(P) deg(Q).
La deuxieme inégalité est claire si P ou @ est nul. On les suppose donc
non nuls et on note p et ¢ leurs degrés et a et b les suites correspondantes.
Le ccefficient d’indice p 4+ ¢ de PQ) est

pt+q p—1 p+q
Zakprrq—k = Zakbpﬂ—k + apby + Z akbptq—rk
k=0 k=0 k=p+1
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Pour tout £ > p+1, a; = 0 et pour tout £k <p—1, b1, = 0.
Donc le ceefficient d’indice p + ¢ de PQ est a,b, # 0.
Donc deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). [

Remarque 24.3
e deg(P + Q) < sup(deg(P), deg(Q)) ssi deg(P) = deg(Q) = p et a, =
—by.
e On peut vérifier que le ceefficient constant (resp. dominants) de PQ) est
le produit des ceefficients constants (resp. dominants) de P et Q). En
particulier le produit de deux polynomes unitaires est unitaire.

24.2.2 Structure algébrique

THEOREME 24.1 (K[X],+,) est un K-espace vectoriel.

Définition 24.6 On note K, [X]'ensemble des polynomes de K[X] de degré
inférieur a n.

Proposition 24.3 C’est un espace vectoriel dont une base est (1, X, -+, X™).

THEOREME 24.2 (K[X],+, X) est un anneau commutatif donc les éléments
inversibles sont les polynomes constants non nuls.

Démonstration. On a déja vu que (K[X], +) est un groupe abélien. 1l faut
démontrer que X est associative, commutative, distributive par rapport a +
et possede un neutre.

On sait déja que x est commutative et que 1 est un neutre.

Soit P, (), R trois polynémes de suites respectives a, b et c.

(PQ)R = ( i bq) c:( za: chr)

pg=ny, prgtr=n,

La symétrie en a, b et ¢ assure 'associativité.

P(Q+R) = <Zn:ak(bn_k +cn_k)> = <I§akbn_k> +<§akcn_k> = PQ+PR

k=0 n n n

Comme X est commutative, elle est distributive par rapport a +.

De plus, les polynomes constants non nuls sont inversibles et si P est
inversible, on a @ € K[X] tel que PQ = 1 donc deg(P) + deg(Q) = 0 donc
deg(P) =0 et P est constant non nul. [

Remarque 24.4 K[X] n’est pas un corps, mais il est intégre.
De plus, pour tout \, P,Q € K x K[X]?, (A\P)Q = P(\Q) = A(PQ) doc

on peut ne pas écrire les parentheéses.
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24.2.3 Ecriture des éléments de K[X]

On remarque que, en notant 1 le neutre multiplicatif de K[X], a-14+b-1 =
(a+b)-1et (a-1)x (b-1) = (ab) - 1. On peut donc confondre éléments de
K et polynémes constants.

De plus, on peut écrire tout polynéme défini par a comme la somme finie :

> X

neNy,

Définition 24.7 Soient P et () deux polynémes. On note P = Z X"

neN,

On pose Po () = Z%Q" qui est obtenu en substituant ) & X dans
neN
I’écriture de P.

P o @ est bien un polynéme de degré deg(P) deg(Q).

Remarque 24.5 11y a unicité du cefficient de X™ dans [’écriture de ZanX".
neN

24.3 Divisibilité et division

Définition 24.8 Soit (P, Q) deux polynomes. On dit que P divise () ou
que P est un diviseur de @) ou que @ est un multiple de P et on note P | @
ssi il existe R € K[X] tel que @ = PR.

Remarque 24.6
o SiP|Q, alors Q@ =0 ou deg(P) < deg(Q).
o P|Q et @] P ssideg(P) < deg(Q).

Définition 24.9 On dit que deux polynémes P et @) de K[X]| sont associés
ssi il existe A # 0 tel que P = \Q.

THEOREME 24.3 DIVISION EUCLIDIENNE Soit A, B deuz polynémes avec
B # 0. Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que A = BQ + R et
deg(R) < deg(B).

Q@ et R sont les quotient et reste de la division euclidienne du dividende
A par | diviseur B.

Démonstration.
e Soit p = deg(B). Si p =0, c’est évident. On suppose p > 1 et on note
b le coefficient dominant de B. De plus, pour tout m, on pose

H,,: VA € K[X] tel que deg(A4) < m,3(Q, R) € K[X]*,A= BQ+R et deg(R) < de,
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Pour tout m < p, H,, est vraie.
Soit m tel que H,, soit vraie et A tel que deg(A) < m + 1.
Sideg(A) < m+1, H,, assure le résultat. Sinon, on note a le coefficient
dominant de A.
On a deg(A — ab™' X™"'PB) < m donc il existe (Q, R) tel que A —
ab ' X™1PB = BQ + R donc A = (ab!X™"P + Q)B + R, ce
qui conclut. Donc H,,.; est vraie et le principe de récurrence assure
I’existence.

e Soit Q, R, @', R tel que BQ + R = BQ' + R’ et deg(R) < deg(B) et
deg(R') < deg(B).
Ona (Q —Q)B = (R — R') donc comme deg((Q — Q")B) = deg(Q —
Q') + deg(B), si Q # @', deg(R — R') > deg(B). Contradiction.
Donc Q@ =Q et R=R'. [ |
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Chapitre 25

Arithmétique des polynomes

25.1 Généralisation

Lemme 25.0.1
Soit £ un sous-groupe de K[X] qui est aussi un idéal.
Alors il existe P € K[X] tel que & = PK[X].

Démonstration. Comme & est un groupe, 0 € £. {0} est de la forme proposée
donc on suppose € # {0}.
e [’ensemble des degrés d’éléments non nuls de £ est non vide donc
minoré. Il existe donc P € £ non nul de degré minimal.
Par construction PK[X] C €£.
e Soit ) € £. Comme P # 0, il existe A, R tel que Q = PA+ R et
deg(R) < deg(P).
Ona PA € & donc R € € et on a finalement R = 0.
Donc Q = PA d’ou 'inclusion. [ ]

Remarque 25.1 PK[X]|NQK[X] et PK[X]|+ QK[X] vérifient les hypothéses
du lemme, donc on peut définir le pged et le ppecm de deux polynomes.

Proposition 25.1 PK[X]| = QK[X] ssi P et () sont associés.

Démonstration. Une implication est évidente. Montrons 1'autre.

Ona P |Qet Q| P donc P=(Q =0 oudeg(P) = deg(Q).

Si P ou @ est non nul alors P et () ont méme degré et il existe R tel que
P = RQ.

On a de plus deg(R) = 0 donc P et ) sont associés. u

Remarque 25.2 On en déduit que toute partie vérifiant les hypothéses du
lemme, il existe P unitaire ou nul tel qu’elle vaille PK[X].
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25.2 Notion de pgcd et ppcm

Définition 25.1 Soit (P, Q) € K[X]?.

Il existe un unique polynéme nul ou unitaire divisant P et () et tel que
tout autre diviseur commun de P et () le divise. Icelui est appelé pged de P
et @ noté P AQ.

Il existe un unique polynéme nul ou unitaire multiple de P et @) et qui
divise tout autre multiple commun a P et (). Icelui est appel ppcm de P et
@ noté PV Q.

On dit que deux polynémes de K[X| sont premiers entre eux ssi leur pged
vaut 1.

Proposition 25.2 Pour tout (P,Q, R) € K[X]? tel que R soit unitaire.
PANQ=QAP
PRAQR=R(PANQ)
PVvQ=QVP
PRV QR=R(PVQ)
THEOREME 25.1 BACHET-BEzouT Soit (P, Q) € K[X]2.

P AQ =1 ssiil existe (A, B) tel que AP+ BQ = 1.
Remarque 25.8 On a limplication : D = P A\ @Q donc il existe A, B tel que
PA+ BQ=D.

La réciproque est vraie si on ajoute les conditions D unitaire, D | P et
D|Q.
Proposition 25.3 Soit n € N*, (A4;,---, A,, B) € K[X]"™! tel que pour
tout i € [1,n], A, AB=1.

Alors (HAZ> AB=1.

i=1

THEOREME 25.2 GAUss Soit (P,Q, R) € K[X]?.

Si P et Q) sont premiers entre euzx et P | QR alors P | R.

Proposition 25.4 Soit (A4, B,C) € K[X]? tel que B et C soient premiers
entre eux et que B | A et C'| A.
Alors BC' | A.

Remarque 25.4 Ce résultat se généralise a plus de deux facteurs deux a deux
premiers entre eux.

Proposition 25.5 Soit P et () deux polynémes unitaires de K[X].
Ona PQ=(PAQ)(PVQ).

Remarque 25.5 On a aussi un analogue pour l'algorithme d’Fuclide.
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25.3 Elements irréductibles de K[X]

Définition 25.2 Parmi les diviseurs de P se trouvent tous les éléments
inversibles de K[X] et tous les éléments de K[X] associés a P.

On appelle polynome irréductible un polynéme non constant dont ce sont
les seuls diviseurs.

THEOREME 25.3  Tout polyndme non constant de K[X]| admet un diviseur
irréductible unitaire.

Démonstration. Soit P un polynéme non constant. On pose D = {deg(Q), Q |
P unitaire non constant}.

Comme D est non vide (contient deg(a™'P) avec a le ceefficient dominant
de P), elle admet un plus petit élément associé au polynéme Q.

Si (Q n’est pas irréductible, comme il est non constant, il existe R, S tel
que @ = RS et deg(R) € [1,q — 1].

Notons r le ccefficient dominant de R. r~'R est un polynome unitaire
diviseur de @ donc de P. Comme son degré est strictement inférieur a celui
de @), on a une contradiction.

Donc @ est irréductible et divise P. [ ]

THEOREME 25.4 DECOMPOSITION EN FACTEURS IRREDUCTIBLES UNITAIRES
Notons I l’ensemble des polynomes irréductibles unitaires de K[X].

Soit A # 0. Il existe un unique élément X € K* et une unique p : I — N
presque nulle tel que :

A=A P

pel

Démonstration. On limite la preuve au cadre des polyndémes unitaires, on en
déduit le résultat facilement.
3 On procede ensuite par récurrence : pour tout n, on pose

H,,: YA unitaire tel que deg(A) < n,3v: I — N presque nulle telle que A = HP”(P)
Perl

H, est évidente.
Soit n € N* tel que H,, soit vraie. Soit A de degré n + 1 unitaire.
Si A est irréductible, c’est vrai. Sinon, il existe B diviseur irréductible
unitaire de A.
Il existe alors C' unitaire tel que A = BC. Comme deg(C') < deg(A),
I’hypothése de récurrence assure 'existence de v : I — N presque nulle
telle que :

C=[[pr®

Pel
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On définit alors p : I — N égale a v sauf en B et telle que u(B) =
v(B) + 1. p est presque nulle et on a

(P)

P H
A=

pPel

D’ou H,,.1 est vraie et le principe de récurrence assure ’existence.
I' Si un polyndéme unitaire admet deux décompositions distinctes, il existe
uet v: I — N distinctes telles que :

HPV(P) — Hpu(P)
Pel Pel

Comme v # p, il existe @ € I tel que v(Q) # u(Q). 11 est loisible de
supposer v(Q) < pu(Q).

P p(P)
H prP) — QH(Q)—V(Q) H
P#Q P#Q

Donc @ divise le produit de gauche tout en étant premier avec donc
Q=1

Contradiction. Donc p = v. [ |

Remarque 25.6 On obtient ainsi le théoreme de D’Alembert et de D’Alembert-
Gauss.

Exemple 25.1
e Un polyndéme de degré 1 est irréductible.
e Un polynome de degré au moins deux qui admet une racine n’est pas
irréductible.
e La réciproque est fausse en général mais vraie si le degré est inférieur
ou égal a 3.

Démonstration.

o Si deg(P) =1et P = AB, deg(A) + deg(B) = 1 donc A ou B est
constant.
D’ou l'irréductibilité de P.

e Soit P de degré au moins 2 admettant a comme racine.
On a @ tel que P = (X —a)Q et deg(Q) = deg(P) —1 > 1. Donc P
n’est pas irréductible.

e Soit P de degré 2 ou 3 sans racine. Si P = AB alors deg(A)+deg(B) €
{2,3} et deg(A) # 1 et deg(B) # 1.
On en déduit que A ou B est constant, d’ou le résultat et l'irréductibilité
de P.

Pierron Théo Page 238 Tous droits réservés



25.3. ELEMENTS IRREDUCTIBLES DE K[X]

e Sur R, (X2 + 1)? n'est pas irréductible et n’a pas de racine, d’ott la
fausseté pour un degré supérieur a 4. [ ]
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Chapitre 26

Racines d’un polynome

Dans ce chapitre K est un corps égal a R ou C ou Q.

26.1 Vocabulaire

Définition 26.1 Soit P € K[X], A € K et k € N*.
e On dit que A est racine de P avec un ordre de multiplicité exactement
égal a k si et seulement si (X — M\)*|P et (X — \)¥*! ne divise pas P.
e On dit que A est racine de P avec un ordre de multiplicité au moins k
si et seulement si (X — \)¥|P.

Abréviations :

e Une racine de P est une racine d’ordre de multiplicité au moins 1.

e Une racine simple de P est une racine d’ordre de multiplicité exacte-
ment égal a 1.

e Une racine double de P est une racine d’ordre de multiplicité exacte-
ment égal a 2.

e Une racine triple de P est une racine d’ordre de multiplicité exactement
égal a 3.

Définition 26.2 Soit P € K[X] de coefficients (an)nen-
On appelle fonction polynéme associée a P la fonction :

K — K
P T Z anx”
neN

Proposition 26.1 Soit P € K[X] et A € K.
A est racine de P si et seulement si P(A) = 0.
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Démonstration. On note (a,)nen les coefficients de P.

P—PN) =Y a, X"+ a,\"

neN neN
= Zan (X" + ")
neN

Or, pour tout n € N*, X — A\ X" — \".

Donc X — A|[P — P()\).

Donc il existe Q € K[X] tel que P = P(\) 4+ (X — \)Q.

On suppose que A est une racine de P. On a X — A|P donc X — )\|]5()\).

Donc P(X) = 0. N
On suppose que P(A) =0. P = (X — \)@ donc X — A|P. Donc A est une
racine de P. |

Remarque 26.1 La notion de racine est plus précise que celle de point d’an-
nulation :

Exemple 26.1 On pose P = (X —1)(X +2)%2. On a:

- R —- R

P 5
{ r = (r—=1)(z+2)

Les points d’annulation de P sont 1 et —2.

Les racines de P, comptées avec ordre de multiplicité sont 1, —2 et —2.
Un systéme de racines de P est (1,—2,—2) (il n'y a pas d’ordre dans ces
systémes).

Définition 26.3 On appelle équation algébrique sur K toute équation (E£)
tel qu'il existe P € K[X] vérifiant (E) : P(z) = 0 d’inconnue z € K.

26.2 Recherche des ordres de multiplicité des
racines

26.2.1 Dérivation de polynomes

Définition 26.4 Soit P € K[X] de coefficients (a;,)nen-
On appelle polyndéme dérivé de P et on note P’ le polynome :

> (n+ a1 X"

neN

Remarque 26.2
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e La définition est licite.
e La notion de dérivabilité est débile.
e Pour tout P € K[X] et k € N*, P%) désigne le polynéme P dérivé k
fots.
e Pour tout P € K[X], P© = P.
Remarque 26.3 Soit P € K[X] et k € N.
Si k < deg(P), deg(P®)) = deg(P) — k.
Si k > deg(P), P® = 0.
THEOREME 26.1 Soit (P, Q) € K[X]? et A € K.
° (P+Q)/:PI+QI
o (\P) = \P'
o (PQ)=PQ+QP
e (PoQ)=Q x(P'oQ)
THEOREME 26.2 Soit (P, Q) € K[X]? et k € N.

k) _ - k r k—r
(PQ® = () Prgtn

r=0

THEOREME 26.3 (FORMULE DE TAYLOR) : Soit P € K[X] et A € R.

Démonstration.
e Soit P € K[X] de coefficients (a,)nen et & € N*. On note que :

pPH =% <ﬁ(n + i)an+kX”>

neN \i=1

Donc ]3(’“)(0) = klas. Donc, pour tout k € N, a;, = P(:)!(O)

Donc, pour tout P € K[X],

e Soit P € K[X] et A € K.
On pose @) = P o (X + A). On sait que :

Q _ Z @(k)(o) Xk

!
keN k!
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On montre par récurrence que pour tout & € N, Q%) = P®) o (X + )).

Donc,
P®)(X)
Po(X+XN)=)> P Xk
keN
Finalement,
p(k)
P:ZP ()\)(X—)\)k -

ren K
Remarque 26.4 Pour toutn € N, {1, X — X\ (X — A%+ (X — \)"} est
une famille génératrice de K, [X].
THEOREME 26.4 Soit P € K[X], k € N* et A € K.
e \ est une racine de P d’ordre de multiplicité au moins k si et seulement
si pour tout i € [0,k — 1], PO(\) =0
e )\ est une racine de P d’ordre de multiplicité exactement égal a k si et
seulement si pour tout i € [0,k — 1], PO (\) =0 et PF(\) #£ 0.

Démonstration. On note que :

()

ﬁ(k)( A X PO ,
k i—k

A B

pz<

X (X~ >\)>+(X—)\)

i=k+1

e On suppose que pour tout i € [0,k — 1], P@(X) = 0 et P®)I(X) # 0.
Dans ce cas, A = 0 donc (X — \)¥|P.
On suppose que (X — M) P,

Ona X —A %+B,OTX—)\|BCIOHCX—)\ %,

Or deg(X — ) =1 et deg (P( ie )) < 0.
Donc P®(X) = 0. Il y a contradiction donc (X — A\)¥*! ne divise pas

P.
e On suppose (X — M\)¥|P et (X — M)+ ne divise pas P.
(X = \JF|P et (X =) ‘ 'f(P )
Donc (X — M)*|A. Or deg(A4) < k — 1 et deg((X — A\)¥) = k. Donc
A=0.

Done, pour tout i € [0,k — 1], P@(X) = 0.
On suppose P®(X) =0. On a (X — A\)¥™|P. Il y a contradiction.
On a donc P*)()\) #£ 0. u
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Exercice : Montrer que les racines de P = X+ X +1 dans C sont simples.
Supposons que P admette une racine d’ordre de multiplicité au moins 2
notée .

{ﬁ(x):o . {)\()\6+1)+1:0

P'()\) =0 AN +1=0
N
donc ?
P\ ——
7

Donc toutes les racines de P sont simples.

26.3 Ensemble des racines d’un polynéme

26.3.1 Introduction

Lemme 26.4.1
Soit P € K[X] et k € N*,
Soit (A1, -+, A\x) € K* deux & deux distincts.

Soit (ag, -+, ap) € (N¥)2
k

H (X — )\i)ai

i=1

P si et seulement si pour tout @ € [1, k], (X — \;)%|P.

Application :

e Soit P € K[X]\ {0}. On appelle k£ le nombre de racines de P. On
note (Ar,---,Ax) les racines de P (deux a deux distinctes). On note
(1, -+, ay) les ordres de multiplicités des racines.

k
On sait que JJ(X — M)

i=1

Donc deg(P) > deg <ﬁ(x - )\i)ai>.

i=1

P.

k
Donc deg(P) > ) a.
i—1

e Un polynéme P non nul a au plus deg(P) racines.
e Pour montrer qu'un polynéme P est nul, on cherche £ € N tel que
deg(P) < k, puis on cherche k + 1 racines.
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Exercice : On pose :

C(K[X] - K[X]
‘p'{ P Po(X+1)-P

Montrer que ¢ est linéaire et que Ker(p) = Ko[X].

@ est clairement linéaire.

Ko[X] C Ker(y).

Soit € Ker(¢). Ona Po (X +1) = P.

On montre par récurrence que pour tout k € N, P(k) = P(0).
Donc P — P(0) admet tous les entiers naturels pour racines.
Donc P — P(0) = 0. Donc P € Ko[X].

Finalement, Ker(yp) = Ko[X].

26.3.2 Complémént sur les fonctions polynomes

THEOREME 26.5 La fonction :

est distributive par rapport 4 +, o, X (par un scalaire ou un polynome) et
par dérivation.
De plus, p est injective (ce qui n’est pas vrai dans tous les corps).

Démonstration. ¢ est linéaire. Soit P € Ker(yp).

On a ¢(P) = 0 donc P = 0. Donc tout élément de K est racine de P. Or
K est infini donc P = 0.

Donc Ker(p) C {0}. Or {0} C Ker(yp).

Donc ¢ est injective. [ ]

Application : La fonction :

| KX] = Im(p)
7 P — P

est bijective et permet d’identifier polynéme et fonction polynomiale associée
quand on utilise seulement +, X, o et 'opérateur dérivation dans R. Cette
identification permet d’utiliser tout le vocabulaire des polynomes avec les
fonctions polynomiales.
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26.4. FACTORISATION D'UN POLYNOME

26.4 Factorisation d’un polynéme

26.4.1 Polynoéme scindé

Définition 26.5 Soit P € K[X]. On dit que P est scindé si et seulement si
P est constant ou la somme des ordres de multiplicité des racines de P est
égale a deg(P).

Remarque 26.5
o Un polynome est scindé si et seulement s’il existe i € K et v € N¥ tel
que {\ € K, v(k) # 0 soit fini et :

P=p]T(X =)™

AeK

e Si P #0, l’écriture est unique.

e Soit (A, B) € (K[X])? tel que A soit scindé.
Si toute racine de A est racine de B avec un ordre de multiplicité
supérieur ou égal d celui dans A, alors A|B.

Exercice : Montrer que X3? 4+ X6 4 1| X% + X32 + 1 dans C[X].

A= X3 4+ X6 + 1 admet exactement 32 racines, racines seiziémes de j
et j2.

Soit v une racine de A. o'% = j ou !¢ = 52

Dans le premier cas, o + o +1 =374+ 42 +1=0.

Dans le second cas, a% + a2 +1 =358+ 14+ 1=0.

Donc toute racine de A est une racine de B = X% + X32 4+ 1 donc A|B.

26.4.2 Existence d’une forme factorisée

THEOREME 26.6 DE D’ALEMBERT Tout polynéme complexe est scindé.

THEOREME 26.7 DE D’ ALEMBERT-GAUSS On appelle I ’ensemble des po-
lynomes réels de degré 2, unitaires et sans racines réelles. Soit P € R[X]\{0}.

Il existe un unique p € R*, une unique application v € NX tel que {x €
R, v(z) # 0} soit fini et une unique application 3 € NI tel que {x € I, B(x) #
0} soit fini et :

P=pu][(X — ANV [ Q@

AER Qel
Remarque 26.6 On peut inclure le polynome nul en perdant ['unicité.

Lemme 26.7.1
Pour tout P € C[X] de coefficients (a,)n,en. On appelle conjugué de P et on
note P le polynome de coefficients (@,),en-
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Pour tout (A, P,Q) € K x (K[X])?, P+Q = P+ Q, PQ = PQ et
AP = )\P.

Démonstration. Soit P € R[X]\ {0}.
Il existe u € C et v € N tels que {z € C,v(2) # 0} soit fini et :

P=u][(X —2)"®

zeC

Comme P € R[X]|, P = P.
Donc :

P=a[[X =29 =a]][(X —z)"®

Comme z — Z est bijective, P =[] (X — 2)Y 3,
zeC
L’unicité de I’écriture assure que pu € R et pour tout z € C, v(Z) = v(2).
On pose T ={z€ C,3(z) >0} et - ={z€C,3(z) <0}.
(21, 227 R) forme une partition de R.

Donc :

P=ul[(X—2)"@ [ (X —2)"@ J[ (X —2)"®

z€R zeP+ ZEP

Comme z — Z est bijective, [[ (X — 2)/® = IT (x - z)"),

2€P~ 2€ P+
Donc :
P=ul[(X—2)"® ] (X? —2R(2)X + |2]*)"
z€R zeP+
On note que pour tout z € 2+, X? — 2R(2)X + |z|* € I. u

Exemple 26.2 Soit n € N*. on pose P = X?" — 1. Trouver la forme de
D’Alembert-Gauss de P.
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26.5. LIENS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES D'UN POLYNOME

2n—1 .
ikm

P:kl:[(X—en)

|
—_

n 2n—1

= (X +1)(X — 1)k_ (X — e“%“)k_H (X —e")
— (X +1)(X — 1)1]:1i[(X - e““T”);ii[(X _ et
= (X +1)(X — 1)ﬁ(X - e““T”);ii[(X — o)

S >
[l
_

= (X+D(X-D][(X* - 2cos(%7r)X +1)

B
Il
—

26.5 Liens entre coeflicients et racines d’un
polynéme
Exemple 26.3 Soit (a,b,c) € K3.
(X —a) (X =b)(X—c)=X’—(a+b+c)X*+ (ab+ ac + bc) X — abe

Sion note 0,7, 3, 1 les coefficients de (X —a)(X —b)(X —c), alors § = —abc,
y=ab+ac+bcet f=—a—b—c.

Soit (83,7,6) € K3. On pose P = X3 + X% +~vX + .

Si P est scindé, il existe (a,b,c) un systéme de racines de P. Les trois
relations précédentes sont alors vraies.
Définition 26.6 Soit n € N*, p € [1,n] et (ar,---,a,) € K™

On appelle « p-ieme fonction symétrique » de la famille (aq,--- ,a,) le

scalaire : )
Op = Z Haij

(i1,82, ,ip) €[L,n]PI=1
i1 <ig < <ip

n n
Remarque 26.7 o, = Zai, Oy = Hai.
i=1 i=1

THEOREME 26.8 Soit n € N* et P € K[X] de degré n, scindé. On note
(Ak)ren les coefficients de P. On note (a1, - - ,ay,) un systéme de racines de
P.

Pour tout p € [1,n], on note o, la p-iéme fonction symétrique de la
famille (ay,--- ,a,).
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Pour tout p € [1,n],
(1A
An
Remarque 26.8 Soit f une application de K™ dans K, algébrique et symé-

trique. Alors f s’écrit comme une expression algébrique des fonctions symé-
triques.

O'p:

3 3
1
Exercice : On pose P = X3 —2X24+ X —7. Calculer S; = Z:Bf, Sy = Z—
i=1 i—1Ti
3

et S3 = — avec (x, 22, x3) un systéme de racines de P.
i—1Ti

Sl = (LL’l + X9 + LL’3)2 — 2(5(711’2 + Tol3 + 1’11’3) = O'% — 20’2 =2
T1To + ToX3 + T1T3 @ 1

Sy = = = —
T1ToT3 o3 T
S, — (1129)2 + (1123)2 + (w223)?
($1$2$3)2
(1129 + 2123 + Tox3)? — 221 Tow3(21 + T2 + 23)
B (ﬂflfﬂﬂg)2
B ag — 20307
o3

1—4r
- 2

™
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Chapitre 27

Fractions rationnelles

27.1 Présentation

On construit le corps K(X) des fractions rationnelles a une indéterminée
a ccefficients dans K a partir de 'anneau K[X], de maniére analogue a celle
dont on construit Q a partir de 'anneau Z.

Ainsi un élément de K(X) est représenté par le quotient g de deux poly-
némes P et Q) # 0.

Les lois sont définies pour tout (F,G, \) avec F' = % et G = % par

AD + BC AC AA
F+G=—rr—— FG=—= MN'=—
BD BD B
Ces définitions sont licites : le résultat ne dépend pas des représentants
choisis. On identifie chaque polynéme a une fraction rationnelle, a savoir %
qu’on note encore P.

THEOREME 27.1 (K(X),+, x) est un corps et (K(X), +,-) est un K-espace
vectoriel.

27.2 Degré d’une fraction rationnelle

Définition 27.1 Soit F' € K(X).
L’élément deg(A) —deg(B) € ZU{—o0} est indépendant du représentant
% choisi pour F. On Iappelle degré de F' noté deg(F').

Démonstration. Si 4 = £ AD = BC donc deg(A) + deg(D) = deg(B) +
deg(C).
D’ou deg(A) — deg(B) = deg(C') — deg(D). u
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Remarque 27.1 Pour tout objet associé a une fraction rationnelle, on doit
prouver l'indépendance vis a vis des représentants.
Proposition 27.1 Soit (F,G) € K(X)?.

o deg(F' + G) < sup(deg(F), deg(G))

o deg(FG) = deg(F) + deg(G).

Démonstration.
° OnposeF:%etG:

STS

AD + BC
F+G= — 5D
donc deg(F + G) = deg(AD + BC) — deg(BD)
donc deg(F + G) < sup(deg(AD), deg(BC)) — deg(BD)
donc deg(F' + G) < sup(deg(AD) — deg(BD),deg(BC) — deg(BD))
donc deg(F + G) < sup(deg(A) — deg(B),deg(C) — deg(D))
donc deg(F + G) < sup(deg(F'),deg(G))

e Avec les mémes notations,

deg(FG) = deg(AC)—deg(BD) = deg(A)+deg(C)—deg(B)—deg(D) = deg(F)+deg(G

27.3 Poles et racines d’une fraction ration-
nelle

Définir les racines d’une fraction rationnelle F' comme étant celles du nu-

mérateur est tentant mais absurde. Par exemple, doit-on dire que les racines

de (X -1)(X-3)(X+4) (X—1)(X-3) X3

2X34+7X2—-5X 44 2X2-X -1 2X+1

sont {1,3,—4}, {1,3} ou {3} 7
Pour régler le probléeme, on va s’intéresser aux fractions irréductibles.

Proposition 27.2 Toute fraction admet un représentant irréductible : soit
A, B,C et D des polynémes avec C' # 0 # D.

Si % et % sont deux représentants irréductibles de la méme fraction ra-
tionnelle alors A et B sont associés, de méme que C' et D. En particulier, il
existe un unique représentant irréductible d’une fraction rationnelle avec un
dénominateur unitaire.
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Définition 27.2 Soit F' € K[X], A € K et k € N*.

Il existe A, B tel que % soit un représentant irréductible de F'.

Le scalaire X est dit racine de F' de multiplicité & (resp. au moins k) ssi
A est rancine d’ordre de multiplicité k& (resp. au moins k) de A.

Le scalaire X est dit pole de F' d’ordre de multiplicité k (resp. au moins
k) ssi A est racine d’ordre de multiplicité k (resp. au moins k) de B.

Remarque 27.2 Tout scalaire ne peut pas étre pole et racine d’une fonction
rationnelle.

27.4 Fonction rationnelle

Définition 27.3 Soit F' € K(X). On prend 4 un représentant irréductible
de F'.

On note A le complémentaire dans K de I’ensemble des poles de F.

On appelle fonction rationnelle associée a F' la fonction

- A — K
F o~
{ r — A(x)B(z)™!

Proposition 27.3 Soit (), F, G) € KxK(X)2 On note A et I les ensembles
de déﬁgi@n respectifs de F et G. Alors pour tout z € [ N A,

o '+ G(z) = F(z) + G(z)

o ['G(x) = F(x)G(x)

o \F(z) = \F(z)
Proposition 27.4 Soit (F,G) € K(X)% On note A et T les ensembles de
définition respectifs de F' et G.

Si F et G coincident sur une partie infinie de ANT, ona F = G.

Démonstration. 11 existe des représentants irréductibles % et % de F et G.

AD — BC est un polynéme nul sur une partie infinie de I' N A, donc
AD = BC et F =(. ]
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Chapitre 28

Décomposition en éléments
simples
Dans ce cours K =R ou C.

28.1 Mise en place des outils

28.1.1 Partie entiére d’une fraction rationnelle

Définition 28.1 Soit F' € K(X). Il existe un unique P € K[X] tel que
deg(F — P) < 0.
P est appelé partie entiere de F'.

Démonstration.

e On écrit F' = % avec B # 0.

Il existe P, R tel que A = BP + R et deg(R) < deg(B). On note que
F =P+ % et deg(£) <0.

e Soit P, tel que deg(F — P) < 0 et deg(F — Q) < 0.
OnaP—-Q=(P—F)—(Q—F) donc deg(P — Q) < sup(deg(P —
F),deg(Q — F)) < 0.

Donc, comme P — @ € K[X] donc P = Q. [

Remarque 28.1
e L’application qui a une fraction rationnelle associe sa partie entiére est
linéaire.
o Soit F'e K(X). Sideg(F) <0, sa partie entiére vaut 0.
Si deg(F') = 0, la partie entiére de F' est un polynéme constant égal au
quotient du ceefficient dominant du numérateur par le dénominateur.
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CHAPITRE 28. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

28.1.2 Partie polaire

Définition 28.2 Soit F' € K(X), A € Ket k € N*.
On suppose que A est un pdle de F' avec un ordre de multiplicité exac-

tement égal a k. Alors il existe un unique (ay,---,a;) € K* tel que F —
k
a; A~
———— n’admette pas A comme pdle.
i=1 (X - )Z
k .
La fraction rationnelle Zﬁ s’appelle partie polaire de F' associée
i=1 B
a A
Démonstration.
3 Pour tout & € N*, on pose Hy : « Pour tout F' € K(X) admet-
tant A comme pole d’ordre k, il existe (ay,---,ax) € K* tel que F' —
k
a; N
27 n’admette pas A comme pole. »

i=1 (X =)
On pose Ej, = {k, Hy est fausse}.
On suppose E # @. Il existe ky € N* tel que Hy, soit fausse.
Il existe alors F' € K(X) avec A pole d’ordre kg et tel que pour tout
ko ‘
Kk, F—3 —%_ admette A dle.
(ay,--- ,ag,) € , ;(X _N)‘)Z admette A comme pole
Il existe (A, C) € K[X]? tel que C(\) #0 et F = W.
B AN _CA- AT
C(X =Nk C(N)C(X — M)

Or le numérateur admet A\ comme racine donc X — A | C (M)A - AN)C.
On appelle p l'ordre de A en tant que racine de C(A\)A — A(XN)C.

- _ AW
Sip 2 ko, F CON(X—Nko

définition de F'.
Sip < ko, il existe R € K[X] tel que

n’a pas A comme pdle, ce qui contredit la

e A(N) B R
CN(X =Nk CAN)C(X — A)ko—p
Comme ko — p < ko, Hg,—, est vraie donc il existe (ay,--- ,a;) € KFoP

tel que
R ko—p a;

CAC(X = \ko—p Z (X =\

n’admette pas A comme pole.
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28.1. MISE EN PLACE DES OUTILS

Donc N
hop g, AN

F— p——
; (X =X CA)(X = A)ko
n’ait pas A comme pole, ce qui contredit la construction de F.
Donc F = O et 'existence est prouvée

I On reprend les notations de I’énoncé. Soit (ay,-- - ,ax) € KFet (by, -+ ,by) €
k
a< .
K* tel que F —Y ———— et F —Y ———— n’ajent pas A\ comme
2w Ay
pole.
.. . (a; —b;) A
En particulier, 27 n’a pas A comme pole. Donc
i=1 (X - )‘)Z

M ap_i — bri) (X = N)
Z X— )\)k

=0

n’a pas A comme pole donc

k-1

(X =N D (ap—i + br—i) (X = A’
i=0
Or:
k-1 4
deg (Z(ak—i + bp—i) (X — )\)Z> <k
i=0
Donc icelui est nul et pour tout i € [1, k], a; = b,. [

Exemple 28.1 On pose F =
associée a 0.

Il existe (a,b,c) € R tel que G = & + & + <&.

m On cherche la partie polaire G de F

Onac:ﬁ(O)zl.DeplusH F— 3= mdoncb—
X2H(0) = —1.

De méme, I:HjL%:XXJrl donc a = X1(0) = 1.

Donc G =+ — 35 + 35

28.1.3 Décomposition en éléments simples

THEOREME 28.1 Soit F' € K(X) \ K[X] d dénominateur scindé.
On écrit : y
F==

TT(xX — X))k

1=0
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CHAPITRE 28. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

On note P la partie enticre de F'. Pour tout j € [1,n], il existe (a1;-- -, ax, ;) €
K*i tel que

n_kj a;
F:PJF;;(X—MV
et ’écriture est unique.
E)flemple 28.2 Soit P € K[X] scindé et non constant. On écrit P =
MH(X — )M

i=1 "k

Ona%:ZX_)\i.

1=1

28.2 En pratique

28.2.1 Méthode

. On calcule la partie entiere

. On factorise le dénominateur

1

2

3. On écrit la forme a priori de la décomposition

4. On utilise les symétries pour trouver des relations
5

. On détermine les ceefficients manquants

28.2.2 Exemple

o X34X241
On pose F = T I Eh

e La partie entiere est X et le dénominateur se factorise en :
X3(X + i) (X —1)?

Il existe donc un unique (a,b, c,d, e, f,g) € C” tel que;

a b c d e f g
Fex4+242 4
DG RIS CAD Gur R g TR G § g

On teste les symétries habituelles F/(—X) = F et F(—X) = —F.

Ici, F'(—X) = —F donc par unicité du DES, b = —b, d = f, g = —e.
Onaaussi F=Fdonca=a,c=c,a= fete=g.

Enfin, la partie entiere de % vaut la somme des ceefficients
pénibles a calculer : ici, =2 =a+ d+ f donc a + 2 = —2d.
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28.3. PRIMITIVES DE FRACTIONS RATIONNELLES

e De plus, ¢ = )/(5?7(0) = 1. De plus,

s L X6 X2 -1
X3 X(X*+2X24+1)

Doncb:O,a:—l,d:f:—%.

e~

Enfin, e = (X —4)?F(i) = et g=e = —2%.
Donc

1 1 1 ' 1 '
Fox_ L1 B i B B 1

X X3 2X—-i) 4X—-49)? 2(X+10) 4X+19)?

Remarque 28.2
e Ne pas oublier la partie entiere
o Attention, il faut parfois différentier des cas, par exemple avec H =
1 il faut distinguer A =1, A = £1 ou non.

X—N(X2-1)’
o Garder le reste R lors du calcul de la partie entiere. En effet, la partie
entiere de
R
XT4+2X54 X3

est la somme des parties polaires de F'.

28.2.3 Cas des poles simples

Soit F' € K(X) admettant un pole simple A.
Il existe A, B € K[X] tel que F = 4

X-NB" N
: . . A
On pose C' = (X — \)B. La partie polaereJ aSSO(31e~e A est ﬁ.
On note que C" = (X — A\)B’ + B donc C'()\) = B(\).
Donc la partie entiere associée a A\ est A
O (X=X)

28.3 Primitives de fractions rationnelles

Dans le cas complexe, on décompose en éléments simples puis on primi-
tive.

Dans le cas réel, on décompose dans C[X], on regroupe les parties polaires
liées aux poles complexes simples deux a deux, puis on primitive.

Exemple 28.3 On pose :
J1,400[ — R
f: 1
|_>
’ x(r —1)(2?2 +1)
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CHAPITRE 28. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

On note que :
1 1 1 1 1
XX D)X 10X —i) X 2X=1) 26=-D(X—9) 26+ )X +)

Or

B 1 N 1 =D =) -+ DX+ X +1
20 — 1) (X —4) 26+ 1)(X +1i) 4(X2+1) S 2(X241)
Donc :
/f(x) dx = —In(z) + w + i In(z® 4+ 1) — %arctan(m) +C

Exemple 28.4 Primitive de :

R — R
f: r+1

v E+ (@2 +z+1)

_ X+1
On pose F' = (X211 (X2+X+1

(a,b,c,d) € C* tel que

7 Sa partie entiere est nulle. De plus, il existe

a b c d

F—
X—i T X+iTx—;tx_p

Ona F =F donca=bhetc=d.
On trouve a = (X —)F(i) = -, b=a= - c= (X —j)F(j) =

1—j52 = 1-j
=== etal—c——3 .

Donec :
1—1 1+ 1 1— 52 1—7
F = —
X +1) 2X—4) 3x—j) 3x-5
B X N 1-X
XX +1 X241
On trouve
In(|z% + 1)) 1 2z +1\ In(|2® +z+1|)
dr = ————~+arctan(x)——= arctan + +c
/f(x) x 5 rctan(z) 7 r 7 5

Exemple 28.5 Trouver une primitive de

Rt — R
f: r—1

! (@ + 1)(2? +1)2
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28.3. PRIMITIVES DE FRACTIONS RATIONNELLES

X-1
2

On pose F = B

e de partie entiere nulle. Il existe un unique

(a,b,c,d,e) tel que

P a n b n c n d n e
X+l X -0 (X -2 X +i (X i)

OnaF=Fdonca=a,b=dete=¢ Deplus,a+b+d=0.
On trouve a = (X +1)F(=1) = —3, ¢ = (X —0)?F(i) = —%, ¢ =
(X +i)2F(—i) =4, b="F et d =1
Donc
o 1 X -1 7 i
2X+1)  2(X%2+4+1) 44X —9)? 4(X+1)?
Donc :
In([1+z|) In(l+2?) arctan(z) 22 +3
de = — — —
/f@)x > T 1 2 v ¢

Remarque 28.3 Astuce On peut décomposer dans R en changeant la forme a
priori de la décomposition (on tient compte des termes qui se regroupent).
Par exemple, si F' = il existe (a,b,c,d) réels tels que F =
xS
On a de plus 5+ = (X2 + 1)F(i) = ¢+ id donc d = —c = 5. On trouve
aussi a = —1 et b= %

Do 1 1 X-1
Dot F'= =5 + 5=y + aix031)-

Exemple 28.6 Calculer une primitive de

R —- R
f: r+1

v @2+ (2 +z+1)

1
X(X—1)(X2+1)’

Il existe un unique (a,b, c,d) € R?* tel que

F_aX+b+ cX +d
X241 X2+ X+1

e~

ai+b=(X?2+1)F(i)=1—idonca=—1letb=1.

——

cj+d=(X?+X+1)F(j)=jdoncc=1etd=0.
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Deuxiéeme partie

Analyse
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Chapitre 29

Fonctions logarithmes,
exponentielles et puissances

29.1 Fonctions logarithmes

Définition 29.1 On appelle logarithme népérien et on note In la primitive
nulle en 1 de la fonction :

{Rj%R
1
S
T

Proposition 29.1 Propriétés algébriques
1. pour tout (z,y) € (R%)?, In(zy) = In(z) + In(y)
2. pour tout (z,y) € (R%)?, In(7) = In(z) — In(y)

Proposition 29.2 Propriétés analytiques

1. In est dérivable et pour tout = € R%, In'(z) = 1.

2. lim In(z) = 400 et limIn(z) = —o0.
T——+00 z—0

Définition 29.2 Pour tout a € R’, on appelle logarithme en base a la

fonction

R — R
log, : ln(x)
T —

In(a)

Pour a = 10, cette fonction est notée log.

Proposition 29.3 Les propriétés de ces fonctions découlent de celle de In.
Attention a ne pas oublier le facteur multiplicatif en dérivant !
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CHAPITRE 29. FONCTIONS LOGARITHMES, EXPONENTIELLES
ET PUISSANCES

y = In(x)

-3 -

FI1GURE 29.1 — Graphe des fonctions logarithmes

Comme In est une application strictement croissante continue définie sur
Iintervalle R} et admettant —oo comme limits en 0 et +o0o0 en +oo, elle
établit une bijection de R* dans R.

Pour tout a € R, il existe donc un unique z tel que In(z) = a.

Définition 29.3 L’unique solution sur R* de In(z) = 1 est notée e.

29.2 Fonctions exponentielles

Définition 29.4 On appelle fonction exponentielle la réciproque de la fonc-
tion In. L’image de x par cette fonction est notée e ou exp(x).

Proposition 29.4 Propriétés algébriques

1. pour tout (z,y) € R?, e = e%e?

€T

2. pour tout (x,y) € R? *7¥ = ¢

oV
Proposition 29.5 Propriétés analytiques
1. exp est dérivable et exp’ = exp.

2. lim e =0et lim e* = +4o0.
T——00 r——+00

Définition 29.5 Soit a € R.

On appelle fonction exponentielle de base a la fonction réciproque du la
fonction logarithme en base a. Elle est donc définie de R dans RY.

L’image d'un réel x par cette fonction est noté a® = e*™(®).

Remarque 29.1 Attention a la dérivation !
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29.2. FONCTIONS EXPONENTIELLES

-5 -4 =3

FIGURE 29.2 — Graphe des fonctions exponentielles

Remarque 29.2 Pour manipuler des expressions mettant en jeu des exponen-
tielles et des logarithmes de base différentes on se rameéne da une seule base.
Dans le cas des équations, on peut conserver deux bases qu’on isole chacune
d’un coté avant de passer au logarithme.
Exercice : Déterminer, si elle existe, la limite en +o0o de la fonction f :
2(3%)
On remarque que :

37 In(2)
f(z) = % = exp(ln(2)emn(3)—ln(3)emln(2)) = exp(emln(?’) (111(2)—111(3)6:”(1“(2)_1“(3))))

La derniere opération consistant a mettre en facteur I’exponentielle pré-
pondérante au voisinage de 400, repérable puisque toutes les bases sont les
mémes. Sachant que In(3) > In(2), on n’est plus en présence d'une forme
indéterminée et la limite de f en 400 existe et vaut +oo.

Exercice : Résoudre 4% — 372 = 32+3 — 2221 J’inconnue réelle z.

Soit x € R.

1
V3
ssi 3V/347 = 8 x 3z
ssi In(3v/3) + zIn(4) = In(8) + x In(3)

1
43T =3 2 i 4T 3 = VY

ssix =

DO W
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CHAPITRE 29. FONCTIONS LOGARITHMES, EXPONENTIELLES
ET PUISSANCES

29.3 Fonctions puissance

Définition 29.6 Pour tout a € R, on définit la fonction puissance d’ordre
a par :

Ry — Ri
T — e® In(z)

Pour tout @ € R et x € R7, on note 2 = eeIn(@)

Proposition 29.6 Pour tout z,y € RY, In(z¥) = yln(x) et pour tout
(z,y) € R?, exp(z)! = e

Remarque 29.3 Soit p un entier impair. Le cas de la puissance d’ordre %
pose un probléme particulier. En effet, on peut définir cette fonction comme
précédemment ou comme la réciproque f de la bijection

R — R
r = 2P

La fonction f ainsi construite est définie sur R entier et coincide avec la
puissance d’ordre % sur R%.. On lappelle fonction racine p-eme. En général,

afin d’éviter les confusions, la fonction racine p-éme s’écrit /- plutot que 7.
Proposition 29.7 Propriétés algébriques

1. Pour tout (z,y,2) € (Ry*x)? x R, (zy)? = 27y*.

2. Pour tout (z,y,2) € Ryx x R? 29T = 27
3. Pour tout (z,y, z) € Ryx x R% (2¥)7 = 2%,
4

. Pour tout a € R*, la fonction puissance d’ordre a est une bijection
(strictement croissante si a > 0 et strictement décroissante sinon) de

*

R* sur R% de réciproque la fonction définie sur R* par x T,
Proposition 29.8 Propriétés analytiques

1. Pour tout a € R, la fonction puissance d’ordre a est dérivable et sa
dérivée est :

a—1

R  — RI

r =  ax

2. Pour tout @ € RY, limz* =0 et lim 2 = +o0.
z—0 T——+00

3. Pour tout a € R*, lim 2 = 400 et lim 2% = 0.
xz—0 r—~400
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29.4. COMPARAISON ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS
INTRODUITES

FI1GURE 29.3 — Graphe des fonctions puissances

29.4 Comparaison asymptotique des fonctions
introduites

Proposition 29.9 Soit a € RY.

1
lim n(x) =0, lim 2%In(z)=0
r—4oco0 ¢ r—0t
lim — = 0, lim ze* =0
r—+o00 eau’c T——00

Remarque 29.4 Cette proposition exprime grossierement que les exponen-
tielles 'emportent sur les puissances qui [’emportent sur les logarithmes. Ce
résultat, méme s’il a air restrictif, permet de traiter toutes les bases et tous
les cas de produits de fonctions du type précédent.

Meéme si revenir a [’énoncé exact u théoréeme est un exercice de style, il
faut savoir faire cette opération pour étre convaincu de sa légitimité.

Exercice :
Etudier la limite en 400 de :

s R — R
’ r e xtIn(x)?

Intuitivement, comme 'exponentielle I'emporte, la limite est 0. Cette ré-
daction est suffisante en pratique. Pour se ramener aux résultats précédents,
il suffit d’écrire que pour tout z € R%, on a f(z) = (@)2(%_%)6. La
proposition précédent assure alors le résultat.
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CHAPITRE 29. FONCTIONS LOGARITHMES, EXPONENTIELLES
ET PUISSANCES

29.5 En combinant toutes les fonctions...

Si f et g sont deux fonctions a variable réelle, la premiere étant a valeurs
strictement positives. On peut considérer la fonction z +— f(z)9).

Si f est constante, on est en présence d'une fonction exponentielle. Si g
est constante, on est en présence d’une fonction puissance.

En dehors de ces deux cas, la fonction construite n’est ni une exponen-
tielle, ni une puissance et ses propriétés peuvent étre tres diverses.

Remarque 29.5 La fonction précédente doit impérativement étre écrite sous
la forme e9@U @) guant toute manipulation : dérivation, intégration, re-
cherche de limites. . .

Exercice : Montrer que le graphe de la fonction

I J1,400[ — R
' t = tt—1

n’admet pas de tangente horizontale.
On remarque que pour tout ¢ €]1, +oo[, f(t) = e!™® 4+ ¢ — 1. Sous cette
forme, f est clairement dérivable et sa dérivée vaut :

f'(t)=(In(t) + D" +1

Comme f’ > 0, le graphe de f n’admet aucune tangente horizontale.

Pierron Théo Page 270 Tous droits réservés



Chapitre 30

Fonctions trigonométriques

30.1 Equation trigonométrique

30.1.1 Outils de base

Changement de lignes trigonométriques

Soit o € R.

m .
cos <§ —a) =sina
sin(—a) = —sin«
cos(m 4+ a) = — cos

Transformation de + vers X

Soit (p, q) € R2.
sinp 4 sin g = 2 sin (2%) cos (Z%)
iy —sing = —2eon (£ i (1)
sinp —sing = —2cos | —— | sin | ——
2 2
cosp + cosq = 2 cos <]%> cos <Z%>

= —2sin (B2 sn (1)
cosp — cosq = —2sin — sin —

Si p et ¢ ne sont pas nuls, on pose A = y/p? + ¢2. 1l existe # € R tel que
cost) = & et sinf = {.
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CHAPITRE 30. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

On a alors pour tout réel z :

psinzx + gcosz = Asin(z + 0)

30.1.2 Equations trigonométriques
Pour tout (a, b) € R?,
sina = sinb ssi a = b[27] ou a = 7 — b[27]
cosa = cosb ssi a = b[27] ou a = —b[27]
Pour tout (a,b) € (R\ {g +kr, ke Z})Q,
tana = tanb ssi a = b[r]

Exemple 30.1
e Résoudre I'équation (F;) : 2sin(2z) = 1 d’inconnue z € R.
Soit x € R.

™

(Ey) ssi sin(2x) = sin (6)

5

ssi 2z = %[27?] ou 2x = %[27r]
o= Sir o=
ssi z = or] ouw = on

Donc ’ensemble des solutions de (F1) est :

y:{iwm, keZ}U{5—W+lm, k:eZ}

12 12
m T
— {E—ka,ﬁ—i—lm, keZ}
e Résoudre I'équation (FE») : sin(2x) — cos(3x) = 0 d'inconnue x € R.

Soit € R.
(Es) ssi sin(2x) = sin (g — 3x>
ssi 2x = g — 3z[27] ou 2z = g + 3z[27]

ssix = - F] oux = —E[27T]
10 L5 2

Donc I'ensemble des solutions de (E3) est :

™ ™ ™
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30.1. EQUATION TRIGONOMETRIQUE

e Résoudre 'équation (E3) : sinz 4 cosx = 1 d’inconnue z € R.
Soit x € R.

(E3) ssi v/2 <§ sin - + gcosx> =1

ssi \/§ (cos (%) sin  + sin <%) CcoS x) =1

Donc I'ensemble des solutions de (F3) est :

7= {g +okn 2k, ke Z}

30.1.3 Inéquations trigonométriques

On utilise par exemple :
— pour tout x € [0,27[, sinxz > 0 ssi z €]0, 7
— pour tout x € [—%, 37”{, cosx > 0ssix E}

fpourtoutxe]— ,tanx>Ossix€}0,

Exemple 30.2
e Résoudre (Ey) : 2sin(2x — 4) > 1 d’inconnue x € R.
Soit x € [2, 7+ 2]. On note que 2z — 4 € [0, 27]
1

(E4) ssi sin(2x —4) > 3

T om
eae |1
ssi 2x 66

o () = ()
SS1 S1n 1 T | = s 1

™ om
i —+2, —+2
551x€]12+,12+ [
Donc, en notant .# ’ensemble des solutions de (Ey), on a :
™ om
2 l=|—=+2,—=+2
S N[2,7+2] ]12+,12+{

Comme la fonction = — sin(2x — 4) est m-périodique,

m o
= — +2+km,—+2+k
S kLgJZLQjL +km, 05+ +7r[
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CHAPITRE 30. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

e Résoudre (Ej) : sinx > cos(2z) d’'inconnue x € R.
Soit € R.

m dr T r m
sinx — cos(2x) = sinx — sin (2 x) sin ( 5 4> cos (2 4>

En lisant sur un cercle trigonométrique, on note que :
fpourtoutxe[O [ cos(———)>0

IACNE 2
— pour tout x € }3—“ 27r{ coS (% — %) <0
fpour:czgg,cos(i—— =0.
De méme, la fonction x +— sin (379” — %) s’annulle en %, “ et 37“, prend
des valeurs strictement positives sur }%, %’T[ U }37“, 2%{ et strictement
négatives sur [O, %[U } %’T, 37“ [
x 0 S %’r 37” 2T
sin(%z—g) -0 + 0 — 0 +
cos (% %) + + + 0 -
sin x — cos(2x -0+ 0 - 0 -

En combinant les études, on en déduit que pour tout x € [0, 27,

T om 3T
Fysiee[5 5] 5]
(E5) ssix 56 5
Comme la fonction z — sinz — cos(2x) est 27 périodique, ’ensemble
des solutions de (Es) est :

7= U({ ok, T +2k7r}u{3—ﬂ+2k7r})
keZ 6 2

e Résoudre (Eg) : 6sinz + 8cosx < 5 d’inconnue = € R.

. _3 N B 13
Il existe @ € R tel que cosa = £ et sina = z. Soit © 6}% -, =" —a[.

4 1
6sine +8cosx <5Hssi—sinz + -cosz < —
5 5 2

.. 1

ssi 81n(a+x)<§

c 5T 137
ssi x — —a,— —Q
6 "6
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Comme x — 6 sin x4+ 8 cos x est 2m-périodique, 'ensemble des solutions
de (Fs) est :
3T

1
S = U}B—W—a+2kw,——a+2kﬂ
rezl 0 6

30.2 Réciproque de certaines restrictions des
fonctions trigonométriques

30.2.1 Rappels

Soient (I, .J) deux parties de R et f une application de I dans J. On dit
que f est bijective si et seulement si pour tout y € J, il existe un unique
z € I tel que y = f(z).

Si f est une bijection, I'application de J dans I, qui a chaque élément de
J associe son antécédent par f s’appelle la réciproque de f, notée f=1. f~!
est bijective et (f~1)~! = f.

De plus, fo f~'=1Idyet f~'o f=1d;.

Remarque 30.1 L’application f est bijective si et seulement si pour tout
y € J, Uéquation f(x) =y d’inconnue x € I admet une unique solution.

Exemple 30.3 On considere f : z +— 3z + 7.
Soit y € R, x € R.
—7
y = f(x) ssi 3x+7:yssix:yT
L’équation y = f(x) admet donc une unique solution. Donc f est bijective
et f7hra e 21
THEOREME 30.1 Soit I un intervalle, f une application définie sur I, conti-
nue et strictement monotone. On pose J = {f(x),x € I}. L’application :

I - J
x — f(x)

est une bijection.

THEOREME 30.2 Soit I un intervalle, f une application définie sur I et
dérivable. Si f' >0, et si f' prend la valeur O un nombre fini de fois unique-
ment, f est strictement croissante.

THEOREME 30.3 Soient (I,J) deux intervalles et f une application de I
dans J bijective. Si f est continue, f~! est continue.

Pierron Théo Page 275 Tous droits réservés



CHAPITRE 30. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Soit b € J tel que f soit dérivable en f=1(b). Si f'(f~*(b)) = 0, f!
n'est pas dérivable en b. Dans le cas contraire, f=' est dérivable en b et
(f=1'®) = w7y
Remarque 30.2 Soient (I,J) deuz intervalles, f une application de I dans J
dérivable, bijective telle que [’ ne s’annule pas. On suppose de plus connaitre
une fonction h de J dans I telle que f' = ho f. Dans ce cas, (f~1) = %

Démonstration. On pose :

_{J — R
L R T e o

@ est dérivable et o = 0 donc ¢’ = 0.
De plus, pour tout z € J,

o) = (f) (@) x f(f (@) = L= h(z) x (f1)(z) - 1

Or ¢/(z) = 0. Donc pour tout z € J, (f~1)(z) = ﬁ .

30.2.2 Etude de arccos

La restriction de la fonction cos sur [0, 7|, (notée cos || ») a valeurs dans
[—1, 1] est bijective. Sa réciproque est appelée arccosinus et notée arccos.

Proposition 30.1
e Pour tout x € [—1, 1], cos(arccosz) = x.
e Pour tout x € [—1,1], sin(arccosz) = v/1 — a2.
e Pour tout x € [—1, 1], arccos(—xz) = m — arccos z.

Démonstration.
e La premiere propriété découle de la définition.
e Soit x € [—1,1].

cos?(arccos x) + sin®(arccos(z)) = 1

Donc |sin(arccos z)| = /1 — 22,

Or arccosz € [0, 7] donc sinarccosz < 0.

Finalement, pour tout x € [—1, 1], sin(arccos x) = v/1 — z2.
e Soit x € [—1,1].

cos(m — arccos x) = — cos(arccos r) = —x = oS arccos

De plus, par définition, arccos(—x) € [0, 7] et m — arccosz € [0, 7.
L’injectivité de cos || assure alors le résultat. |
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Remarque 30.3 Soit © € R. On pose y = arccos(cosz). On n'a pas y = x,
on recherche y en étudiant I’équation cosx = cosy d’inconnue y € [0, 7).

THEOREME 30.4 arccos est continue, elle n'est pas dérivable en —1 ni en
1.

1
11—z

arccos ||_q,1[ est dérivable et (arccos|_1[) = — .

Démonstration. Soit x €]0, 7[.
cos'(z) = —sinz et —sina # 0 donc arccos |j_1,1[ est dérivable.
De plus, sin?(z) = 1 — cos?(z) et sinz > 0.

Donc sinx = /1 — cos?(x) et cos'(z) = —/1 — cos?(x).

On en déduit le résultat. ]

FI1GURE 30.1 — Graphe de cos et arccos

30.2.3 Etude de arcsin

s

La restriction de la fonction sin sur [—7, 7], a valeurs dans [—1, 1] est
bijective (strictement croissante continue sur un intervalle). Sa réciproque
est appelée arcsinus et notée arcsin.

Proposition 30.2

e Pour tout z € [—1, 1], sin(arcsinz) = x.

e Pour tout x € [—1, 1], cos(arcsinz) = /1 — 2.

e Pour tout z € [—1, 1], arcsin(—x) = — arcsin z.
Remarque 30.4 Soit x € R. arcsin(sin(z)) est l'unique solution de l’équation
sin(y) = sin(z) d’inconnue y € [— fracn2, %i], ie l'unique élément y € [, 7]
tel que x —y ou x +y — m soit multiple de 2.
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En particulier, on retrouve que arcsin(sin(z)) = x pour tout v € [—7, 7].

T,
2
7 :
- :
7 .
s :
2
v
T /
2 1 /
/
. . /
: : / us
: . / 1 2
. . 4
. : y
: . s
: - s
N s
: _
< —1
............... s
2

FI1GURE 30.2 — Graphe de sin et arcsin

THEOREME 30.5 arcsin est continue, elle n’est pas dérivable en —1 ni en
1.

arcsin ||_1 1| est dérivable et (arcsin |j_1 1))’ =

1—22°

30.2.4 Etude de arctan

La restriction de la fonction tan sur [—7, 7], a valeurs dans R est bijective
(strictement croissante continue sur un intervalle). Sa réciproque est appelée

arctangente et notée arctan.

Proposition 30.3

Pour tout x € R, tan(arctanx) = x.
Pour tout x € R, cos(arctanx) = \/1i7
Pour tout z € R, arctan(—x) =

—arctan .
Pour tout 2 € R, sin(arctanz) = 2.
Remarque 30.5 Soit v € R tel que v ¢ {5 + kn,k € Z}.

m™ T

arctan(tan(x)) est ['unique élément y €] — 7, %[ tel que x —y soit multiple
de .

En particulier, on retrouve que arctan(tan(z)) = x pour tout v €] — 7, 7|.
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[
ol

F1GURE 30.3 — Graphe de arctan

THEOREME 30.6 arctan est dérivable et pour tout v € R,

1
1+ 22

arctan’(x) =
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Chapitre 31

Fonctions hyperboliques

31.1 Fonctions hyperboliques directes

31.1.1 Définitions

Définition 31.1 On appelle sinus hyperbolique et on note sh la fonction :

R — R
sh : e? _ o7

—
v 2

On appelle cosinus hyperbolique et on note ch la fonction :

R —- R
Ch . eCC _l_e—x
H

o 2

On appelle tangente hyperbolique et on note th la fonction :

R —- R
th :
. sh(z)
ch(z)

THEOREME 31.1 sh et th sont impaires. ch est paire. Pour tout v € R,
ch?(x) — sh?(z) = 1.

Démonstration. Soit x € R.

2¢ _ 2z -2z _ 2z 2T 2eTe—®
chz(x)—sh2(x):e e +e e4 + 2e%e™" + Z2eve _q

281



CHAPITRE 31. FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Remarque 31.1 (recette de cuisine) Soit x € R. On cherche d exprimer ch(2x)
en fonction de sh(x).
e On écrit la formule analogue de trigonométrie usuelle :

cos(2z) = 1 — 2sin?(x)

e On remplace cos par ch, sin par i x sh et tan par i x th.
e On simplifie les complezes :

ch(2z) = 1 4 2sh?(2)

e On démontre en remplacant ch, sh et th par leur forme exponentielles.

Proposition 31.1 Pour tout x € R, sh(x) 4 ch(x) = e” et ch(x) — sh(z) =
e "

31.1.2 Linéarisation, factorisation et sommes

Linéarisation
Soit x € R.
et —e " et +e* 2
h(z)ch?(z) =
(o) (e) = (“ 5 ) (S5
_ sh(3z) = sh(xz)
=75 Ty
Factorisation
Soit z € R.

e = (ch(z) 4 sh(x))® = ch®(z) + 3 ch®(z) sh(z) + 3 ch(x) sh?(z) + sh®(z)

e = (ch(x) — sh(x))® = ch®(z) — 3 ch®(z) sh(z) 4 3 ch(z) sh?(z) — sh®(z)

Donc :
ch(3z) = ch®(x) + 3 ch(z) sh?(x)
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Somme

Soit (n,z) € N x R.

Sp =Y ch(kz) = §Z(ex)k = 52(6 )k
k=0 k=0 k=0
Siz=0,5,=n+l

31.1.3 Dérivabilité et limites

THEOREME 31.2 sh est dérivable et sh’ = ch.
ch est dérivable et ch’ = sh.
th est dérivable et th' = Ch% =1 — th2.

THEOREME 31.3

lim sh =+o00, lim ch=+o0, lim th=1
T——+00 T—r—+00 T—r—+00
Démonstration. ch est dérivable en tant que combinaison linéaire de fonctions
qui le sont.
Pour tout = € R, ¢h/(z) = £=2— = sh(z) donc ch’ = sh
De méme, sh et th sont dérivables et sh’ = ch et th' = 2 =1 — th®.
Par construction, lim ch = +oc et lim sh = +o0.

T—+00 r——+00
Soit x € R. ( ) )
(1l —e "
th = 7
(z) er(1 4 e~2v)
Donc lim th =1. ]
T—r—+00

31.2 Fonctions hyperboliques réciproques

31.2.1 Construction de Argch

La restriction de la fonction ch sur R* est bijective (strictement crois-
sante continue sur un intervalle) d’image [1, +o0o[. Sa réciproque est appelée
argument cosinus hyperbolique et notée Argch.
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Proposition 31.2
e Pour tout x € [1, +o0[, ch(Argchz) = x.
e Pour tout x € [1,4+o00[, sh(Argchz) = V2% — 1.
e Pour tout x € R, Argch(ch(x)) = |z|.

Démonstration.
e Définition de Argch.
e Soit z € [1,400].
ch?(Argch(z)) — sh*(Argsh(z)) = 1 donc sh®*(Argch(z)) = 22 — 1.
Comme Argch(z) > 0 et sh > 0 sur R, on a sh(Argch(z)) = Va2 — 1.
e Soit z € R. |z| > 0 donc Argch(ch(|z|)) = |z|. La parité de ch assure
alors Argch(ch(x)) = |x|. u

Proposition 31.3 Propriétés analytiques Argch est continue, dérivable
en tout point de |1, +oo[ mais pas en 1.
Pour z €]1,400[, on a :

, 1
(Argeh [j1 400 (2) = N

Fi1GURE 31.1 — Graphe de Argch

31.2.2 Construction de Argsh

La fonction sh est bijective (strictement croissante continue sur un inter-
valle) de R dans R. Sa réciproque est appelée argument sinus hyperbolique
et notée Argsh.

Proposition 31.4

Pour tout = € R, sh(Argshz) = x.

Pour tout x € R, ch(Argshz) = V22 + 1.
Pour tout x € R, Argsh(sh(z)) = z.
Argsh est impaire.
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Proposition 31.5 Propriétés analytiques Argsh est dérivable en tout
point de R et pour z € R, on a :
1

Argsh/ (.CL’) = T_l_l

Fi1GURE 31.2 — Graphe de Argsh

31.2.3 Construction de Argth

La fonction th est bijective (strictement croissante continue sur un in-
tervalle) de R dans | — 1, 1[. Sa réciproque est appelée argument tangente
hyperbolique et notée Argth.

Proposition 31.6

e Pour tout z €] — 1,1[, th(Argthz) = .

e Pour tout x €] — 1, 1], ch(Argthz) = —~—.
e Pour tout €] — 1, 1], sh(Argthz) = ;.
e Pour tout z € R, Argth(th(z)) = «.

e Argsh est impaire.

Proposition 31.7 Propriétés analytiques Argth est dérivable sur |—1, 1|
et pour z €] — 1,1, on a :

Argsh’(z) = !

1 — g2
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—_ - =

FIGURE 31.3 — Graphe de Argth
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Chapitre 32

Suites

32.1 Vocabulaire sur les suites réelles

32.1.1 Vocabulaire

Définition 32.1 On étudie les suites réelles, ie les familles d’éléments de
R dont I'ensemble, noté RY, est muni de deux lois de composition interne et
d’une loi de composition externe a domaine d’opérateur R, en posant, pour
toutes suites réelles (u,)nen €t (Vn)nen et A € R -

(un)nGN + (Un)nGN = (un + Un)nGN
(un)nEN X (Un)nEN = (unvn)neN
A(Un )nen = (Atp ) nen

Proposition 32.1 (R", +,-) est un R-espace vectoriel et (RY, 4, x) est
un anneau commutatif. Les éléments inversibles pour la multiplication sont
exactement les suites dont aucun terme n’est nul. Remarquons qu’il existe
des suites réelles u et v non nulles telles que uv = 0.

Définition 32.2 On dit qu’une suite (u,)nen €st :

. croissante ssi pour tout n € N, u,11 = u,
. décroissante ssi pour tout n € N, u, 1 < u,
. monotone ssi elle est croissante ou décroissante

1
2
3
4. strictement croissante ssi pour tout n € N, u,, 1 > u,
5. strictement croissante ssi pour tout n € N, u,, 11 < u,
6

. strictement monotone ssi elle est strictement croissante ou strictement
décroissante

Définition 32.3 On dit qu’une suite réelle (uy,)nen est :
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1. majorée ssi il existe M € R tel que pour tout n € N, u,, < M.
2. minorée ssi il existe M € R tel que pour tout n € N, u,, > M.

3. bornée ssi (|uy|)nen est bornée

32.1.2 Deux exemples

Définition 32.4 Soit (a,b) € R% On appelle suite arithmétique de raison
a et de premier terme b la suite (b + na),en.

Proposition 32.2

i(b%—pa) :(n+1)b+w

p=0

Définition 32.5 Soit (a,b) € R% On appelle suite géométrique de raison a
et de premier terme b la suite (ba™),en.

Proposition 32.3 Sia=1,

ibap — (n+1)b

p=0

Sinon,

32.1.3 Propriétés locales

Les propriétés énoncées précédemment ne sont pas souvent utilisées sous
cette forme. En effet, on étudie souvent les propriétés asymptotiques d’une
suite : les premieres valeurs de la suite n’interviennent pas.

Plutot que tester une propriété sur tous les termes d’une suite réelle, on
se contente souvent de la tester pour tous les indices assez grands.

Proposition 32.4 Une suite réelle est majorée (resp. minorée, bornée) a
partir d'un certain rang ssi elle est majorée (resp. minorée, bornée).

Proposition 32.5 Soit (u,),en une suite réelle.

Si elle est majorée, elle I'est ultimement. Réciproquement, si elle est ma-
jorée a partir d’'un certain rang, il existe M € R et p € N tel que pour tout
n € N vérifiant n > p, u, < M.

On sait alors que u est bornée par max(M, ug, - -+, up—1).

On fait de méme pour les cas minorée et bornée.
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32.2 Notion de limite

32.2.1 Définition

Définition 32.6 On dit qu'une suite u converge vers un complexe L et on
note L = 1_1&1 u, ssi pour tout € > 0, il existe ny € N tel que pour tout
n o0

n € N vérifiant n > ng, on ait |u, — L| < €.
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Remarque 32.1

o Ecrire 1_1>I_Ii_1 u, =l signifie u admet une limite et icelle vaut [.

e modifier un nombre fini de termes d’une suite ne modifie pas sa conver-
gence, ni son éventuelle limite.

Définition 32.7 On dit que u diverge vers +oo (resp. —oo) et on note

lim wu, =400 (resp. —o0) ssi
n—-+0o

VM eR,3ng e NNVne Non > ng = u, > M (resp. < M)

THEOREME 32.1 Soit u une suite qui converge versl € R. Soit I' € R.
St l' > 1, alors a partir d’un certain rang, u, <1'.
Sil' <1, alors a partir d’un certain rang, u, > l'.

Démonstration du premier point. Comme u converge vers [, |u — l| converge
vers 0.
Par définition, a partir d’un certain rang ng,

-1
2

U, — 1| <

puisque llz—_l > 0.

Donc u, — [ < &

~ etungl,;l<l’. n

Applications :

e Toute suite réelle admettant une limite strictement positive est stric-
tement positive a partir d’'un certain rang.

e Toute suite convergente est bornée (puisqu’a partir d’un certain rang,
[—1<u, <l+1).

Remarque 32.2 Une suite qui diverge vers +00 est non magjorée et minorée.
Une suite qui diverge vers —oo est non minorée et majorée.

THEOREME 32.2 Une suite réelle admet au plus une limite.
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Remarque 32.3 Soit fune fonction algébrique de R dans R.

Soit u une suite et v = f(u).

On peut passer les propriétés d’existence et de calcul de u vers v. Dans
l'autre sens, seul le calcul passe.
Exemple 32.1 Soit u une suite ne prenant pas la valeur 4 et v définie par
Uy = 2“” 1 pour tout n.

On suppose que v converge vers L.

Si L # 2, a partir d'un certain rang, v, # 2.

On a donc u,, = 4v”" L et u converge vers 4LL 21

Si L = 2, alors un(vn — 2) = 4v, — 1 donc u n’est pas bornée.

32.2.2 Formes indéterminées

— ni4n+4l
Exemple 32.2 Pour tout n € N, on pose u, = “+=.
_ (4o toy)
On a Uy = m
Donc lim wu, = 1.
n——+o0o
THEOREME 32.3 Soit a € RY.
In(n n e
lim ():O, lim — =0, lim — =0
n—+oo N« n—-+oo N n—+oo nl

Démonsﬂtmtion. (%)%N converge vers 0 donc il existe p tel que pour tout
q>p, % < 1.
Soit n € N tel quen > p+ 2.

eamn noao p e n—1 e\ e
CenC-(fY) (M)
e g=1 1 g=1 1 g=p+14 ) "

p e o
Donc pour n > p+2, 0 < H— .
=14
Donc lim <- =0. ]
n—+oo ™

n
nln(n)+e2

Exemple 32.3 Pour tout n, on pose u, = =— =

RS D
onc lim wu, =+o0
n 1+n—37 n—+oo

Exemple 32.4 Pour tout n € N, on pose u,, = (n + 1)% — .
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Soit n € N*,

Uy, = (n+ 1): (1—m) =(n+1)3 (1— <m> )

Donc lim wu, = +o0.
n—-4o0o

W=

Exemple 32.5 On pose u, = Z—ﬁ
Soit € > 0 et n tel que n > E(%)
E(é)}é—ldoncnle}é.
Donc }#1 < e
Donc pour tout n > E(2), Ju, — 1| < e.

D'ou lim wu, =1.
n——+00

Remarque 32.4 On montre de méme que pour tout a > 0, (n®),, diverge vers
+00 et (=), converge vers 0.
Pour tout a > 1, (a"),, diverge vers +o0o et (a=™), converge vers 0.

32.3 Stabilité de la notion de limite

32.3.1 Théoréme

THEOREME 32.4 Siu converge vers L et v vers L' alors u+v converge vers
L+ L' et uv vers LL'.

De plus, si L # 0, % est bien définie a partir d’un certain rang et converge
vers %

Démonstration. Soit € > 0. Pour n assez grand, |u, — L| < e et |v,—L'| < e.
|up + v, — (L4 L] < |up — LI + v, — L'| € 2¢
Donc u + v converge vers L + L.
|upvy, — LL'| = |uy(vy, — L") + L' (un, — L)| < (Jun| + L')e

Or u converge donc elle est bornée.

D’ou la convergence de uv vers LL'.

Si L # 0, |u| converge vers |L| # 0 donc a partir d'un certain rang,
) > 2.

En particulier, a partir de ce rang u,, # 0.

Enfin & partir d'un certain rang,

1 1 |un, — L € 2¢e
— = —’ = < S T
Un LI ful[L] T funl L] L]
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S

Donc lim -+ =
n—+oo Un

32.3.2 Reécapitulatif
Limite d’'une somme

Soit u et v convergeant vers L et L' dans R.
On peut conclure quand a la convergence et la limite de u + v ssi on peut
sommer L et L' dans R (ie |L| = |L'| = +o0 et LL' = —00).

s R +o0o | —o0
R |L+L | +o0 —00
400 | 400 400 | indef.
—o0 | —oo |indef. | —oc0

FIGURE 32.1 — Limite d’'une somme

Remarque 32.5 Siu converge et v diverge alors u 4+ v diverge.

Limite d’un produit

On sait conclure sauf quand I'une des suite tend vers 0 et l'autre vers
+o0.

I R: | R* 0 400 —00
R: | LL" | LL 0 400 —00
R* | LL | LL 0 —00 | 400
0 0 0 0 indef. | indef.
400 | +00 | —oo | indef. | +o0 —00
—00 | —00 | +00 | indef. | —o0 +00

FIGURE 32.2 — Limite du produit

Remarque 32.6 Si u et v sont des suites d’éléments de R, pour étudier
(Ul ) nen, il faut impérativement étudier la suite (v, In(uy,))nen et utiliser les
propriétés de la fonction exponentielle.

Sinon, on peut tomber sur des formes indéterminées du type 1°°.

Limites d’un quotient

Si L' # 0, ¥ est bien définie a partir d'un certain rang et on sait conclure
sauf quand les suites divergent vers 4oo.
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L

L R +00 —00
RY [ £ ] +o0 | —o0
R* ﬁ —00 | +00
400 | 0 | indef. | indef.
—o0o | 0 | indef. | indef.

FIGURE 32.3 — Limites d'un quotient

On ne peut rien dire en général quand L' = 0 pour la suite % Il n’est
méme pas certain que cette suite soit définie.

Si elle I'est a partir d'un certain rang, le seul point qu’on peut prouver
est que ‘—11)‘ diverge vers +oo. (Prendre v = ((_i) JneN)-

Remarque 32.7 Si u converge vers une limite non nulle et v diverge alors
uv diverge.

32.4 Comparaison asymptotique de suites

32.4.1 Définition et exemples

Définition 32.8 Soit u et v deux suites telle que v ne s’annule pas.

e On dit que u est négligeable devant v et on note u, = o (v,) ou
n——+0o0
u = o(v) ssi ¥ converge vers 0.
e On dit que u est dominée par v et on note u,, = Qr (vn) ouu = O(v)
n——+0o0

ssi % est bornée.

e On dit que u et v sont équivalentes et on note u,, ., Unouu~ ssi
n—-+0o0

2 converge vers 1.
Remarque 32.8
o Avecl #0, lim wu, =1ssiu~I.
n——+0o0o
e Rien n’est équivalent a 0.

Proposition 32.6
e Siu~walorsv~u
e Siu~wvr~walors u~ w
e Siu~wvetwv>0 ultimement, alors u aussi

Proposition 32.7 Soit u, v, w, z ne prenant pas la valeur 0 & partir d'un
certain rang.

e Siu~wvetwnr~ zalors uw ~ vz

e Pour tout o € Z, si u ~ v alors u® ~ v®.

e Soit @ € R. Siu > 0etv >0 ultimement et si u ~ v alors u® ~ v®.
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Proposition 32.8 Soit u convergeant vers 0 et o # 0.

sin(u) ~ u 1 — cos(u) ~ “72
In(1+u) ~wu e —1~u
sh(u) ~ u ch(u) —1~u

(I+u)*—1~au

Exemple 32.6 Pour tout n, on pose u, = (n + 1)3 — n3.

1
Onaun:n% <(1+%)3 —1>.
1
Or (1+%)3 ~ o donc u, ~ 5.
3n3
Donc lim wu, = 0.
n—-4o0o

Remarque 32.9 u ~wv ssiu=uv-+o(v).
De plus, si u=v+w et w=o0(v) alors u ~ v.

Exemple 32.7 Pour tout n, on pose u,, = cos(%) — 1+ sin(%).
On a1y = gt + o) + 3 +o(2) = & — 2 +o(2)
Donc u, =+ + o(+) et u, ~ +.

32.4.2 Quelques usages courants

Soit u et v deux suites.
Si u — v converge vers 0, e* — e’ ~ e’(u — v).

Si ¥ converge vers 1, u® — v ~ av® ' (u — v).
(n+1)? _gn2+2
__ e n’ —e 1
Exemple 32.8 Pour tout n, on pose u, = “—7 77— cos(;;).

142 2 2 A
Pour tout n, e *n)” — "2 = " +2(en7 — 1).
n2+2
Donc u, ~ S car cos() ~ 1 et n” +n’ + 1~ n"
De plus,
en2+2
nnt2

=exp(n® +2 —nln(n) — 2In(n))

Et lim n?+2—nln(n) —2In(n) = +oo donc lim wu, = +oc.
n——+00 n——+o0o

32.5 Stabilité vis a vis de ’ordre

Définition 32.9 On dit que u < v ssi a partir d'un certain rang, u, < v,.

Remarque 32.10 Ce n’est pas une relation d’ordre (antisymétrie).

THEOREME 32.5 Soit u et v telles que u < v.

Siu et v convergent alors lim u < lim wv,.
n—-+o00 n—-+o00
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Démonstration. Notons [ la limite de u et I’ celle de v.
Soit £ > 0.
Il existe ng a partir duquel |u, — | < e.
Il existe n; a partir duquel |v, — '] < e.
Il existe ny, a partir duquel u,, < v,.
Pour n > n3 = max(ng, n1,n2), on a

l—e<u, <v, <l'+¢
Doncl—1U'<2etl—1<0. ]

Remarque 32.11 Les inégalité strictes ne passent pas a la limite.

THEOREME 32.6 DES GENDARMES Soit u, v, w des suites telles que u < v <
w.
St u et w convergent vers L alors v aussi.

Démonstration. Soit € > 0.
Il existe ng a partir duquel |u, — L| < e.
Il existe n; a partir duquel |w, — L| < e.
Il existe ny a partir duquel u,, < v, < w,.
Pour n > n3 = max(ng, n1,n2), on a

L—e<u,<v,<w,<L+e¢
Donc |v, — L| < € et v converge vers L. u

COROLLAIRE 32.1 Tout réel est limite d’une suite de rationnel.
Démonstration. Soit x € R. Pour tout n, on pose u,, = E(ll(?:x)
Ona 10"z — 1 < E(10"z) < 10"z donc z — 107" < u, < .

Donc lim w, = x. [
n—-+o0o

THEOREME 32.7 Soit u et v deux suites telles que u < v.

S7 lim v = —o00 alors lim uw= —o0.
n——+00 n——+00

S7 lim w = +o0 alors lim v = +o00.
n—-+oo n—-+4oo

Démonstration. Si lirll u, = 400, a partir d’'un certain rang, on a v, <
—+00

n
Uy < M.

Donc, par définition lim v, = 4o00. [ ]
n—-+o0o
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Exemple 32.9 Soit o € N. Pour tout n, on pose u,, = Z

Déterminer la limite de w si elle existe.
Pour tout n,

n < n
U n
n?+n P

Doncsi a > 1, lim u, = +o0.

n—-+00
Sia=1, lim u,=1.

n——+00

Enfin, si « < 1, lim u, = 0.

n—-4o0o

n na

n2+k

k=0

32.6 Théoreme d’existence de limites

32.6.1 Enoncés

THEOREME 32.8

e Toute suite réelle croissante et majorée converge.

e Toute suite réelle croissante et non majorée diverge vers +oo.
o Toute suite réelle décroissante et minorée converge.
o Toute suite réelle décroissante non minorée diverge vers —oo.

Démonstration. Si u est croissante.
e On suppose u majorée.

L’ensemble {u,,n € N} est une partie de R non vide et majorée. Il

admet donc une borne supérieure [.

Soit € > 0. [ —e < [ donc [ — € ne majore pas cet ensemble.

Il existe donc ng tel que u,, > 1 —¢

Pour n > ng, on a donc | — € < u,, <[ (croissance).

Donc lim w, =1.
n—-+o00o

e On suppose u non majorée.

Pour tout M € R, il existe ng tel que u,, > M.

Par croissance, on a le résultat.

Si u est décroissante, on applique le point précédent a —u.

32.6.2 Suites adjacentes

Définition 32.10 Soit u et v deux suites réelles.

u et v sont dites adjacentes ssi u croit, v décroit et lim wu, —v, =0

n——+o0o

Proposition 32.9 Si u et v sont adjacentes, pour tout n € N, u,, < v,.
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Démonstration. On suppose qu’il existe ng tel que wu,, > vy,.
Pour n > ny, on a u, > uy,, et v,, = v,.
Donc u,, — vy, 2 Upy — Uy, > 0. Or u — v converge vers 0.
Donc 0 > 0. Contradiction. [

THEOREME 32.9 Deux suite adjacentes convergent vers la méme limite.

Démonstration. On reprend les notations de la définition.
u est croissante majorée par vy donc converge.
v est décroissante minorée donc converge.

De plus lim u, — lim v, = lim wu, —uv, =0.
n—-4oo n—-+4oo n—-+oo
D’ou le résultat. |

Remarque 82.12 w,, (resp. v,) est une valeur approchée par défaut (resp. par
excés) de la limite commune n avec une précision de v, — Uy,.

COROLLAIRE 32.2 Soit (1,), une suite de segments emboités dont le dia-
métre tend vers 0.

Alors ﬂ I,, est un singleton.
neN

32.7 Notion de sous-suite

Définition 32.11 On appelle sous-suite de u toute suite v telle qu’il existe
¢ : N = N strictement croissante telle que pour tout n € N, v, = uy ().

THEOREME 32.10 Si une suite u admet une limite | dans R alors toute
sous-suite de u admet | comme limite.

Démonstration.

Lemme 32.10.1
Soit ¢ strictement croissante. Alors pour tout n, p(n) > n.

On suppose | € R (les autres cas sont analogues).

Soit v une sous-suite de u. Notons ¢ l'extractrice associée.

Soit € > 0. Comme limu = [, il existe ng tel que pour tout n > ny,
lu, — 1] <e.

Sin >=ng, onapn)=n=ngdone |v, —I| <eetlimv=1I. ]

Remarque 32.13 FEn contraposant, on a un outils pour montre la divergence
de suites.

THEOREME 32.11 DE BOLZANO-WEIERSTRASS De toute suite bornée, on
peut extraire une sous-suite convergente.
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32.8 Suites complexes

32.8.1 Définitions générales

On munit I'ensemble des suites complexes des lois usuelles. (CN, +, ) est
un C-espace vectoriel et (CN, 4, x) est un anneau commutatif. Les éléments
inversibles pour la multiplication sont exactement les suites dont aucun terme
n’est nul. Remarquons qu’il existe des suites non nulles u et v telles que
uv = 0.

Définition 32.12 Soit u une suite complexe. On appelle partie réelle (resp.
partie imaginaire, conjuguée) de u et on note R(u) (resp. S(u), W) la suite
(R(un))new (resp. (S(un))nen, (Wn)nen)-

Définition 32.13 Une suite u est bornée ssi il existe M € R tel que pour
tout n € N, on ait |u,| < M.

32.8.2 Limite d’une suite complexe

Définition 32.14 On dit qu'une suite complexe u converge vers un com-

plexe L et on note L = l_1>rJ1rr1 U, ssi pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
n o

pour tout n € N vérifiant n > ng, on ait |u, — L| < €.
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Remarque 32.1}
e u converge vers L ssi u — L converge vers 0.
e Une suite convergente est bornée
e On ne change pas la nature d’une suite ni la valeur de sa limite en
changeant un nombre fini de termes de cette suite.
o [l y a unicité de la limite d’une suite convergente.

Proposition 32.10 Soit u une suite complexe et L € C. La suite u converge
vers L ssi R(u) et I(u) convergent vers R(L) et (L) respectivement.

Démonstration.
= Siu converge vers L, comme |R(u)—R(L)| < |[u—L]| et |(u)—(L)| <
|u — L| et que u — L converge vers 0, on a le résultat.
< Onau—L=%Ru)—R(L)+i(S(u) — (L)) donc
u— L[ < [R(u) = R(L)[ + [S(u) = (L)
D’ou le résultat. n

Proposition 32.11 Si u converge vers L alors |u| converge vers |L|.
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Démonstration. Par 'inégalité triangulaire, ||u|—|L|| < |u—L|, ce qui assure
le résultat. -

Remarque 32.15 La contraposée est souvent utile pour prouver les diver-
gences de suites complexes.

Exercice : Soit z € C. Etudier la convergence de la suite u = (2"),en.

Si |z| > 1, la suite réelle |u| diverge vers +oo. La contraposée de la
proposition précédente assure que u diverge.

Si|z| < 1, la suite réelle |u| converge vers 0 donc par définition u converge
vers 0.

Si|z|=1,onalz 2" = |2"||z — 1| = |z — 1| donc si u converge, alors
z = 1. Réciproquement, si z = 1, u converge.

D’ou a convergence ssi z =1 ou |z| < 1.

n+l

Proposition 32.12 Les théoremes de stabilité de la notion de limite se
généralisent sans probleme.

32.9 Suites récurrentes

32.9.1 Présentation

Soit UCR, f:U—-RetaeclU.
On définit une suite réelle par :

Ug = a
vn'E-N}un+1::f(un)

On se pose trois problémes :
e La définition est-elle licite ?
e Y a-t-il convergence ?

e Peut-on la calculer?

32.9.2 Correction

Si f est a valeurs dans U alors u est correctement définie.

Exemple 32.10 Pour quelles valeurs de a € R, la suite u vérifiant ug = a
et pour tout n € N, w1 = untl ost correctement définie.

Unp—1
e Sia =1, la suite n’est pas correctement définie.
e On pose :
R\{1} — R
[ r+1
T
r—1
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On résout f(z) = 1 d’inconnue z.
Cette équation n’a pas de solution donc f(R\ {1}) C R\ {1}.
e Sia # 1, la suite est donc correctement définie.

Exemple 32.11 On définit to=a :

Vn € Ny upyq = In(uy,)

Soit a > 0. On suppose qu’il existe u qui marche.
=0

On définit = par o )

Vn € N, 2,41 = exp(z,)

Par convexité, x,,1 = x, + 1 donc par récurrence, nl_lgloo T, = +00.

On en déduit que {p € N,a < z,} est non vide donc il admet un plus
petit élément p. On a z,_1 < a < .
Une récurrence finie assure que pour tout ¢ € [0,p — 1], zp—1—4 < uy <

Tp_g
En particulier, u,_; €0, 1] et u, < 0. Contradiction.

32.9.3 Etude asymptotique
Existence puis calcul

Lemme 32.11.1
Soit ACR,ace Aet f: A—R.
On pose u définie par ug = a et Yn € N, w1 = f(uy).

1. Si pour tout x € A, f(x) > z, alors u est croissante.

2. Si pour tout x € A, f(x) < z, alors u est décroissante.
3. Si f est croissante, u est monotone.
4

. Si f est décroissante, (uay, ), €t (U2,41), sSont monotones de sens contraire.

Démonstration.
1. Par récurrence.
2. Considérer —f.

3. On suppose ug < up. On a alors par récurrence la croissance de u. De
méme, si ug > uq, on a sa décroissance.

4. Si f est décroissante, f o f est croissante et les suites définie a ’aide de
f o f sont (us,), et (ugna1), qui sont alors 'objet de 3. ]

Remarque 32.16 Ce lemme permet de montrer ’existence d’une limite, qui
se trouve parmi : les points de bord de A, les points de discontinuité de f et
les points fizes de f.
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Existence et calcul

Définition 32.15 Soit ACRet f: A—R.
e Soit M € R. On dit que f est M-lipschitzienne ssi pour tout (z,y) € A2,
F(2) — f(y)] < Mz —y].
e On dit que f est lipschitzienne ssi il existe M tel que f soit M-
lipschitzienne.
e On dit que f est contractant ssi il existe M €]0, 1] tel que f soit M-
lipschitzienne.

Remarque 32.17

e Une fonction lipschitzienne est continue.
o L’ensemble des fonctions lipschitzienne est stable par addition, compo-
sition et multiplication par un scalaire.

Proposition 32.13 Une fonction dérivable a dérivée bornée est lipschit-
zienne, de méme qu'une fonction C* sur un segment.

Proposition 32.14 Si f est contractante, la suite définie par u, 1 = f(u,)
converge géométriquement vers un point fixe de f.

Démonstration. On a |u,4 — L| < M|u, — L| donc |u, — L| < M"|ug — L|
avec L tel que f(L) = L. [

Exemple 32.12 Soit [ un intervalle, f € C*(R,R) et L tel que f(L) = L.

Montrer qu’il existe € > 0 tel que pour tout x € [L — ¢, L + €], la suite
définie par uy = x et u,1 = f(u,) converge vers L.

e On pose ¢ = |f( I Comme |f'| est continue en L et ¢ > |f'(L)|,

il existe ¢ > O tel que pour tout x € [L —e, L+ ¢, |f'(z)] < c. Par
inégalité des accroissements finis, pour tout (z,y) € [L — &, L + €]?,
|f(x) = fy)] < clz =yl

e Soit x € [L—¢,L+¢l.

[f(2) = Ll = |f(z) = f(D)| S cle = L| S ce <€

Donc [L — €, L + €] est stable par f.

e Soit a € [L — ¢, L+ ¢]. On définit u comme précédemment.
Comme f([L—¢,L+¢])C[L—¢,L+¢e],ue[L—e L+eN.
On montre comme précédemment que |u, — L| < ¢*|a — L.

Donc lim wu, = L.
n—-+o00
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32.9.4 Deux exemples
Exemple 32.13 Etudier la suite définie par :

ug € I = {—g,jtoo{

Vn e N, uy1 = v2u, +3

f[—>]R
Sz —~ 2z + 3

On pose :

e Soit x € I.
flx)=zssiz?=22+3etx>0ssiz=3

Comme f est continue sur un fermé, la seule limite possible est 3.

e On suppose ug € [—3,3]. Comme f([-3,3]) C [0,3], u € [0,3]".
De plus, sur cet intervalle f > Id donc u est croissante majorée donc
converge vers la seule limite possible ie 3.

e On suppose ug € [3, +00.
Cet intervalle est stable par f et dessus, f < Id donc u est décroissante
minorée donc converge encore vers 3.

Exemple 32.14 Etudier la suite définie par :

ug € R
4 — 2
VnEN,un_,_l: Yn
3
On pose :
I — R
[ N 4 — o2
v 3

e Les limites finies potentielles sont —4 et 1.

e Siwug €] — o0, 4.

Comme f(] — 00, —4[) C] — 00, —4[ et que f < Id sur cet intervalle, u
est décroissante donc admet une limite dans [—o0, ug] avec uy < 4 donc
limu = —o0.

e Siwug €] —4,0], on suppose que u €] —4, 0N et f > Id sur cet intervalle,
u est croissante donc converge vers un élément de [ug, 0]. Or 1 & [ug, 0]
et —4 ¢ [ug, 0] donc contradiction et il existe u,, ¢] — 4,0].

L’ensemble {p € N, u, ¢] —4,0]} est non vide donc il admet un plus
petit élément ¢ ie u, ¢] — 4,0] et u,—1 €] — 4,0].
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Or f(] —4,0]) C] —4,3] donc u, € [0,3] C [0,2]. On se raméne donc
aux cas suivants.

e On considére une suite v € [0, 2]" vérifiant pour tout n € N, v,,; =
f(f(vy)). Les points fixes de f o f sont 1 et —4.
[0, 2] est stable par f donc par fo f. fo f est croissante sur [0, 2] donc
v est monotone bornée donc converge vers la seule limite potentielle de
0,2] ie 1.

e On suppose uy € [0,2]. (uan)n €t (ugni1)n vérifient les hypotheses du
premier point donc convergent vers 1 et u converge vers 1.

e En notant que f(]2,4]) C] —4,0[ et f(]4, +o0o[) C] — 00, —4]

Pour conclure,

o Si|ugl >4, lim wu, =-—00
’n—>+oo

o Si|ug| < 4, ngrfmun =1

o Si|ug| =4, n1—1>I4I—100un =—4
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Chapitre 33

Fonctions d’une variable réelle
— Vocabulaire

33.1 Définitions générales

Définition 33.1 Soit E une partie de R. On appelle fonction réelle d’une
variable réelle de domaine de définition E toute application de £ — R.

Remarque 33.1 On rappelle que la donnée de l’ensemble de définition d’une
fonction est aussi importante que la donnée de l’expression de la fonction,
d’ou les notions de restriction et prolongement d’une fonction.

Par la suite, on supposera les fonctions définies sur un espace non vide.

Ainsi E+@ #F.

33.1.1 Opérations sur les fonctions réelles

On munit R¥ des lois +, -, x définies par :

f+-{E_>R f.{E—>R et)\f-{E%
e = f@+9@’? e = @)@ e -

Proposition 33.1
o (RE +, .) est un espace vectoriel et (RE, +, x) est un anneau commu-
tatif.
e Les fonctions inversibles pour la multiplication sont celles qui ne s’an-
nulent pas.
e [l existe f et g non nulles telles que fg = 0.

Exemple 33.1 Soit f et g deux fonctions complexes définies sur un inter-
valle I de R telles que f? = g% Alors on ne peut pas déduire que f = +g¢
comme dans R
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On peut seulement affirmer que (f — ¢)(f + g) = 0, et on ne peut alors
plus rien dire : (RE 4, x) n’est pas intégre.

Par exemple, f : x +— x et g : x — |z| vérifient f2 = ¢ mais f # +g.
Définition 33.2 On définit la composition de deux fonctions f : £ — F et
g: F — Gavec E, F,G des parties de R par :

of-{E - G
720 s = g(f@)

Proposition 33.2 Soient f et g définiessur E C R, A€ Ret h: F'— E.
(f+g)oh=(foh)+(goh)

(Af)oh=A(foh)

(fg)oh=(foh)(goh)

Si f ne s’annule pas, (§) o h = 57

33.1.2 Relation d’ordre sur les fonctions réelles

Définition 33.3 On munit 'ensemble R d’une relation d’ordre partiel en
posant, pour tout f,g: E — R, f < g ssi pour tout = € E, f(x) < g(x).

Proposition 33.3 Cette relation d’ordre est compatible avec les lois + et
X ie pour tout f,g,h: E — R tel que f < g, f+h < g+ h et pour tout
fig: E—Rtel que f >0et g>0alors fg > 0.

Remarque 33.2

e La relation d’ordre étant partielle, le résultat de la comparaison de deux
fonctions ne peut pas étre un critére de discussion. Ainsi, si f et g sont
deux fonctions réelles définies sur une partie E de R sur lesquelles on
veut obtenir une propriété (P), prouver (P) lorsque f < g puis lorsque
f = g ne sert a rien car il reste a traiter le cas ou f et g ne sont pas
comparables. L’expérience montre que prouver ce dernier cas prouve les
deux premiers, rendant la discussion caduque.

e Contrairement a ce qui se passe sur R, la négation de f < g n’est
pas f > g. En effet, on nie une assertion universelle : pour tout x,
f(z) < g(x) donc on obtient une assertion existentielle : il existe x tel

que f(x) > g(x).

Définition 33.4 Soit f et g deux fonctions réelles définies sur . On définit
plusieurs fonctions par, pour tout x € F,

sup(f, g)(x) = sup{f(x), g(2)}, nf(f, g)(x) = inf{f(2),9(x)}, [fl(x) =|f(2)]
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33.2 Problemes de symétrie

Définition 33.5 Soit 7" € R*. Une fonction réelle f définie sur F est dite
périodique de période T' ou T-périodique ssi pour tout x € E, f(x +T) =
f(z).

Remarque 33.3

o Si f est_?éﬁodique de période T # 0, son graphe, tracé dans un re-
pére (o, i, 7 ) du plan est invariant par les translations de vecteurs de

—
Uensemble {kT i ,k € Z}.

o Pour tout T' # 0, l'ensemble des fonctions T-périodiques est un sev et
un sous-anneau de RE.

e On peut montrer qu’une fonction non constante périodique et conti-
nue admet une plus petite période strictement positive. Ce point est
évidemment faux pour les fonctions constantes, et pour les fonctions
continues, l'indicatrice de Q fournit un parfait contre-exemple puisque
tout élément de Q non nul est période d’icelle.

Définition 33.6 Une fonction réelle f définie sur E est dite paire ssi pour
tout © € B, —x € Fet f(—x) = f(x).

De méme, elle est dite impaire ssi pour tout z € F, —x € E et f(—x) =
—f(z).
Remarque 33.4

o Si f est paire, son graphe est symétrique par rapport a 'axe des or-
données. L’ensemble des fonctions paires définies sur E est un espace
vectoriel.

e Si f est impaire, son graphe est symétrique par rapport au centre du
repére. L’ensemble des fonctions impaires définies sur E est aussi un
espace vectoriel.

o Plus généralement, s’il existe a € R tel que pour tout x € £, 2a—x € F
et f(2a — x) = f(x) alors le graphe de [ est symétrique par rapport a
la droite d’équations x = a.

e De meéme, s’il existe a € R tel que pour tout x € E, 2a —x € Fet
f(2a —z) = —f(x) alors les graphe de f est symétrique par rapport au
point de coordonnées (a,0).

Exemple 33.2 Réduire le domaine d’étude de sin(2z — %) > cos(4x).

La fonction f : x + sin(2z — §) — cos(4x) est définie sur R, m-périodique
et vérifie pour tout x € R, f(§ —2) = —f(x).

Son graphe, tracé dans le repére orthonormé (o, i, j ) est donc invariant

par translation de vecteur 7 ¢ et présente un centre de symétrie au point de

coordonnées (Z,0). On peut donc étudier 'équation sur [, 37].

87 8
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FIGURE 33.1 — Parité et imparité

Exemple 33.3 On considere :

R — R

P e (e
t—4

Pour tout ¢ ou cela a un sens, calculer f(3—t) et donner un domaine d’étude
de f.

La fonction f est définie sur R \ [—1,4]. Pour tout ¢ dans cette union
d’intervalles, on a f(3—1t) = —f(t). Il s’ensuit que le graphe de f, tracé dans
un repére orthonormé admet un centre de symétrie en (2,0).

On étudie donc f sur |4, +o0.

33.3 Variations d’une fonction

Définition 33.7 Soit f une fonction réelle définie sur £ C R.

e On dit que f est croissante (resp. décroissante) ssi pour tout z,y € E,
tel que z <y, f(z) < f(y) (vesp. f(z) = f(y)).

e On dit que f est monotone ssi elle est croissante ou décroissante.

e On dit que f est strictement croissante (resp. décroissante) ssi pour
tout x,y € E, tel que z <y, f(x) < f(y) (resp. f(z) > f(y)).

e On dit que f est strictement monotone ssi elle est strictement croissante
ou strictement décroissante.

Proposition 33.4 Soit f et g deux fonctions réelles définie sur E et F' tel
que f(E) C F.
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Si f et g ont méme sens de variation (resp. des sens de variations opposés),
alors g o f est croissante (resp. décroissante).

33.4 Extrema des fonctions

Définition 33.8 Soit f une fonction réelle définie sur £. On dit que cette
fonction est :

e majorée ssi il existe M € R tel que pour tout = € E, f(z) < M.

e minorée ssi il existe M € R tel que pour tout z € E | f(x) > M.

e bornée ssi il existe M € R tel que pour tout =z € E, |f(x)| < M.

Proposition 33.5 L’ensemble des fonctions de £ — R bornées est un
sous-anneau et un sev de R”. Ce n’est pas le cas des fonctions majorées
ou minorées : en toute généralité, seule la somme de fonctions majorée est
majorée et idem pour la minoration.

Définition 33.9 Soit f une fonction réelle définie sur E est majorée (resp.

minorée). La borne supérieure (resp. borne inférieure) de f(FE) existe et est

appelée borne supérieure (reps. inférieure) de f et notée sup f ou sup f(x)
E E

(resp. i%ff = %ggf(x)) "~

Définition 33.10 Soir f: £ — R. On dit que f admet un maximum (resp.
minimum) en a € E ssi pour tout € E, f(z) < f(a) (resp. f(z) = f(a)).
On dit que f admet un extremum en a ssi elle admet un maximum ou un
minimum en a.

Soit f : E — R. f admet un maximum (resp. minimum) ssi f(FE) admet
un plus grand (resp. plus petit) élément. Cet élément est appelé maximum
(resp. minimum) de f et on note mgxf = max f(z) (resp. i%ff = nelgf(:c))

Remarque 33.5 Sur les schémas ci-dessous, la nature de [’ensemble V' (borné,
ouvert, fermé, conneze,...) des valeurs de f ne semble pas dépendre de celle
de l'intervalle I de définition.

On constate de plus que f admet une borne supérieure ssi V en a une et
f admet un mazimum ssi V admet une borne supérieure qui est atteinte : il
existe a € I tel que f(a) =sup; f. On a les mémes résultats pour les bornes
inférieures et les minima.

Définition 33.11 Soit f : F — R. On dit que f admet un maximum local
(resp. minimum local) en un point a € E ssi il existe £ > 0 tel que pour tout
r € ENja—¢e,a+¢|, f(x) < f(a) (resp. f(z) = f(a)).

On dit que f admet un extremum local en a ssi elle admet un maximum
local ou un minimum local en a.
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FIGURE 33.2 — Images d’intervalles

33.5 Problemes de quantification

Lorsqu’on manipule des fonctions, il faut faire attention a la quantifica-
tion, ie a I'introduction des variables. Ecrire une identité fonctionnelle, ¢’est
écrire que pour tout x dans un ensemble, 1'égalité est vraie en .

Par convention, quand un réel apparait dans une telle formule, il désigne
la fonction constante qui lui est égale, définie sur un intervalle convenable.

Une identité fonctionnelle est donc une assertion universelle, que le « pour
tout » soit présent ou non. Par exemple, ces trois phrases sont équivalentes,
pour f: [ - R:

e f est majorée par 2 (aucune variable n’apparait)

o f <2 (idem)

e pour tout x € I, f(z) < 2 (on utilise x qui n’a de sens que dans la

phrase écrite).

Il est essentiel de se souvenir que la quantification fait partie des défini-
tions. Par exemple, la définition de la parité est pour tout x € R, f(—z) =
f(z) et non pas f(—x) = f(x), car x n’y est pas définie.

De plus, quand on quantifie en une variable introduite par « soit », elle
disparait, et n’a plus de sens a partir du moment ot on a quantifié.

La plupart des erreurs viennent du fait qu’on oublie la quantification :
variables indéfinies, problémes de négation d’assertions,. . .
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Chapitre 34

Limite d’une fonction réelle

34.1 Notion de limite

34.1.1 Limite d’une fonction réelle en un point de R

On travaille sur des intervalles non vides et non réduits a un point.

Définition 34.1 Si I est un intervalle de R, on note I la réunion de I et
de ses extrémités finies.

Définition 34.2 Soit / un intervalle de R, f: I -+ R, a € et L € R.
On dit que f admet L comme limite en a ssi

Ve >0,dn>0,Ve el |v—a|<n=|f(x)—L|<e

Remarque 34.1 Pour généraliser facilement la notion de limite en 400, il
faut donner une idée de ce que peut étre un point proche de foo.

Ainsi, [ admet une limite égale 4 400 en un point a € R ssi f(z) est
supérieur a tout réel fixé dés que x est assez proche de a.

Définition 34.3 Soit f: ] —+Reta € I.
On dit que f admet +00 comme limite au point a ssi

VM eR,In>0Veel |lx—al<n= f(z)>2M

Remarque 34.2 Soit f : I — R admettant une limite L en a € I.

e L ne peut étre infinie. Supposons le contraire.
On a alors Uexistence de n > 0 tel que pour tout x € I, |x —a| < n =
f(z) = fla) + 1.
En particulier |a — a] =0 < n donc f(a) > f(a) + 1. Contradiction.

o Soit e > 0. Comme L € R, il existe n > 0 tel que pour tout x € I,
lz—al<n=|f(z) - L|<e.
On a donc |f(a) — L| < e donc f(a) = L.
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Donc si f admet une limite en a € I, cette limite vaut f(a).

34.1.2 Notion de limites partielles

Définition 34.4 Soit f: I — R, a € I tel que IN]a, +oo[# @ et L € R.
On dit que f admet L comme limite a droite au point a ssi la restriction
de f a INja,+oo[ admet L comme limite au point a.
Lorsque cette limite existe, elle est notée lim f(z).

r>a

Définition 34.5 Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I de R,
a € I tel que IN] — oo, al# @ et L € R.

On dit que f admet L comme limite a gauche au point a ssi la restriction
de f a IN] — 00, a] admet L comme limite au point a.

Lorsque cette limite existe, elle est notée lim f (x).

z<a

Remarque 34.3 Méme si f admet une limite a droite et a gauche en a € I,
rien n'assure que f admette une limite en a. En fait, f admet une limite en
a € I ssi f admet une limite a droite et a gauche, toutes deuz égales a f(a)
en a.

34.1.3 Limite d’une fonction réelle en +oco

La généralisation a 0o impose seulement 'interdiction de I’étude de ce
genre de limite si on ne peut pas s’approcher de +o0.

Par exemple, pour introduire la notion de limite en +o00 sur un intervalle
I de R, il faut s’assurer que pour tout M € R, [M,+oc[N] # & (afin de
pouvoir calculer f(z) pour des valeurs de x aussi grandes que voulues), ie
que [ est non majoré.

Définition 34.6 Soit f : I — R avec I non majoré et L € R. On dit que f
admet L comme limite en 400 et on note l_1>rJ1rr1 f(z) = L ssi

Ve>0,3ANeRVz e,z >N = |f(z) - L| <e¢

Définition 34.7 Soit f : I — R avec [ non majoré. On dit que f admet
+00 comme limite en +00 et on note 1_131 f(z) = 400 ssi

VM eR AN eRVre x> N= f(z)>M

Définition 34.8 Soit f : I — R avec [ non majoré. On dit que f admet
—oo comme limite en 400 et on note 1_1>1£1 f(z) = —oo ssi

VM eR, AN eRVzel,z >N = f(z) <M
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34.2. EXTENSION

Définition 34.9 Soit f : I — R avec I non minoré et L € R. On dit que f
admet L comme limite en —oo et on note 1_i>I_Il f(z) =L ssi

Ve>0,AN eRVr e [,x < N=|f(z)—L|<¢

Définition 34.10 Soit f : I — R avec I non minoré. On dit que f admet
+00 comme limite en —oo et on note lim f(z) = +oo ssi

VM eRINERVze,a <N = f(z) > M

Définition 34.11 Soit f : I — R avec I non minoré. On dit que f admet
—oo comme limite en —oo et on note 1_i>I_Il f(z) = —o0o ssi

VM eR,INeRVz e [,x <N = f(z) <M

34.2 Extension

34.2.1 Notion de voisinage

Définition 34.12 Soit [ un intervalle. On note A(7) la réunion de I et de
ses extrémités finies ou non.

Définition 34.13 Pour tout a € I, on appelle voisinage de a toute partie
V de R tel qu’il existe n > 0 vérifiant V' =J]a — n,a + n[. L’ensemble des
voisinages de a est noté

V(a) ={la —n,a+n[,n> 0}
Par convention :
V(400) = {]M,+oo[, M € R} et V(—00) = {] — 00, M[, M € R}

Application :

La notion de voisinage permet de localiser les propriétés. Par exemple, on
dit que f vérifie une propriété au voisinage de a ssi il existe V' € V(a), f|v
vérifie cette propriété.

Remarque 34.4 Soit I un intervalle, a € A(I), l€R et f : I — R.

f admet 1 comme limite en a ssi pour tout V € V(1), il existe W € V(a)
tel que pour tout x € I, x € W = f(x) € V.

Ce qui est équivalent a YV € V(1),IW € V(a) tel que fF(INW) C V.

Pierron Théo Page 313 Tous droits réservés



CHAPITRE 34. LIMITE D’UNE FONCTION REELLE

34.2.2 Propriétés

THEOREME 34.1 Soit I un intervalle, a € A(I) et L € R. Soit f : I - R
telle que lim f(z)=1L.
Soit L' < L. Il existe V € V(a) tel que pour tout x € VNI, f(x)> L.
Soit L' > L. Il existe V € V(a) tel que pour tout x € VNI, f(x) < L.

Démonstration. Soit L' < L. Comme lim f(z) = L, il existe V € V(a) tel

que pour tout z € V N1, |f(x) — L| < L2,

Soit z e VNI flx)—L> % donc f(z) > L+TL/ > L.
D’ou le résultat. |

Remarque 34.5 Ce lemme s applique a la notion de limite partielle.

Application : Soit I un intervalle, a € A(I) et f: [ — R.
Si f admet une limite strictement positive en a, elle prend des valeurs
strictement positives au voisinage de a.

Remarque 34.6  Soit I un intervalle, a € A(I) et f : I — R.
e Si f admet une limite finie en a, f est bornée au voisinage de a.
o Si f tend vers +00 en a, elle est minorée et non majorée au voisinage
de a.
e Si f tend vers —oo en a, elle est majorée et non minorée au voisinage
de a.

THEOREME 34.2 Soit I un intervalle, a € A(I) et f : T — R.
Si f admet une limite en a, icelle est unique.

34.3 Problemes de composition

34.3.1 Image d’une suite par une fonction

THEOREME 34.3 Soit I un intervalle, f : I — R et u une suite réelle. Soit
leRetl € A().
Siu est a valeurs dans I, lim wu, =1"etlim f(x) =1, alors lim f(u,) =
—4-00 x—l’ n—-+4o00

I, !

Démonstration. Soit V' € V(I).
Comme linll f(z) =1, il existe W € V(I') tel que f(WNI)CV.
xz—l

Comme lim u, = [, il existe ng tel que pour tout n > ng, u, € W.

n—-+o0o
Pour tout n, u,, € W NI donc f(u,) € V.
Donc 1_1)21 fluy) =1 u
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34.3. PROBLEMES DE COMPOSITION

Remarque 34.7 Ca marche avec les limites partielles.
Exemple 34.1 Soit f : R — R tel que lirri = —00, lirr% =2et f(1)=2.
T z—

<l r>1
Pour tout n, on pose u,, = 1+ %

Comme f|j1,100] admet 2 comme limite en 1, lim w, = 1 et pour tout
n—-+o00o

n, u, €|1,4o00[ donc nl_lgloof(un) = 2.

Remarque 34.8 Le théoreme précédent permet de montrer que certaine fonc-
tions n’ont pas de limite en un point.

Exemple 34.2 cos n’a pas de limite en +oo.
Si cos converge vers [ en +00, comme 1—1>T 2mn = +o0 donc 1—1>T cos(2mn) =
Donc [ = 1.
De méme 1_1):(11 cos(g + 2mn) = [ donc [ = 0.
D’ou la divergence de cos.

34.3.2 Composition de fonctions

THEOREME 34.4  Soit I,J deur intervalles, f : I - R, g :J =R, a €
A(l), be A(J) et c e R.
Si f(I)c J, lim f(z) =b, lin})g(x) = c alors lim g(f(z)) = c.
T—a T— T—a

Démonstration. Soit V' € V(c).
Comme lin})g(:c) = ¢, il existe W € V(b) tel que g(W NI)C V.
T—
Comme glﬁlg(llf({l?) =, il existe U € V(a) tel que f(UNIT)C W.
Sixz e UNI, on sait que f(x) € W et f(x) € J donc f(z) € WNJ et

g(f(x)) e V.
Donc lim g(f(x)) = c. u

rT—a

Exemple 34.3 Soit f : R — R tel que 111%1+ f(x)=0.
z—

Comme lim 22 = 0 et pour tout = # 0, 22 > 0, on a lim f(z?) = 0.
gy =)

Exemple 34.4 On pose :

R* — R R — R

f: /1y etgi s x = xzsizFO0
xr +— xsin(-— ,

<x> w = lsiz=0

On étudie la limite en 0 de f, g et go f.
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g n'a pas de limite en 0. Cependant liIr(l] g(x) =0.
r—
z#0
On a lir% f(z) =0.
T—r
On ne peut pas appliquer le théoreme et on démontre que g o f n’a pas
de limite.

Application : Soit I un intervalle, f : I — R, a € A(I), I € R. On pose :

[{reRa+zel} — R
g.{ r = fla+x)

f admet [ comme limite en a ssi g admet [ comme limite en 0.

34.4 Propriétés algébriques

34.4.1 Stabilité

Présentation

Soit A € Ret f,g: I — R admettant comme limites respectives L et L'
dans R en a € A(I) (resp. & droite en a € I, & gauche en a € I, épointée en
a € T). Alors pour certaines valeurs de L et L', on sait que f + g, Af, fg et
g sont définies au voisinage de a et admettent une limite (resp. a droite, a
gauche, épointée) en a, qu’on peut exprimer en fonction de L et L'

Sachant que les limites partielles sont des limites totales pour des restric-
tions convenables, ce cas seul est a traiter.

Remarque 34.9 Les résultats de stabilité algébrique sont des résultats d’exis-
tence avant d’étre des résultats de calcul.

Par exemple connaissant f : I — R et définissant g par g = H o f avec
H ne mettant en jeu que des opérations algébriques, on peut déterminer les
propriétés asymptotiques de g existentielles et calculatoires. En revanche, si
on définit g implicitement par Hog = f, on ne peut déduire que des propriétés
de calcul sur g.

Exemple 34.5 Soit f : R — R minorée par —1 telle que f2+2f—8 admette
0 comme limite en 0. Que peut-on dire de f en 07

On pose g = f? 4+ 2f — 8, qui admet 0 comme limite en 0. On peut
seulement dire que si f converge vers L en 0 alors L? + 2L — 8 = 0. Cette
équation permet de trouver les valeurs potentielles de L, mais pas de montrer
I’existence d’une telle limite.

Pour aller plus loin, on essaie de trouver une expression explicite de f en
fonction de g. On remarque que (f +1)? = g+ 9 donc, comme f est minorée
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par —1, f = /g+9 — 1. Il est alors clair que f admet une limite en 0 et
qu’icelle est 2.

Limite de f +g¢

Pour les sommes de fonctions réelles, on peut conclure des que L et L' sont
sommables dans R. Dans le cas contraire, on ne peut rien dire sur I'existence
de la limite. On peut alors tracer le méme tableau que pour les suites réelles.

Limite de fg

De méme, si le produit de L par L' est défini dans R, la limite de fg
existe et vaut LL’. Dans le cas contraire, on ne peut rien dire sur 'existence
de la limite de fg.

On peut aussi remarquer que ’étude de fg résout le cas de \f en prenant
g constante égale a \.

Remarque 34.10 Pour étudier x — f(2)9%), il faut impérativement passer
par l'étude de glnof puis utiliser les propriétés de exp et le théoréeme de
composition des limites.

Exemple 34.6 Calculer si elle existe, la limite en 0 de f : x +— cos(x)%.
La fonction est correctement définie sur un voisinage de 0 puisque le
cosinus prend des valeurs strictement positives sur | — %, Z[. Pour tout x # 0

272
dans cet intervalle, on a
In(cos(x)) — In(cos(0))

In(f(x)) = e

qui tend quand z — 0 vers (Ino cos)’(0) ie 0. Finalement li_% flz) =1

Remarque 34.11 Si f admet une limite en a, il en est de méme de —f. On
en déduit que si f admet une limite finie en a et si g n’admet pas de limite
en a alors f + g n‘admet pas de limite en a. En effet, sinon, f+g— f =g
en admettrait une.

Limite de g

On suppose que L' # 0. Alors £ est définie au voisinage de a et on
sait conclure dans tous les cas sauf quand les deux fonctions admettent +oo
comme limite en a. On peut alors tracer le méme tableau que pour les suites
réelles.

En général, on ne peut rien dire quand L’ = 0 pour la fonction é. Elle n’est
pas nécessairement définie au voisinage de a. Si elle 'est, on peut seulement
prouver que lign ‘7}‘ = +00, ce qui n’est pas le cas de ; en général.
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Exemple 34.7 La fonction 2 — (—1)2G)z sur R* admet 0 comme limite
en 0. Méme si elle ne s’annule pas, son inverse n’admet pas de limite en 0.

Remarque 34.12 Si f admet une limite finie non nulle en a et si g n’admet
pas de limite en a alors fg n’admet pas de limite en a.

En effet, dans le cas contraire, % = g serait bien définie et admettrait
une limite.

Quelques preuves

Démonstration.
e Si I est non majoré, a = +oo et (L,L') € R? montrons que f + g —
L+ L' en +co.
Soit e > 0. Il existe (N, N’) € R? tel que pour tout z € I, si & > N,
|f(z) — L| <eetsixz> N alors |g(z) — L'| <e.
Soit x € I tel que > max{N, N}.

(f +9)(x) = (L + L) (z) = L) + (g(z) — L)

(f
f(x) L+ |g(x) = Ll

//\ /N

D’oﬁlignf%—g:L%—L’.

e SiaceRet L,/ €R, montrons que fg — LL' en a.
Comme f admet une limite finie en a, elle est bornée par M au voisinage
de a, ie il existe 79 > 0 et M > 0 tel que flja—y, o[ SOit bornée par
M.
Soit € > 0. Il existe 71,12 > 0 tel que pour tout = € I, si |z — a| < my,
|f(z) = L| <eetsi|z—al <mp,lg(x) - L <e.
Soit = € I tel que |x — a| < min{ngy, m,m2}-

[f9(x) — LL'| = | f(z)(g(x) — L") + L'(f () — L)
< Mlg(x) = L' + [L]| f(x) — L]
< (M +|L'))e

D’ou le résultat.

e Si [ est non minoré, a = —oo, (L, L') € R? avec L' # 0. Montrons que
L admet % comme limite en a.
L’étude précédent assure qu’on peut supposer f =1et L = 1.
Soit € > 0. Il existe NV, N’ tel que pour tout x € I,siz < N, |g(z)—L'| <
cetsiz <N, |g(z)| > ‘L‘ (lemme 34.1).
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D’ou é est définie au voisinage de —oo. De plus, pour tout = € [ tel

que x < min{N, N'} on a :

’1 o e 2
S Lg(@)| TP

@)

D’ou le résultat.

e SiacRet L =+400=-L"
Soit M > 0. Il existe 79 > 0 tel que f|ja—ng,atno[ SOit minorée par M et
il existe 7, > 0 tel que g|jq—p, ,a+ny [ SOit majorée par —1.
Soit x € I tel que |x — a| < min{ng,n1}. On a f(x) > M et —g(x) > 1
donc —f(z)g(z) = M et fg(z) < —M.
Donc lign fg=—oc. [ |

Remarque 34.13 On peut remarquer que, dans le dernier point, on n’a pas
utilisé le fait que L' = —o0, mais juste le fait que cette fonction est minorée
par un réel strictement négatif au voisinage de a.

En fait, comme dans le cadre des suites, les résultats faisant intervenir
des limites égales a 00 ne sont pas optimauz. On les généralisera plus tard
quand on parlera de relation d’ordre.

34.4.2 Formes indéterminées

THEOREME 34.5 Soit a > 0.

In(z) . x

lim =0, lm —=0
r—4o00 < T—+00 AT
limz%In(z) =0, lim ze* =0
z—0 T——00
Démonstration. Soit x €]1, 400].
Pour tout ¢ €]1, z[, 0 < % < %

Donc :

\
o
U
~

»—\

H—ll—k

»—\

8
—_

@;.

Q.
~

Et :

In(x 2 1
gl 2 1
x x x
Dot lim 2®) —q
r—+o00 7T
Comme lim z% = 400, hm aln(x) = +00.
T—400 :c—>
En composant par exp, - et —-, on obtient le reste. [ ]
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Remarque 34.14 On en déduit le résultat analogue sur les suites.

34.5 Comparaison asymptotique

34.5.1 Présentation

Définition 34.14 Soit [ un intervalle, a € A(I), fet g: I — R.
e On dit que f est dominée par g au voisinage de a et on note f(x) =

O (g(x)) ssi

Tr—a

IV € V(a),3K e R,Vz € INV,|f(2)| < K|g(z)|

e On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a et on note

f@)= o (9(x)) si
Ve > 0,3V e V(a),Ve e VNI, |f(z) <elg(z)]

e On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a et on note f(x) o~
g(x) ssi

Ve > 0,3V € V(a),Vx e VNI, |f(x)—g(z)| <elg(x)]

Remarque 34.15
e Par définition, f(z) ~ g(z) ssi f(z)=g(z)+ o (9(x)).
o Soitl#0. f(x)xia ssi ill)[lllf(l’) =1
Proposition 34.1 Si g ne s’annule pas sur un voisinage de a, alors :
 1(a) 5, ole) s i =
o f(x)= o (g(x))ssi lim L8 — 0
o f(x)= mga(g(x)) ssi g est bornée au voisinage de a.
Remarque 34.16 Soit g définie sur I, nulle en a et telle qu’il existe un
voisinage V' de a tel que pour tout x € (V \ {a}) NI, g(z) #0.

On a f(x) -~ g(x) ssi glclir}l% =1et f(a) =g(a)=0.
T#a
De plus, f(x) = o (g(x)) ssi h_in L8 — 0 et f(a) = ga) = 0.

Proposition 34.2 Soient f, g, h, k définies au voisinage de a € R.
o f(x) ~ g(x) ssiglz) ~ f(x)
e Si f(x) -~ g(x) -~ h(x) alors f(x) -~ h(x)
o Si f(x) -~ g(z) et g > 0 au voisinage de a alors f > 0 au voisinage de
a
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g(x) et h(z) -~ k(x) alors fh -~ gk
g(x) et n € Nalors f"(z) ~ g"(z)
e Sif(x) -~ g(z) et n € Ret si f prend des valeurs positives au voisinage

Proposition 34.3 Soit (a,b) € R, f, fi définies au voisinage de a.
Soit g une fonction définie au voisinage de b telle que lin}) g(x) = a.
T—

Si on n’a pas de probleme d’inclusion et f -~ f1 alors f(g(x)) ~

filg()). o

Remarque 34.17 La notion d’équivalent peut étre généralisée en équivalent
a gauche, a droite et épointé.

34.5.2 Equivalents i connaitre

. IEZ
sin(x) o~ 1 — cos(x) T

Trforiup 346 e -1 37

[e) . T— T—

HEOREME sh(z) ~ x ch(z) =1 ~

z—0 z—0

(14+2)*—1 ~ ax
z—0

Remarque 34.18 Ce théoréme permet de montrer celui analogue sur les
suites.

Exemple 34.8 Soit u qui converge vers 0. A partir d’un certain rang,
Uy > —1.

Onposef:xHWsix#Oetf(O)zl.

L’équivalent assure que ilir(l) f(x)=1.

Par hypothese, lim w, =0 donc lim f(u,)=1donc In(1+ u) ~ u.

li
n——+o0o n——+o0o
Exemple 34.9 Trouver un équivalent de sin en 7.
Pour tout = € R, sin(7 + x) = —sin(z) ~, T
—

Donc sin(z) ~ 7 — x.
T—T

34.6 Propriété vis a vis de ’ordre

THEOREME 34.7 Soit a € R, f et g définies au voisinage de a admettant
chacune une limite (finie) en a.

Si f = g alors lim f(x) > lim g(xz).

Démonstration. Voir celle sur les suites. ]
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THEOREME 34.8 Soit a € R, f,g,h définies au voisinage de a telle que f
et h admettent la méme limite finie | en a et que f < g < h.
Alors lim g(x)=1.

Application : Soit a € R, f et g définies au voisinage de a. Si lim f(x) = 0

T—a
et g est bornée au voisinage de a alors lim f(z)g(z) = 0.

THEOREME 34.9 Soit a € R, f et g définies au voisinage de a telle que

f<g.

i lim f(z) = +o0 alors lim g(x) = +oc.

Si ilglllg(:c) = —o0 alors glclzgf(x) = —00.

34.7 Existence de limites

34.7.1 Reésultat général

THEOREME 34.10 Soit (a,b) € R’ tel que a < b. Soit f : la,b[— R crois-
sante.

Alors f admet une limite L en a. St f est minorée, icelle est finie, sinon
L =—c0.

De méme [ admet une limite L' en b. Si f est majorée, icelle est finie,
sinon L' = +00.

COROLLAIRE 34.1 Soit (a,b) € R” tel que a < b. Soit f - la,b[— R décrois-
sante.

Alors f admet une limite L en b. Si f est minorée, icelle est finie, sinon
L =—cc.

De méme [ admet une limite L' en a. Si f est majorée, icelle est finie,
sinon L' = +00.

Démonstration.

e On travaille en a et on suppose f minorée.
f(Ja,b]) est non vide minorée donc admet une borne inférieure I.
Soit € > 0. Comme [+ ¢ > [, [ + ¢ ne minore pas f(]a, b[) donc il existe
y= f(to) tel quey <l+e.
Comme f est croissante, pour tout t < tg, f(t) < f(to) donc I < f(t) <
[+e.
Done lim flz)=1.

e On fait de méme quand f est non minorée.

e Si f est croissante majorée, on pose h : x — —f(a + b — x) qui est
croissante minorée donc h admet une limite en a notée L.
On en déduit }Elgll) f(x)=—L. [
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Application : Si f est monotone, elle admet une limite a droite et a gauche
en tout point ou cela a un sens.

Exemple 34.10 Soit f une fonction définie au voisinage d’un point de R
croissante.
f admet une limite a gauche et a droite en a et :

lim f(z) < f(a) < lim f(z)

T—a~ z—a™t

34.7.2 Image d’un intervalle

Proposition 34.4 Soit (a,b) € R (a < b) et f : ]a,b[— R croissante.
On'a f(Ja,b]) C [lim f(x), lim f(z)]

Démonstration. Soit y € f(Ja,b[). On a y = f(x).
Comme f est croissante, pour tout ¢t €]z, b[, f(t) > f(z). De plus, f a
une limite a gauche en b et a droite en a.

Donc f(x) < tlir{g f(t) et f(z) = tlim+ f(t).
Donc y € [lim f(z), hgzl) f(x)]. n

Remarque 34.19 St une des limites est infinie, on ouvre la borne correspon-
dante.

On a un résultat analogue pour les fonctions décroissantes.

Soit (a,b) € R x R tel que a < b et f : [a,b[— R croissante.

On montre que f([a,b]) C [f(a), lirlrjl f(x)].

b~
En revanche, f(Ja,b]) C [ lim f(z), im f(z)].
z—at b~

Proposition 34.5 Soit a,b € R? avec a < b et f @ ]a,b|— R strictement
croissante.

On a f(Ja, b)) €] lim f(x), lim f(2)]

r—b

Démonstration. Soit y € f(Ja,b]), y = f(x).
On note que pour tout t € [”b bl, f(t) > f(ED).
De plus, f a une limite en b donc thrbn f(t) > f(z).
o
Or z < #2 donc f(z) < f(2).
Donc thlﬁ f(t) > f(x), et de méme, tlim+ f(t) < f(x).
Dou y €] lim f(x), lim f(z)[. m
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Chapitre 35

Fonctions d’une variable réelle
— Régularité

35.1 Continuité

35.1.1 Définition

Définition 35.1 Soit [ un intervalle, a € I, f : I — R, on dit que f est
continue en a ssi elle admet une limite en a.

On dit que f est continue a droite en a ssi f admet une limite a droite
en a égale & f(a).

Remarque 35.1
e Si f continue en a alors lim f(xz) = f(a).
o Pour montrer que f n’est pas continue en a, il suffit de trouver une
suite u d valeurs dans I telle que u converge vers a et f(u) n’admette
pas f(a) comme limite.

Définition 35.2 Soit / un intervalle, f : I — R. On dit que f est continue
ssi elle est continue en tout point de I. On note C°(1,R) leur ensemble.

Définition 35.3 Soit [ un intervalle, a € T\ I, f : I — R.
Si f admet une limite finie en a, la fonction :

Iu{a} — R
g: r = flx)sizx#a
a +— 1
est appelée prolongement par continuité de f en a.
g est continue en a par construction.

Remarque 35.2
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e La continuité est une propriété locale. Pour étudier la continuité de f
en a, on peut restreindre f au voisinage de a.

o [l est continue signifie que f est continue sur |1, 2|, continue a droite
en 1 et a gauche en 2.

35.1.2 Propriétés de stabilité

THEOREME 35.1 Soit I,J deuz intervalles, f : I — R et g : J — R telle
que f(I) C J.

Soit a € 1. Si [ est continue en a et g continue en f(a) alors go f est
continue en a.

Si f est continue sur I et g sur J, go f est continue sur I.

COROLLAIRE 35.1 Si f est continue en a, |f| l'est en a.

THEOREME 35.2 Soit I un intervalle, f : I - R, g : 1 —R et A € R.
e Soita € l.Sif etg sont continues ena, f+g, fg et \f sont continues
en a

o SifeC%I) etge CI) alors f+g, fg et \f appartiennent a C°(I).
THEOREME 35.3 Soit I un intervalle, f : I — R.
e Soita €I tel que f(a) # 0 et f soit continue en a. Alors % est définie

au voisinage de a et est continue en a.
e Si f est continue sur I et f(x) # 0 pour tout x € I, % e C(I).

Définition 35.4 Soit f,g : I — R. On note sup(f,g) = 7“92”_‘” et
inf(f,g) = f+g—2\f—g\‘

Proposition 35.1 Si f et g sont continues, sup(f, g) et inf(f, g) sont conti-
nues.

Démonstration. On s’occupe de sup(f, g).

Soit z € 1. Si f(x) = g(x), sup(f, g)(x) = f(x) donc sup(f, g) est continue
en .

Si f(x) < g(x), sup(f, g)(x) = g(x) et ga marche aussi. u

35.2 Deérivabilité

35.2.1 Définition

Définition 35.5 Soit I un intervalle, a € I, f : I — R. On pose :
IN\{a} — R
@ f(x) — f(a)

r =
Tr—a
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On dit que f est dérivable (resp. dérivable a gauche, dérivable a droite)
en a ssi ¢ admet une limite finie (resp. a gauche, a droite) en a.

Le cas échéant, on appelle nombre dérivé (resp. a gauche, a droite) de f
en a et on note f'(a) (resp. f;(a), fi(a)) la limite de ¢ (resp. a gauche, a
droite) en a.

Remarque 35.3 f est dérivable en a ssi f est dérivable a gauche et a droite
en a et si f,(a) = fi(a).

Définition 35.6 On dit que f admet un développement limité a 'ordre 1
en a ssi il existe L € R tel que f(z) = f(a) + L(z —a) + o (z—a).

Proposition 35.2 Soit [ un intervalle, f : I - R et a € I.
f est dérivable en a ssi f admet un développement limité a 'ordre 1 en a

Démonstration.
= Si f est dérivable en a, on a
flx) = fla) _
= 1
LB — pay 40,00

z#a

Done f(x) = f(a) + (z = )f'(a) + o (v — a).
z#a
Or ceci reste vrai en a donc f admet un DL a l'ordre 1 en a.

< Sl existe L tel que f(z) = f(a) + L(z —a) + o (v —a), ona

f(x) = fla)

=L+ o (1)
TrT — Q T—a
r#a
Donc ¢ admet une limite finie en a donc f est dérivable en a. ]

Proposition 35.3 Toute fonction dérivable en a est continue en a.

Application : Soit a € R, f définie au voisinage de a. Si f est dérivable
et f'(a) #0,
f(@) = fla) ~ fl(a)(x—a)

r—a

Définition 35.7 Soit [ un intervalle, a € I, et f : [ — R.

Si f est dérivable en a la droite dont une équation cartésienne est y =
f(a)+ f'(a)(x—a) dans un repere orthonormé du plan est tangente au graphe
de f au point a tracé dans le méme repere.

Définition 35.8 Soit I un intervalle et f définie sur I.
On dit que f est dérivable (resp. a gauche, a droite) sur [ ssi elle est
dérivable (resp. a gauche, a droite) en tout point de I. Le cas échéant, la
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fonction I — R, qui & a associe f'(a) (resp. f,(a), fi(a)) est appelée fonction
dérivée de f et se note f’ (vesp. f;, fi)-

L’ensemble des fonctions dérivables sur I se note D'(I,R).
Remarque 35.4 Soit (a,b,c) € R? tel que a < b < c.

Soit f : [a,c] = R. Montrer que fluy et flpq sont dérivables ne suffit
pas pour prouver [ dérivable.

35.2.2 Composition de fonctions

THEOREME 35.4 Soit I,.J deux intervalles, a € I, f : I - R, g : J — R.
On suppose f(I) C J.
Si f est dérivable en a et g en f(a) alors g o f est dérivable en a et

(go f)(a) = f(a)g'(f(a)).

Démonstration.
e On pose :

fla) = g'(f(a)
h est définie sur f(I),ona lim h(z)=¢'(f(a)) et lim f(z) = f(a).

z— f(a)
Done lim h(f(x)) = ¢/(f(a))
e Soit x € I\ {a}.
Si f(z) # f(a),

9(f(2)) —9(f(a)) _ 9(f(2)) —g(f(a)) f(x) = fa) _, .\ f(&)— fla)
T—a  f(x) - f(a) r—a = h/ () T—a
Si f(x) = f(a),
S = 9F@) _ s f6) = @)

Donc pour tout = # a,

9(f(x)) —g(f(a)) _

Tr—a Tr—a

Or f est dérivable en a donc :

i 2D — 0 (@) _

r—a TrT — Q

"(f(a))f'(a) u

COROLLAIRE 35.2 Soit I,J deuz intervalles, f € D*(I), g € D*(J).
Si f(I) C J alors go f € D'(I) et (go f)f = f' x (g0 f).

Pierron Théo Page 328 Tous droits réservés



35.3. DIVERSES CLASSES DE FONCTIONS

35.2.3 Stabilité algébrique

THEOREME 35.5 Soit I un intervalle, a € I, f,g : I — R et A € R.

On suppose f et g dérivables en a.

o f+g est dérivable en a et (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)

o \f est dérivable en a et (A\f)'(a) = Af'(a)

o fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)d' (a)
THEOREME 35.6 Soit I un intervalle, a € I, f : I — R.

On suppose que f est dérivable en a et f'(a) # 0.

Alors % est définie au voisinage de a, dérivable en a et :

() =

COROLLAIRE 35.3 On peut réécrire tous les théorémes en quantifiant en a.

35.3 Diverses classes de fonctions

35.3.1 Présentation

Définition 35.9 Soit [ un intervalle, f : I — R.

On dit que f est une fois dérivable ssi elle est dérivable. Sa dérivée est
notée f(.

Pour tout n € N*, on dit que f est n 4+ 1 fois dérivable ssi f est n fois
dérivable et f(™ est dérivable. On note f("+1 = (f(MY,

Par convention, toute fonction est 0 fois dérivable et f© = f.

Remarque 35.5 Définir cette notion en un point pose probleme : soit I un
intervalle, a € I et f : I — R.

On dit que f est deux fois dérivable en a ssi il existe un voisinage V de
a tel que f|ynr soit dérivable et (f|yvnr) soit dérivable en a.

Remarque 35.6 Soit (p,q) € N2. Si f est p+ q fois dérivable, alors
f(p+q) — (f(p))(q)
Définition 35.10 Soit / un intervalle.

e Pour tout n € N, on note C"(I,R) ou C"(I) ’ensemble des fonctions
réelles définies sur I, n fois dérivables a dérivée n-iéme continue.

e On note C*(I) = (" C™(I).
n=0

e On note D"(I) 'ensemble des fonction réelles définies sur / dérivables
n fois.
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Remarque 35.7
e Les notations ne sous-entendent rien : si f € C3(R), il est possible que
f e D2(R).
e Soitn €N et feCM(I). f estn fois dérivable et pour tout p < n, f®
est continue.
o Si f € CY(I), on dit qu’elle est continiment dérivable.

Remarque 35.8
cx(I) ¢---c D) cCnI) D) ¢ - C CH(I) € DY(I) € C°(1)

DY(R) € C%R) est stricte car x — |z| € C°(R) \ D'(R).
C'(R) € DY(R) est stricte car x — x*sin(;) prolongée par 0 en 0 est
dérivable non C*.

—_

35.3.2 Dérivées a connaitre

Proposition 35.4
e sin € C°(R) et pour tout n € N, sin™ = z — sin(z + ).
e cos € C°(R) et pour tout n € N, cos™ =z cos(z + 2F).
e Soit k € N. On pose f : z > ¥
f € C* et pour tout n € [0, k], f" =z gt n)xk_"
Pour tout n > k, f™ = 0.
e Soit k € N*. On pose f : z + —. f est C* et pour tout n € N, on a :

(=1)"(k+n—1)!

(n) —
S = e i

Démonstration. Par récurrence : pour tout n € N, on pose H,, : « sin € C"
et sin™ =z sin(z + ZX) »
sin’ = cos donc sin € C''(R) et pour tout z, sin’(x) = sin(x + ).
Soit n € N* tel que H,, soit vraie.
On a sin™ € CY(R) donc sin € C""(R).
De plus, sin®™™) = 2+ cos(z + &) = x > sin(z + (ot
Le principe de récurrence conclut. [ ]

n+1) )

35.3.3 Propriétés de stabilité

THEOREME 35.7 Soit I,J deuz intervalles, n € N, f € C™(I) tel que
f(l)cJ.
Sige C™(J), alors go f € C™(I).

Démonstration.
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e Pour tout n, on pose H,, : «Vf,g € C™(I) x C"(J) tel que f(I) C J,
onagofeC™I)».
e Soit f,g € CH(I) x C'(J) tel que f(I) C J.
f et g sont dérivables donc g o f aussi et (go f) = f' x (¢’ o f). Par
hypothese, ¢’ € C°(I) et f € C°(I) donc g’ o f € C°I).
De plus, f € C%(I) donc f' x (¢’ o f) € C°(I) donc H; est vraie.
e Soit n tel que H,, soit vraie.
Soit f,g € C"(I) x C™(J) tel que f(I) C J.
Par hypotheése, go f € DY (I) et (go f) = f' x (¢'o f).
Or g € C"™(J) donc ¢’ € C™(J) et f € C™(I).
H,, assure que ¢’ o f € C™(I). De plus, ' € C™(I) donc H,; est vraie.
e Le principe de récurrence conclut. |

THEOREME 35.8 Soit I un intervalle, (f,g) € C™(I)? et A € R.

o [+9eC(I) et (f+g)" = [+ g™

o \f e C™I) et (Af)™ = \f()

o fge CM(I) et (fg)™ = Z(Z)
k=0

e Si f ne s’annule pas, % e C"(I)

f® gm=R) (Leibniz)

Démonstration de la formule de Leibniz.

e Pour tout n, on pose H, : « Vf,g € C(I)?, fg € C"(I) et (fg)™ =

n

n
k=0 <k>
e Hj est triviale.

e Soit n tel que H, soit vraie et f,g € C"1(I)2.
Par hypothese, f et g sont dérivables donc fg aussi. (fg) = f'g+ ¢'f
est donc C™ par H,,.

Pierron Théo Page 331 Tous droits réservés



CHAPITRE 35. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE —
REGULARITE

k=0

" (n
k=0

= (n (k—i—l (n—k) = (n (n—k+1)
Sl (e
n+1 n
(n—k+1)

i (1)

n n

— f nk+1+z
1 k_1>

+

k

— pglnth) 4 plntD g i(n 1 FB) g(nr1-)

n+1
_ (“ + 1) ) gnr1-k)

k=0
Donc H, ; est vraie.
e Le principe de récurrence conclut. [ ]

Démonstration du dernier point.
e Pour tout n, on pose H,, : « Pour tout f € C"(I, ]R*),% e C™(I) »
e Hj est triviale.

e Soit n tel que H, soit vraie et f € C" (I, R*).
f est dérivable et ne s’annule pas donc % est dérivable et (%)’ = —%.
Comme f € C"(I), f> € C"(I) et f? # 0 donc # e C™(I).
Or f € C"(I) donc f" € C™(I). On en déduit que ]Jf—; e C™(I).
Donc € C"*!(I) et Hyq est vraie

o Le prmmpe de récurrence conclut. |

Remarque 35.9 La formule de Leibniz est utile en pratique quand 'une des
fonctions est un polynome de degré faible.

Exemple 35.1 On pose :
Iy R —- R
e = (24 2)e"

Déterminer la dérivée de f a tout ordre.
Ona f' =z e"(2? 4+ 22 + 2).
Soit n > 1. La formule de Leibniz assure que pour tout =z € R,

F(x) = (2% + 2)e” 4 2nze® + n(n — 1)e® = *(2® + 2 + 2nz + n(n — 1))
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Chapitre 36

Fonctions d’une variable réelle
— Résultats généraux

36.1 Théoreme des valeurs intermédiaires

36.1.1 Enoncé

THEOREME 36.1 DES VALEURS INTERMEDIAIRES Soit I un intervalle, f €
C(I), y € R.

On suppose que f prend une valeur plus grande que y et un valeur plus
petite que y.

Alors f prend la valeur y.

Démonstration. Par hypothese, il existe (a,b) € I? tel que a < b et f(a) <
y < f(b) ou f(b) <y < fla).

On se place dans le premier cas. On définit deux suites a et b de I en
posant :

® 4y = a, b(] =b

d Si f(%) SY, Qpy1 = a”;bn et b1 = 2n

o Si f(%) Z Y, Qpg1 = A €6 by = %

La construction est correcte car I est un intervalle.

, __ bo—a : _
Par récurrence, on montre que b, —a, = 5 puisque b, 11 —0py1 =

bn—an
ot
On remarque que b > a, d’ou la croissance de a et la décroissance de b.

De plus, lirJIrl b, —a, = 0 donc a et b sont adjacentes et convergent donc
n—-+0oo

vers la méme limite [ € [a,b] C I.
[ € I donc f est continue en [. Les suites f(a) et f(b) convergent vers f(l)
et par le théoreme des gendarmes, comme pour tout n, f(a,) <y < f(b,),

onay= f(l). |
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CHAPITRE 36. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE —
RESULTATS GENERAUX

Remarque 36.1 On peut remplacer l’hypothése « il existe b € I tel que
f(b) = y » par « il existe c € A(I) tel que }cl_rgf(x) > y ». L’application
du lemme 34.1 permet de se ramener au théoréeme.

Exemple 36.1 arctan(0) < 3, 1_1&1 arctan(z) > 2 donc arctan prend des

valeurs strictement supérieures a % et arctan est continue sur [’intervalle R.

Donc arctan prend la valeur %

36.1.2 Etude d’équations

Exemple 36.2 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f € C°([a,b]) tel que
f(la,b]) C [a,b]. Montrer que f admet un point fixe.

On pose g = f —1d. On a f(a) € [a,b] donc g(a) = f(a) —a = 0. De
méme ¢(b) < 0.

Comme ¢ est continue sur [a,b], le théoreme 36.1 assure que g s’annule
donc que f a un point fixe.

Exemple 36.3 Résoudre (F) : arctan(x) + arctan(3z) = arctan(5x).
En raisonnant par condition nécessaire, on trouve les solutions potentielles
1
{0’ iﬁ}.
0 est solution de (E). On pose f : x — arctan(z)+arctan(3z)—arctan(5x).
On vérifie que 1—1>T f(x) > 0 et que f(55) < 0. Comme f est continue

sur [+, +oc[, f s’annule sur cet intervalle.

1 . . cz 1 .
Donc 775 est solution. Par imparité, 75 aussi.

36.1.3 Etudes d’inéquations

Soit f € C°(I). Pour résoudre f(x) > 0, il suffit de déterminer I'ensemble
& des solutions de f(z) = 0.

Soit a,b € .72 tel que |a,b[N.¥ = &. La connaissance d’'une valeur prise
par f sur |a,b] donne le signe de f|jq.

36.1.4 Calcul numérique

La méthode de la preuve s’appelle dichotomie. C’est une méthode pra-
tique de calcul numérique d’une solution d’une équation.

Avec les notations de la preuve, on a pour tout n € N, |a,, — | < l’z_—na, ce
qui permet de déterminer la valeur explicite d'un entier ny pour que a,, soit

une valeur approchée de [ avec une précision fixée.
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36.2. IMAGES D’INTERVALLES

36.2 Images d’intervalles

36.2.1 Reésultat général

THEOREME 36.2 Soit I un intervalle, f € C°(I). f(I) est un intervalle.

Démonstration. Soit (z,y) € f(I)* tel que = < y.

Il existe a € I tel que z = f(a) et b € I tel que y = f(b).

Soit z € [x,y], on a f(a) < z < f(b).

Comme f est continue, le théoreme des valeurs intermédiaires assure que
z € f(I). Donc [z,y] C f(I) qui en devient un intervalle. |

Remarque 36.2 Les formes des intervalles ne sont pas conservées.

Application : Si f est strictement monotone et continue sur un intervalle
I, on sait calculer f([).

Par exemple, si (a,b) € R x R tel que a < b. Si f € C°([a, b]) est stricte-
ment décroissante, alors

f(la, 0]) =] lim f(z), f(a)]

z—b—

36.2.2 Image d’un segment
THEOREME 36.3 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f € C°([a,b]).
La fonction f est bornée et il existe (u,v) € [a,b)* tel que sup f(z) =
z€la,b]
fw) et nf (@) = (o)

COROLLAIRE 36.1 L’7image d’un segment par une fonction continue est un
segment.

Démonstration. On suppose f non bornée. Pour tout n € N, il existe a,, €
[a,b] tel que |f(x,)| > n.

Par Bolzano-Weierstraf, on a ¢ : N — N strictement croissante tel que
x o ¢ converge vers .

Comme pour tout n € N, 2,,) € [a,b], on al € [a,b], donc f est continue
en [.

Donc (f(xym)))n converge. Or |f(zym))| = ¢(n) = n donc contradiction.

Donc f est bornée.

On va montrer que f atteint son sup. La preuve pour l'inf est identique.

Il existe (x,), € [a,b]" tel que lim f(x,) = sup f(x).

n—+oo z€la,b]
(,)n est bornée donc on peut en extraire une sous-suite convergeant vers

[ via une extractrice .
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CHAPITRE 36. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE —
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On a alors ngrfoof($¢(")) = f(I) (continuité) et ngrfoof($¢(")) = sup f.

Donc sup f = f(I) qui est donc atteint. [ |

Application : Une inégalité fonctionnelle stricte basée sur une fonction
continue sur un segment peut étre améliorée.

Soit S un segment, f € C°(S), a € R tel que pour tout x € S, f(z) < a.

On peut trouver b € R tel que Vx € S, f(z) <bet b < a.

Exemple 36.4 Soit (f,g) € C°([0,1])? tel que 0 < f < g.
Soit u € [0, 1]N. Déterminer la limite de ((%)")%N si elle existe.
Comme g est continue sur un segment, elle est majorée et il existe ¢ € [0, 1]

fle) _ f(x)
tel que oo = Sup | Ok

z—1[0,1
flun)\n J(e)\n
Pour tout n € N, 0 < (g(un)) S (9(0)) '

Or % < 1 dong, par le théoreme des gendarmes, la limite recherchée
existe et vaut 0.

36.3 Liens entre continuité, injectivité et mo-
notonie

THEOREME 36.4 Une fonction strictement monotone est injective.

Démonstration. Soit f : A — R strictement décroissante.

Soit (x,y) € A? tel que f(x) = f(y).
Si x <y alors f(x) > f(y), ce qui est absurde.
De méme si x > y, donc z = y et f est injective. [ ]

COROLLAIRE 36.2 Soit A une partie de R et f strictement monotone sur

A.
(A o (A
Tle - S
est bijective. Pour décrire f(A), on utilise la continuité, la stricte monotonie

ou le fait que A soit un intervalle.

THEOREME 36.5 Soit I un intervalle, f € C°(I) injective. Alors f est
strictement monotone.

Démonstration. On suppose que f n’est pas strictement monotone.
Il existe donc (z,y,2) € I3 tel que x <y < z et :

{f(ﬂf) f(y) Ou{f(x)éf(y)
f(z) = fy) f(z) < fly)
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36.3. LIENS ENTRE CONTINUITE, INJECTIVITE ET MONOTONIE

On ne traite que le premier cas, le deuxieme étant analogue. On a alors
f(z) < f(z) ou f(2) = f(x). On suppose la premiere inégalité, l'autre cas
étant similaire.

On a f(2) € [f(y), f(x)] et f est continue sur [z,y]. Le TVI assure qu’il
existe t € [x,y] tel que f(t) = f(2). Ort <yety < zdonct#zet fnlest
pas injective.

En contraposant, on a le résultat. [ ]

Remarque 36.3 On se sert du résultat sous la forme : soit I un intervalle,
feC%I). Si f n'est pas strictement monotone, elle n’est pas injective.

Cela permet de trouver les plus grands domaines ot la restriction de f
est bijective.

Exemple 36.5 On pose f et g :

1i\ 1i\
1

f est bijective, définie sur un intervalle mais f n’est pas strictement mo-
notone.
g est injective, continue mais pas strictement monotone.

36.3.1 Régularité de la réciproque d’une bijection

THEOREME 36.6 Soit I et J deux intervalles, f une bijection de I sur J
(ie f(I) = J) continue.
Alors f~1 e C°J, ).
THEOREME 36.7 Soit I et J deux intervalles, [ une bijection de I sur J.
Soit a € I tel que f soit dérivable en a et f'(a) # 0. Alors f=1 est
dérivable en f(a) et (f71)(f(a)) = f,%a).

Démonstration. On pose :

I\{a} — R
g: r—a

7w - fa)
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RESULTATS GENERAUX

Par hypothése, g tend vers

“(IN\{f(@}) T\ {a}.

Donc go f~! admet ﬁ comme limite en f(a) et on a alors le résultat. m

—f,}a) en a. De plus, f~! est continue en a et

THEOREME 36.8 Soit I, J deux intervalles, f une bijection de I sur J conti-

nue. Soit a € I tel que f soit dérivable en a et f'(a) = 0. Alors f~1 n’est pas
dérivable en f(a).

COROLLAIRE 36.3 Soit I,J deux intervalles et f une bijection de I sur J
dérivable dont la dérivée ne s’annule pas.

Alors f=1 est dérivable et (f~!) = f’o}*l‘

Exemple 36.6 Soit f € C*(I,R) et J = f(I). On suppose f bijective et
que f’ ne s’annule pas. Montrer que f € C*(J).
o f€D'(I)et f nes’annule pas donc f~' € D'(J) et (f7') = 5.
o f71 € DYJ,I) et f' € CHI,R*) donc f'o f~' € D'(J,R*) donc
(F-1Y € DI(J) ie f~1 € D2(J).
e En réitérant, on trouve que (f~1) € C1(J) donc f~1 € C?(J).

36.4 Extremum d’une fonction

36.4.1 Condition suffisante d’extremum

THEOREME 36.9 Soita € R, a >0 et f :[a—a,a+ a] = R dérivable en
a. Si f admet un extremum en a alors f'(a) = 0.

Démonstration. On suppose que f admet un maximum en a. Pour tout x €
la —a,a+al, f(z) < fla).
Donc pour tout = € [a — o, af, £9=1@ > 0 donc f'(a) > 0.

r—a

De méme, pour tout = €la,a + o, [ ﬁ(a 0 donc f'(a) <

Tr—

Donc f'(a) = 0. n

Remarque 36.4
e La réciproque est fausse.
o (e résultat ne s’applique que pour les points intérieurs.

36.4.2 Etude des extrema

Soit E une partie de R et f : £ — R. On cherche les extrema locaux de

f.
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36.5. THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

On appelle F I'ensemble des points de E en lesquels le théoreme ne s’ap-
plique pas, ie les points ou f n’est pas dérivable et des points non intérieurs
a 'intervalle de définition.

On résout (f|g\r)'(z) = 0 d'inconnue x € £\ F et on note . l'en-
semble des solutions, ie I’ensemble des réels de E'\ F ou f peut atteindre un
extremum.

Pour tout xy € .7, on étudie le signe de f(x) — f(xo) au voisinage de .
En pratique, on cherche un équivalent de f(z) — f(zo) au voisinage de z.

36.5 Théoreme des accroissements finis

36.5.1 Enoncé

THEOREME 36.10 DE ROLLE Soit (a,b) € R? tel quea < b et f : [a,b] - R
continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b].

Si f(a) = f(b) alors il existe ¢ €]a,b] tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Si f est constante, f’(“TJ’b) =0.

Sinon, comme f est continue sur un segment, elle est bornée et atteint
ses bornes : il existe z,y € [a, b]? tel que f(z) = max(f) et f(y) = min(f).

Par hypothese, on a « ou y dans |a, b|. Il est loisible de supposer que c’est
x.

On sait que f admet un maximum en = qui est intérieur a [a, b] et ou f
est dérivable. Donc f'(z) = 0. u

COROLLAIRE 36.4 TAF Soit (a,b) € R? tel que a < b et f : [a,b] — R
continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b].
11 existe ¢ €]a,b] tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Démonstration. Si f(a) # f(b), on pose
[a,b) — R

r - flz)—-—=—"

g est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b|.
Par le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0.

On a f'(c) — w = 0, d’ou le résultat. -

Remarque 36.5 On peut trouver une version symétrique du théoréme :
Soita € R, « >0, f:[a—a,a+a - R continue et dérivable sur
la —a,a+al.
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Pour tout h €] — a,al, il existe X €]0,1[ tel que f(a + h) — f(a) =
hf'(a+ \h).
COROLLAIRE 36.5 INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIES Soit (a,b) €
R? tel que a < b. Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[.
On suppose qu’il existe m, M € R? tel que m < (flap) < M.

Alors m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b— a).

Application : Calcul de sommes.

Soit f € DYRT) tel que f’ soit monotone. On veut une expression de

> f'(k) sans > .
k=0

Soit £ € N. On applique le TAF sur [k, k + 1]. Il existe ¢ €]k, k + 1] tel
que f(k+1) = f(k) = f'(c).

Si f’ est croissante, on a f'(k) < f(k+ 1) — f(k) < f'(k+ 1) donc
f(k)—f(k—=1) < f'(k) < f(k+1)— f(k). On a une formule analogue dans
le cas contraire.

On peut donc encadrer » _ f'(k)
k=0

Exemple 36.7 Montrer que ZT 5

Ry  —
f:

e On pose :

[SUIN)

1
ol w =

a

Soit k € N*.
On note que f|j k41 est dérivable. Par le TAF, il existe ¢ €]k, k + 1]
tel que f(k+1) — f(k) = f'(c).

Ork:<c<k:+1donc Q}E/

Donc pour tout k&, ﬁ < f(k
e Pour tout k, ona f(k+1) — f(k) <

> e
1) — f(k g%.
< f(k) — f(k—1). Donc

%"IH
N

~—

+

e

~—

3, 2
=<5 -1
SV 2

3
2(n+1)§ 3x 275 <

w
ol

En divisant,

2 2

1\3 3 2 2 K1 1

(1+—) — =3+ =7 < > =< 1-—
n n3 3n3 n3

Par le théoréeme de gendarmes, le terme du milieu tend vers 1. D’ou

I’équivalent.
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36.6. ETUDE DE VARIATIONS

36.5.2 Décompte a priori du nombres de solutions d’une
équation
Proposition 36.1 Soit (n,p) € (N*)2 tel que n > p+ 1. Soit I un intervalle
et f e DP(I).
Si f posséde au moins n points d’annulation, alors f® admet au moins
n — p points d’annulation.

Proposition 36.2 Soit (n,p) € (N*)? tel que p > 1. Soit I un intervalle et
f e Dr(I).

Si f®) admet au plus n points d’annulation, alors f admet au plus n + p
points d’annulation.

Application : Une fonction polynoémiale de degré n s’annule au plus n fois.

Exemple 36.8 Soit (a,b,c) € R3. Montrer que 1'équation e® = azx?+ bz + ¢
d’inconnue z € R admet au plus trois solutions.

On pose :
R —- R
f:

r = e —ar’—br—c

f est deux fois dérivable et f” = x +— e” — 2a, qui s’annule au plus une fois.
On suppose que f’ s’annule 3 fois. Le théoréeme de Rolle assure, sachant
que f’ est dérivable, que f” s’annule deux fois. Contradiction.
Donc f’ s’annule au plus 2 fois. De méme, f s’annule au plus trois fois.

36.6 Etude de variations

THEOREME 36.11 Soit I un intervalle et f € D*(I).
e [ est croissante ssi f' =0
o [ est décroissante ssi f' <0
o f est constante ssi f' =0

Démonstration du premier point.
= Soit x € I. Pour tout y € I \ {z}, on a %_g(y) > 0. Donc f'(z) >0
et /> 0.
< On suppose [’ > 0. Soit (a,b) € I? tel que a < b.
Comme f|f,4 est dérivable, le TAF assure qu’il existe ¢ €|a, b] tel que
f(b) = fla) = f'(c)(b— a).

Orb—a>0et f'(c) >0 donc f(b) > f(a) et f est croissante. u

THEOREME 36.12  Soit I un intervalle, f dérivable sur I.

1. f est strictement croissante ssi
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e >0
o {x € I, f'(x) = 0} ne contient aucun intervalle non vide et non
réduit a un point.

2. f est strictement décroissante ssi
e /<0
o {v € I, f'(x) = 0} ne contient aucun intervalle non vide et non
réduit a un point.

Démonstration.

= Si f est strictement croissante, f est croissante donc on a le premier
point.
Soit J un intervalle non vide et non réduit & un point et inclus dans
I. Si (f|;) = 0 alors f|; est constante donc f n’est pas strictement
croissante.
Donc (f|;)" # 0.

< Réciproquement, on sait que f est croissante.
Si f n'est pas strictement croissante, il existe donc (z,y) € I tel que
v <yet fz) = fy)
Soit z € [z,y]. Onaz < z < y. Comme f est croissante, f(z) < f(y) <
1(2) < f(2).
Donc f(2) = f(z) et flazy = f(x) et (flmy) = 0. Or [z,y] est non
vide et non réduit a un point. Contradiction.
Donc f est strictement croissante. [

Remarque 36.6 Si f' > 0 et f' s’annule un nombre fini de fois, alors f est
strictement croissante.

36.7 Théoréme de prolongement C'

Soit f : [0,1] — R. On suppose que f|jo1) est dérivable.
f est-elle dérivable en 07 (f|j1))" est-elle continue ?

Exemple 36.9

e Soit
0,1 — R
fi: r = 1lsizx#0
0 ~ 3

f1 n’est pas continue mais f] est prolongeable par 0 en 0.
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36.7. THEOREME DE PROLONGEMENT (!

e On pose
0,11 — R
1
fa: xr xzsin(—> siz#0
x
0 — 0

fa est dérivable en 0 mais f n’a pas de limite en 0.

THEOREME 36.13 Soit (a,b) € R? tel que a <b et f : [a,b] — R.

On suppose que f est continue sur [a,b], que f|qy est dérivable et que
(fliap) admet une limite finie I en a.

Alors f est dérivable en a et f'(a) = 1.

COROLLAIRE 36.6 Soita € R, a>0¢et f :[a—a,a+a] = R.
On suppose que f est continue, que f est dérivable sur [a —a,a+a]\ {a}

et que sa dérivée ait une limite finie | en a.
Alors f est dérivable en a et f'(a) = 1.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe n €]0, b—a] tel que pour tout x €la, a+n],
[f'(x) =l < e
Soit t €]a,a + n]. f est continue sur [a,t] et dérivable sur ]a, t[.

Le TAF assure l'existence de = €]a, t[ tel que f'(x) = W
On a donc : ) — Fla)
t)— Jla
el =|f(x) =1 <
D - <
Donc %%W = 1. [ ]

Remarque 36.7
e Soit (a,b) € R? tel que a < b et [ : [a,b] = R.
On suppose que f|jqap) est dérivable et que lim f'(t) = +o0.
t>a
Alors f n’est pas dérivable en a. En effet, si f n’est pas continue en a,

alors f n’est pas dérivable. Sinon, en reprenant la preuve précédente,
on voit que f n’est pas dérivable en a.

e Le théoréme ne donne aucune information sur la dérivabilité de f en a
si (fllay) n'a pas de limite en a.

THEOREME 36.14 DE PROLONGEMENT C'! Soit (a,b) € R? tel que a < b.
Soit f : [a,b] — R continue telle que flqap soit dérivable et admette une
limite finie | en a.

Alors f € CY([a, b)) et f'(a) =1.
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Chapitre 37

Convexité

37.1 Définition

Définition 37.1 Soit I un intervalle et f une fonction réelle définie sur /.
On dit que f est convexe (resp. concave) ssi pour tout (A, z,y) € [0,1] x I?

f(@) + (1= A)f(x)

fOzx+(1=Ny) <A
A(z)+ (1 =A)f(x))

(resp. f(Az 4+ (1 —N)y)

VoA

Remarque 37.1 1l est clair qu’une fonction est convexe ssi son opposé est
concave. On étudie donc seulement les fonctions convexes.

Proposition 37.1 Soit [ un intervalle et f : I — R. f est convexe ssi pour

tout (ar, -+, a,) € I" et (A,-++, ) € (Ry)" tel que D N\ =1,

i=1

Démonstration.
e L’implication < est claire. L’autre se fait par récurrence sur n > 2.
e Supposons f convexe. Pour tout n > 2, on pose P, : « pour tout
n

(a1, - ,a,) € I" et (A1,-++, Ay) € (Ry)™ tel que Y N, =1,

i=1

/ <Zn:)\i&z’> < zn:)\if(ai) :
i=1 i=1

e P est la définition de convexité donc est vraie.
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CHAPITRE 37. CONVEXITE

e Soit n > 2 tel que P, soit vraie.

n+1
Soit (a1, ,ant1) € I et (A1, -+, Apg1) € (Ry)™™ tel que Y N\ =
i=1
1. .
Sio= Z)‘i = 0, le résultat est évident. Supposons o # 0.

i=1
Comme I est un intervalle, 214+2ntn ¢ [ (barycentre). Par définition
de o, 0 + A\, 1 = 1. P, assure alors

n+1 1 n
f <2)\iai> of <;2)‘iai> + Mg f(ang1)

Par définition de ¢, 25242 = 1P, permet de conclure.
Donc P, ,; est vraie et le principe de récurrence assure le résultat. m

37.2 Propriétés géométriques

Soit I un intervalle et f : I — R. Soit (z,y,2) € I® tel que z <y < z.

On appelle A, B et C les points du graphe de f d’abscisses respectives,
x,y et z, et M le point de la corde [AC] de méme abscisse que B.

Comme y €]z, z[, il existe A €]0, 1] tel que y = Az + (1 — N)z.

L’ordonnée du point M est alors Af(z) + (1 — A)f(2), donc M est situé
au dessus du point B ssi f est convexe.

f(2)

A (2)+(1=N)f(2)

FI1GURE 37.1 — Convexité
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37.3. CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVEXITE

Proposition 37.2 Soit I un intervalle et f : I — R de graphe T
f est convexe ssi pour tout couple (A, B) de points de I', I'arc de T’
délimité par A et B est situé sous la corde [AB].

Proposition 37.3 Soit I un intervalle et f : I — R de graphe I

Pour tout = € I, on note A, le point de I' d’abscisse x.

f est convexe ssi pour tout A € I', la fonction qui a tout x € I privé de
I’abscisse de A, associe la pente de (AA,) est croissante.

Plus simplement, ssi pour tout (z,y,2) € I° tel que y < z et y # x # z,

1)~ 1) _ 1) - [)

~
y—x z—x

37.3 Conditions suffisantes de convexité

THEOREME 37.1 Une fonction f : I — R dérivable est convexe ssi f' est
croissante.

Démonstration.
= Supposons [ est convexe. Soit (a,b) € I? tel que a < b.
Par la proposition 37.3, pour tout = €a, b,

fz) = fla) _ f(0) = fla) o f(b) = fla) _ flz)— f(b)

T —a = b—a b—a = z—>b

La fonction f étant dérivable en a et b, on conclut directement que

f(b) = f(a)

fla) < HE—

< f(0)
Donc f’ est croissante.

< Si f’ est croissante, soit (x,y,2) € I® tel que z < y < 2.
Comme f est dérivable sur [z,y] et sur [y, z], le théoréme des accrois-
sements finis assure 'existence de a €]z, y[ et  €ly, z[ tel que

y—x <Y

Comme a < 3, f'(a) < f(B).

Don {&= x( 2 < f Zi 5 @ On conclut alors avec la proposition 37.3. m

Proposition 37.4 Soit f : I — R convexe est dérivable.
Le graphe de la fonction f est situé au-dessus de ses tangentes.
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CHAPITRE 37. CONVEXITE

Remarque 37.2 L’intérét de connaitre la convezité d’une fonction est de pou-
voir démontrer trés rapidement des inégalités mettant en jeu cette fonction.

Exemple 37.1 Montrer que pour tout x € R, e* > 1 + z.

La fonction exponentielle est convexe (sa dérivée est clairement crois-
sante) donc sont graphe est situé au-dessus de sa tangente en 0, ie pour tout
r €R,e” > exp/(0)r +exp(0) =1+ .

Exemple 37.2 Montrer que pour tout z € [0, 3], 2 < sin(z) < .

La restriction de sin a [0, 7] est concave puisque sa dérivée seconde est
négative. Il s’ensuit que le graphe de cette fonction est situé en dessous de
sa tangente a l'origine dont une équation est y = x, et au-dessus de sa corde
qui relie les points d’abscisse 0 et 7, dont une équation est y = 2z

D’ou le résultat.
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Chapitre 38

Fonctions complexes d’une
variable réelle

38.1 Algebre des fonctions : R — C

Définition 38.1 Soit £ C R. On appelle fonction complexe d’une variable
réelle de domaine de définition E toute application de £ — C.

Soit £/ C R. On munit ’ensemble des fonctions complexes définies sur £
des lois usuelles, qui font de C¥ un C-espace vectoriel et un anneau commu-
tatif.

Proposition 38.1 Les éléments inversibles pour la multiplication sont exac-
tement les fonctions ne s’annulant pas sur E.
Comme dans le cas des fonctions réelles, il existe des diviseurs de 0.

Définition 38.2 Soit ¢ € C¥. On associe a g des fonctions £ — C en
posant pour tout x € E :

R(f) () = R(f(2), (@) = S(f)(2) et g(x) = g(z)

Définition 38.3 On dit qu'une fonction £ — C est bornée ssi il existe
M € R tel que pour tout = € E, |f(z)| < M.

38.2 Limites des fonctions complexes

Définition 38.4 Soit f : I — C avec I un intervalle de R.
e On dit que f admet L comme limite en a € I ssi

Ve >0,dn>0,Ve el |z —a|<n=|f(x)—L|<e
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CHAPITRE 38. FONCTIONS COMPLEXES D’UNE VARIABLE
REELLE

e Si I est non majorée, on dit que f admet L comme limite en 400 ssi
Ve>0,ANeRVr e l,x > N = |f(z)—L| <¢

e Si [ est non minoré, on dit que f admet L comme limite en —oo ssi
Ve>0,AN eRVr e [, x < N=|f(zr)—L|<¢

Remarque 38.1 Les notations utilisées sont les mémes que dans le cas réel,
et les propriétés élémentaires de la limite restent vraies.

En particulier, il y a toujours unicité de la limite si elle existe. De méme,
si f admet une limite en a € R, elle est bornée au voisinage de a.

Proposition 38.2 Soit f : I — C avec [ un intervalle de R, a € A(I) et
LeC.

Si f admet L comme limite en a alors | f| admet |L| comme limite en a.

Remarque 38.2 Comme dans le cas des suites complexes, la contraposée
du résultat précédent sert souvent pour prouver qu’une fonction complexe
n’admet pas de limite en un point.

Proposition 38.3 Soit f : I — C avec I un intervalle de R, a € A(I) et
LeC.
lim f(z) = L ssi lim R(f)(x) =R(L) et lim S(f)(z) = S(L).

r—a
Remarque 38.3 Lorsqu’on dit qu’une fonction réelle admet une limite en un
point, on ne préjuge pas de son caractere réelle ou appartenant a {£oo}. En
revanche, pour une fonction complexe, une limite est nécessairement com-
plexe.

Cette dissymétrie du vocabulaire peut conduire da des erreurs lorsqu’on
s’intéresse aux probléemes d’existence. Par exemple, bien que Id et —1Id ad-
mettent des limites en +00,ce n'est pas le cas de (1 — i) 1d.

Les théoremes de stabilité algébrique de la notion de limite se généralisent
sans probleme : si f,g: [ — C tendent en a € A([) vers L et L' et X\ € C,

alors f+g¢, fg, \f tend vers L+ L' LL' et A\L. De plus si L' # 0, 5 est définie
au voisinage de a et tend vers %

Si L' = 0, on peut seulement dire que ﬁ est définie au voisinage de a et
admet +0o comme limite en a.

38.3 Continuité

Définition 38.5 Soit f : I — C. On dit que f est continue en a € [ ssi f
admet une limite en a (nécessairement égale a f(a)).
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38.4. DERIVATION

On dit que f est continue si elle est continue en tout point de I. On note
C°(I,C) I'ensemble des fonctions continues de I — C.

Proposition 38.4 Une fonction complexe est continue en un point a de
sont domaine de définition ssi sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.
De plus, si f est continue en a, |f| aussi.

38.4 Dérivation

Définition 38.6 Soit f: [ — C et a € I. La fonction f est dite dérivable
en a ssi la limite en a de

I\{a} — C
f(z) = fla)

r—a

X —

existe. Quand c’est le cas, elle est appelée nombre dérivé de f en a et noté
f'(a).

La fonction f est dite dérivable ssi elle 'est en tout point de I. Dans ce
cas, la fonction a — f’(a) est appelée dérivée de f et notée f’.

Remarque 38.4 Les propriétés élémentaires de la notion de dérivée sont
toujours vraies.

En particulier, la dérivabilité en un point assure la continuité en ce point,
la réciproque étant fausse.

On peut aussi définir, lorsqu’elles existent les dérivées successives d’une
fonctions, puis les classes C™(I,C) et C*°(1,C) pour tout n € N et I inter-
valle non vide de R.

Proposition 38.5 Soit f: I — C et a € I. La fonction f est dérivable en
a ssi R(f) et (f) le sont. Le cas échéant, f' = R(f) +i(f)".

De méme f € C™(1) ssi R(f),S(f) € C™(I)? et, le cas échéant, W =
R(H™ +1S(F)™.
Remarque 38.5 On retrouve toutes les formules de calculs de dérivées (n®

ou non) d’une somme ou d’un produit (la formule de Leibniz reste vraie).
Attention au théoréme de Rolle qui devient fauz.

Exemple 38.1 On considere :

g:{[0,27r] — C

t = et

On sait que ¢ est indéfiniment dérivable et g(0) = g(2m).
Si le théoréme de Rolle s’appliquait, on aurait ¢ €]0, 27| tel que ie™ = 0,
ce qui est absurde.
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CHAPITRE 38. FONCTIONS COMPLEXES D’UNE VARIABLE
REELLE

On admet le résultat suivant, dont les hypotheses ne sont pas optimales,
mais suffisantes pour I'usage qu’on en aura.

THEOREME 38.1 Soit (a,b) € R? tel que a < b et M € R. Une fonction f :
la,b] — C dérivable telle que |f'| < M vérifie

1f(b) — fla)] < M(b—a)

COROLLAIRE 38.1 Toute fonction définie et dérivable sur un intervalle est
constante ssi sa dérivée est nulle.
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Chapitre 39

Intégrale au sens de Riemann

39.1 Fonctions définies par morceaux

39.1.1 Introduction
Motivation

Soit (a,b) € R? tel que a < bet f définie sur [a, b] ; qu’on suppose continue
et positive.

L’objectif est d’associer a f un réel représentant 1’aire comprise entre 1’axe
des abscisses, le graphe de f et les droites d’équations x = a et = b dans le
repeére de travail. Pour ce faire, on partitionne [a, b] en segments sur lesquels
on remplace f par une fonction constante bien choisie.

Une approximation du réel cherché est la somme des aires des rectangles
figurant sur le schéma. Il est aussi raisonnable de penser que plus le diametre
des intervalles de la subdivision est petit, meilleure est I'approximation, en-
core faut-il bien choisir les hauteurs des rectangles de la construction !

Subdivisions d’un segment

Définition 39.1 Soit (a,b) € R? tel que a < b. On appelle subdivision du
segment [a, b] toute suite strictement croissante finie de points de [a, b] donc
le premier terme est a et le dernier b.

Si o et o’ sont deux subdivisions du segment [a, b], on dit que o est plus
fine que o’ ssi tout point de ¢’ est un point de o.

Proposition 39.1 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit o et ¢’ deux subdi-
visions de [a, b].
Il existe une subdivision de [a, b] plus fine que o et o’.

Démonstration. On a 0 = (xg, -+, =) et 0’ = (Yo, , Ym)
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CHAPJTRE 39. INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

A\

<

a b
FI1GURE 39.1 — Approximation

On pose S, = {zo, -, Tn} €t Sor ={y0, ** , Ym}-

On pose aussi F = S, U S,. Onaalors B = {z1,---, 2.} avec z; < - -+ <
2.

(21, ,2.) est alors une subdivision plus fine que o et o’. [ |
Définition 39.2 Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit (g, - ,x,) une subdivi-

sion de [a, b].

On appelle pas d'une telle subdivision le réel § = Hﬁ?x]} |z; — 2 4]
i€l,n

On dit qu'une subdivision est réguliére ssi pour tout ¢ € [1,n], 6 =
i(b—a)

n .

|z; — x;_1|. On a alors pour tout ¢, z; = a +

39.1.2 Fonctions en escalier
Présentation

Définition 39.3 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f : [a,b] — R.
On dit que f est en escaliers ssi il existe une subdivision (zg,--- ,z,) de
[a, b] tel que pour tout ¢ € [1,n], la restriction de f & |x;_1, x;] soit constante.
Une telle subdivision adaptée a la fonction f.
Proposition 39.2 Soit f : [a,b] — R.
Toute subdivision plus fine qu’une subdivision adaptée a f est adaptée a

f.

Démonstration. Soit o adaptée a f. On peut se limiter au cas ou ¢’ vaut o
plus un point y.

On pose A = {i € [0,n],z; < y} qui est non vide majoré donc qui admet
un plus grand élément j.
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39.1. FONCTIONS DEFINIES PAR MORCEAUX

On a z; < y < xj41. f est constante sur |z, z;41[ donc sur |z;,y| et
|y, z41[, d’ou le résultat. u

Remarque 39.1 Si F est une famille finies de fonctions en escalier, il existe
une subdivision adaptée a tous les éléments de F.

Proposition 39.3 Soit (a,b) € R? avec a < b et f, g en escalier sur [a, b].
Les fonctions If|, [+ g et fg sont en escalier sur [a,b]. Si de plus f ne

s’annule pas, f est en escalier sur [a, b].

Intégrale d’une fonction en escalier

Proposition 39.4 Soit f en escalier sur [a, b] et (o, - - - , z;,) une subdivision
adaptée a f.
Pour tout 4, on note A\; = f|jz,_, .- Le réel

I(f) = ZAZ(% - 372'—1)

est indépendant de o.

Démonstration.
e On note momentanément I,(f) le réel introduit.
Soit o' = o U{y}. On a :

L (f) =Y i@ — 1) + N (y — 25) + N (240 — y) + Z Ai(
i=1 i=j+2
j
Z Ty — Tj—1 +)\j+l(xj+l —l'j + Z )\ '—[L'i_l)

i=1 i=j+2

Dong, si o’ est plus fine que o, I, = 1,.
e Soient o et o/ deux subdivisions. Il existe ¢” plus fine que o et o’.
On a vu que I,(f) = L, (f) et I,/(f) = I»(f), d’ou le résultat. u

Définition 39.4 Le réel I(f) précédent est appelé intégrale de f au sens
de Riemann.

Remarque 39.2 1(f) ne change pas quand on change un nombre fini de points

de f.

Proposition 39.5 [ est linéaire : pour tout (A, f, g) en escalier, [(Af+g) =
M(f)+1(g)-
Proposition 39.6 Si f et g sont en escalier et si f < g alors I(f) < I(g).

Proposition 39.7 Si f est en escalier, |I(f)| < I(]f]).
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CHAPITRE 39. INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN

39.1.3 Fonctions continues par morceaux

Définition 39.5 Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux
ssi elle est continue sauf en un nombre fini de points ou elle admet une limite
a gauche et a droite.

Remarque 39.3 Une fonctions est dite continue par morceaux ssi il existe
une subdivision (dite adaptée) telle que f restreinte a chaque intervalle de la
subdivision soit continue et admette une limite finie en chacun des points de
la subdivision.

Proposition 39.8 Une fonction continue par morceaux est bornée.

Démonstration. 11 existe une subdivision (xg, - - ,x,) adaptée a f.
fljziei0| @admet une limite a droite en x; et a gauche en x;,; donc se
prolonge en une fonction continue sur [z;, z;41] donc bornée.

Ainsi, f est bornée. [ |

Proposition 39.9 L’ensemble des fonctions réelles continues par morceaux
sur [a, b] est un R-espace vectoriel et un anneau commutatif.

39.2 Approximation uniforme d’une fonction

39.2.1 Uniforme continuité

Définition 39.6 Soit I un intervalle et f € R?. On dit que f est uniformé-

ment continue si et seulement si pour tout € € R, il existe n € R tel que
pour tout (x,y) € I? vérifiant |x — y| < n, on ait |f(x) — f(y)| < e.

Remarque 39.4 Toute fonction uniformément continue est continue. Toute
fonction lipschitzienne est uniformément continue.

THEOREME 39.1 Toute fonction continue sur un segment est uniformément
continue.

39.2.2 Application a ’approximation uniforme de fonc-
tions

THEOREME 39.2 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f une fonction continue
par morceaus sur [a,b]. Soit e € R

Il existe ¢ et ¢ deux fonctions en escaliers sur [a,b] tel que ¢ < f <
et —p<Le.

Démonstration.
e On suppose f continue.
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39.2. APPROXIMATION UNIFORME D’UNE FONCTION

— Comme f est continue sur un segment, elle est uniformément continue.
Donc il existe n € R* tel que pour tout (z,y) € I? vérifiant |z —y| < 7,
on ait [f(z) — f(y)| <e.

I1 existe n € N* tel que b_T“ < 7. On définit g en escalier sur [a, b] par :
— Pour tout i € [0,n — 1], gl(, 0-a 4y i41yoma; = f (a+ib_7“).
= g(b) = f(b).
— On vérifie que |f — g| < e.
Soit i € [0,n — 1]. Soit & € [a + %2, a + (i + 1)%=2].

Tr — (a + zb_T“) =
Donc ‘f(:c) —f (a + zb_T“)
Donc |f(x) — g(z)| <e.
Donc | f|jap) — 9lap| < €.
De plus, f(b) — g(b) = 0 donc |f(b) — g(b)| < e.

Finalement, |f — g|] < e.

—Onag—e< f<g+e g—cet g+esont en escalier et leur différence
est plus petite que ¢.

e On ne suppose plus f continue.

<=2 <.

n

Par définition,

Le.

Il existe n € N* et (21,9, -+, 2,) une subdivision de [a, b] adaptée a
f.
Pour tout ¢ € [[0,n — 1], on pose :
[z xita] — R
r o= f(z)  siz €l mi]
Tit1 — lim f
Tiyg

Soit i € [0,n—1]. h; est continue sur le segment [z;, ;11]. Il existe donc
deux fonctions ¢; et 1; en escalier sur [z;, z;11] telles que p; < h; < Y
et ’QDZ — ©; < E.
On définit alors ¢ par :
~ pour tout i € [0,n — 1
rbracket, oz, v 1| = Pijes il
— pour tout i € [0,n
rbracket, o(x;) = f(x;).
On définit ¢ de méme.
On remarque que ¢ et 1) sont en escalier, que ©» — ¢ < € et @

b

/N
KH
m N
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39.3 Intégrale de Riemann

39.3.1 Présentation

Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f € RI*! continue par morceaux.
On note &([a, b]) 'ensemble des fonctions en escaliers sur [a, b].
On pose o = {p € &([a,b]), ¢ < f}.
On pose & = {I(p),p € }.
e On sait qu’il existe (m, M) € R? tel que m < f < M.
- mée o et m(b—a) € .F donc & et £ ne sont pas vides.
— Soit x € Z.
Il existe ¢ € o tel que z = Z(p).
o€ Elat]) et o < f.
Or f < M donc ¢ < M.
Donc I(p) < M(b—a). Donc z < M(b — a).
Donc .# est majoré par M(b— a).
— # admet donc une borne supérieure notée S.
~ Onpose B={p € E(la, b)), f < ¢} et ¥ = {I(¢), 0 € B).
On montre de méme que ¢ admet une borne inférieure notée /.
On dit qu'une fonction est intégrable si et seulement si S = I. C’est
le cas pour les éléments de &([a, b]) mais pas pour toutes les fonctions
bornées.
e Soit ¢ € R’.. Soit v € &([a,b]) tel que |f — | <e.
— Par construction, ¢ —e < f.
En particulier, p — e € & donc I(p —¢) € .
Donc I(¢ —¢) < S donc I(p) < S —e(b—a).
— Par construction f < ¢ +e.
Soit Y € &. Onay < f donc ¢ < ¢ —e.
Donc I(¢) < I(p) +e(b—a).
Donc .# est majoré par I(p) +e(b—a).
Donc S < I(¢) + (b — a).
— Finalement, |S — I(¢)| < (b —a).

b
e Le réel S est appelé intégrale de f et noté /[ ]f ou / f(t)dt.
a,b a
Remarque 39.5

e Sion prende € (RN et p € (&([a, b)) tel que :
- lim ¢, =0.
n——+00
— Pour tout n € N, |f — pn| < &5.
b
Alors lim I(p,) = / £(¢) dt.

o Soite € (R7)N,
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I existe o € (&([a, b)) tel que pour tout n € N, |f — ¢,] < €, On
peut méme imposer a ¢ de vérifier : pour tout n € N, o, < f, ou pour

toutn e N, ¢, > f.

e Pour tout n € N, on introduit b, € (&([a,b]))Y définie par :
~ Pour tout i € [0,n = 1], baly 00 gy y1yemeg = f (@ +i252).
— bu(b) = f(b).

La preuve du théoréme et la premiére remarque assurent que (I1(by,))nen

b
converge UETS/ f(t)dt quand f est continue.
THEOREME 39.3 Soit f € C°([a,b]).

b . b—a=t b—a
frome o (555 eo5)

Remarque 39.6
o Le théoréme est juste si la somme est indicée par [1,n].
e Le théoréeme permet de calculer des limites de suites.

"1
Exercice : Calculer, si elle existe, la limite de S = E )
p=1 nt p neN*

On note que :

0,11 — R
[ 1
X —
1+z
est continue.
Pour tout n € N*,
-1
—intp n,\n

1
Le théoreme de Riemann assure que lim S = / f(t)dt =1n(2).
o0 0

39.3.2 Propriétés de ’intégrale

THEOREME 39.4 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soient f et g deuz fonctions

continues par morceauz sur [a,b]. Soit X € R.

/ab(Af+g)(t) dt = )\/abf(t)d/abg(t) dt

Démonstration. Pour tout n € N*, il existe ¢, € &([a,b]) tel que |f—p,| < L.

Pour tout n € N*, il existe ¢,, € &([a, b]) tel que |g — 1, | < L.
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On note que, pour tout n € N*, [\f + g — (Ap, + ¥,)| < Al=1

n

b
Comme (%) e COmverge vers 0, (I(pn))nen+ converge vers /f(t) dt,

b b
(I1(1))nen+ converge vers / g(t) dt et (I(A@n+1n))nen+ converge vers / M+

a

g)(t) dt.
Or, pour tout n € N*, I(Ap, + ¥,) = M (@) + ().
b b b
Done / Af + g)(t) dt = )\/ F(t) dt +/ g(t) dt. .

THEOREME 39.5 Soit (a,b,c) € R? tel que a < b < c et f une fonction
continue par morceaur sur [a, c|.

/acf(t)dtz/abf(t)dw/bcf(t)dt

THEOREME 39.6 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soient f et g deux fonctions
continues par morceauzr sur |a,b] telles que f < g. Alors :

Démonstration.
e Soit h une fonction continue par morceaux et positive sur [a, b].
Pour tout n € N*, il existe ¢, € &([a, b]) tel que |h—p,| <+ et h < @,
Comme h > 0, pour tout n € N*, ¢, > 0 donc (I(¢,))nen € (RN
Comme (%)%N* converge vers 0, (1(p,))nens converge vers [ abh(t) dt.

b
Donc/h(t) dt > 0.
N b b b
. g_f>0donc/(g—f)(t)dt>()donc/f(t)dtg/g(t)dt. -

COROLLAIRE 39.1 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f une fonction
continue par morceaux sur [a,b].

[/ roa < [l

b b
Démonstration. |f| —f}Odonc/ |f(t)|dt>/f(t) dt.
|fl+ f = 0 donc /b|f(t)|dt2—/bf(t)dt.
b ‘I ¢
Donc/ £()] dt = /f(t)dt
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Application : Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soient f et g deux fonctions
continues par morceaux sur [a, b|.

[atrow ] < Gupiah [170) a

Démonstration. On note que |g| < suplg].
[a,b]

Donc |fg| < (s[u5|g|)|f|
Donc : ’

[\t dt < (suplo) [ 1o ar

On en déduit le résultat. n

Remarque 39.7 En particulier,

bia/b (8)dt] <

COROLLAIRE 39.2 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f € C°([a, b]) positive.

/bf(t)dtzossifzo

Remarque 39.8 Cela implique que, si f est continue, positive et non nulle,
son intégrale est strictement positive.

sup|g|
[a.b]

Démonstration. ,
. Sifzo,/f(t)dtzo
e Si f #0, il existe un point de [a,b] ou f prend une valeur strictement

positive notée A.
Comme f est continue, il existe (c,d) € R? tel que a < ¢ < d < b et

fliea = 5
/abf(t)dt / dt+/ dt+/

Ona:
Comme f >0, [ f(t)dt > Oet/f £)dt >0

a

A
Comme f|iq >3 donc/f t)dt > §(d—c).

Finalement,
/bf(t)dt > %(d—c) >0
Donc : ’ ,
/a F(t)dt #0 -
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39.3.3 Extension de la notation /

Soit I un intervalle et f € C°(I). Soit (a,b) € 1%
Par convention,

b
o Sia<b, / fydt= [ f@ .

[a,b]
b
e Sia=b, / F(t)dt = 0.

b a
. Sia>b,/f(t)dt:—/ £(¢) dt.
a b
Seules restent vraies la linéarité de l'intégrale, et le relation similaire a
celle de Chasles.

39.4 Calcul numérique d’intégrales

39.4.1 Objectif

Soit (a,b) € R? tel que a < bet f : [a,b] — R continue.

On introduit la subdivision réguliére de [a,b] en n pas a; = a + =2 et
on remplace f sur [a;,a;+1] par une fonction P; dont on sait calculer une
primitive et dont le graphe est proche de celui de f.

On estime alors 'intégrale de f comme la somme des intégrales des pro-
longements par continuité des P; sur [a;, a;41] notés P.

Autrement dit, on approxime l'intégrale de f par

i+l ~

n—1
=y "R
i=0 7%

L’objectif est de montrer que la suite J,, converge vers l'intégrale de f et
de donner une majoration de I’erreur commise.

39.4.2 Meéthode des rectangles

Ici, on prend P; la fonction constante égale a f(a;) sur [a;, a1
n—1

On a Jn = b_TaZf(CLZ>
i=0

THEOREME 39.7 Si f € C*([a,b]), on a :

2

—qn=! —a
[ )| < L s
a i=0 o fap)

n

Pierron Théo Page 362 Tous droits réservés



39.4. CALCUL NUMERIQUE D’INTEGRALES

FIGURE 39.2 — Méthode des rectangles

Démonstration. On estime l'erreur commise sur chaque intervalle. On note

donc : ;
A54+1 —aQa
E;, = / f— f(a;)
a; n

Soit 7 € [0,n — 1]. Comme f est C', une intégration par parties assure :

/jiﬂ Fo [(t B ai+1)f(t)]gi+1 . /:Hl(t _ ai—i-l)f,(t) dt

Donc
Qi1 ,
Bl == [ = am) £y
U«i+1L ,
< [a - 0lf @) dt
' , Qjt+1
< S[UI? | f] (aip1 —t)dt
a,b a;
(b B a)2 /
< ——s
202 g 71
En sommant, on a le résultat. [ ]

39.4.3 Meéthode des trapezes

Ici, on prend F; la fonction affine coincidant avec f en a; et a;y.
Ici,

_b—a b—a=d

(f(b) = f(a)) + > flai)

2n n =

In
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FIGURE 39.3 — Méthode des trapezes

THEOREME 39.8 Si f est C?,

n—1 )3

b— "
> fla| < sl

1=0

_b—a

b b—a
| f =520 - f@)

n

Démonstration. On pose

ai+1 b —
= [ = 2R ) + fa)

Soit 7 € [0,n — 1].
Comme f est C?, on meéne deux intégrations par parties, dont une avec
une constante C' a fixer ultérieurement.

L=t ] T [ (- ) raa

Donc N n
Fit1 aj + a;
E; = —/ (t - T“) F(t) dt

Puis, par IPP,

Bi=— K% (1~ %)2 + C) f’(t)] + / (% (¢~ %)2 + O) £7(¢) dt

On cherche une valeur de C' pour que le crochet soit nul. On trouve que
C = —@n=a)® onvient
= . .

Avec cette valeur de C, on a, pour tout ¢t € [a;, a; 1],

1 (t— ai+ai+1)2+cz (t—&i)(t—&i+1)

2 2 2
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Donc
1 fain "
= [ - )t - )@ d

1 rai+a

<5 ) (= a)(am = (1) dt
su " a;

< p[fb”f‘/ = ag)(agsr — 1) dt
(b — a)3 "

t
s WP |f7 ()]
En sommant, on obtient le résultat. [ ]

Remarque 39.9 Si f(b) = f(a), on revient a la méthode des rectangles.

39.5 Intégration complexe

39.5.1 Intégration d’une fonction a valeurs complexes

Définition 39.7 Soit (a,b) € R? tel que a < b et f : [a,b] — C continue
par morceaux. On appelle intégrale de f le complexe

[ 1= ["wepy+i [ se)

Remarque 39.10 On peut prolonger au cas ot a = b. Les propriétés de l'in-
tégrale sur les fonctions réelles assurent de plus que la propriété de Chasles
et linvariance de l’intégrale d’une fonction f continue par morceaux par mo-
dification d’un nombre finie de ses valeurs restent vraies.

THEOREME 39.9 Soit f et g : [a,b] = C continues par morceauz et u € C.

/ab(f +pg)(t) dt = /abf(t) dt + Mng(t) dt

Remarque 39.11 L’application qui a une fonction continue par morceaux
associe son intégrale est une forme linéaire.

Proposition 39.10 Soit a,b tel que a < b et f : [a,b] — C continue par
morceaux.

‘/abf(t) dt

Remarque 39.12 La démonstration n’est pas la méme que dans R.

< [olrear
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39.5.2 Liens entre intégration et dérivation

THEOREME 39.10 Soit I un intervalle de R, f : I — C eta € 1.

I — C

S P /mf(t)dt

est l'unique primitive de f nulle en a.

Remarque 39.13 Les formules d’IPP et de changement de variables sont
encore valables.

Exemple 39.1 Soit a € C\ R. Calculer une primitive ¢ — ﬁ définie sur
R.
On pose a = a + ib. Pour tout t € R, on a

1 t—a )

t— (t—a)2+b2+(t—a)2+62

t—a , b In((t—a)*+0b%) a
/m dt+’l/ (t — (L>2 i b2 dt = 5 +1 arctan (T) +K

En revenant aux notations de départ,

1 _
mdtzln\t—a\—l—iarctan (%) + K

THEOREME 39.11 TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL Soit n € N, I un in-
tervalle de R, f : I — C de classe C"**. Pour tout a,b € I?, on a :

~(b—a)
p=0 P!

f(p)(a) + /ab (b ;!t)nf(n+1)<t) dt

En particulier, on retrouve l'inégalité de Taylor-Lagrange, ie, pour tout (a,b) €

12,

(b—a)” b—al"*"
sup | f*

1o—al™" n+1)
(n+1! [y |

AN

f(p)(a) <

Remarque 39.1}
e Ce théoreme se démontre comme dans le cas des fonctions réelles.
e On retrouve l'inégalité des accroissements finis
e On rappelle que [’égalité est fausse dans C.
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Chapitre 40

Développements limités

40.1 Présentation

Définition 40.1 Soit a € R et f définie au voisinage de a a valeurs dans
K. Soit n € N.

On dit que f admet un développement limité a I'ordre n en a ssi il existe
(X5 s An) € K™ tel que

F@) = Sl — ) + o ((z—a)")

k=0 ~————
reste

partie réguliére

Remarque 40.1 St f admet un développement limité a l’ordre n alors elle en
admet un a tout ordre m < n.

De plus, il existe des fonctions sans développement limité a un ordre donné
en un point donné.

Exemple 40.1

R — R
r — 2%In(jz]) siz#0
0 = 0

Si f admet un développement limité a l'ordre 2 en 0 alors il existe a, b, ¢
tel que f(x) = a+ bx + cx® + oo(mz).
z—

lim f(x) = 0 et lima + bz + cx® = a donc a = 0.
z—0 z—0
D’ou @ =b+cr+ oo(x) et on a aussi b = 0.

z—

z#0

Enfin, % =c+ 30(1) donc ¢ = —o0, ce qui est absurde.
z#0
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CHAPITRE 40. DEVELOPPEMENTS LIMITES

THEOREME 40.1 FORMULE DE TAYLOR-YOUNG Soitn € N, a € R, f
définie sur un voisinage V de a d valeurs dans K et O"*1.

" f®)(a)
=2 k!

()

S =t o (= o)

n+1)| est continue

Démonstration. 1l existe n > 0 tel que [a—n,a-+n] C V. |f!
donc bornée sur ce segment par M.

Soit x € [a —n,a+n] \ {a}.

D’ou le résultat. n

Remarque 40.2

o (Ceci est vrai pour les fonctions C™ ou D™.

o [ admet un développement limité a 'ordre 0 en a ssi elle est continue
en a

o f admet un développement limité a l'ordre 1 en a ssi elle est dérivable
en a

e Si f € D" alors f a un développement limité a l'ordre n en a. La
réciproque est fausse.

Exemple 40.2 On pose

R —- R
1
f:qx — :)sgsin(—> siz#0
x
0 — 0

f a un développement limité a I’ordre 2 en 0 mais n’est pas deux fois dérivable
en 0.

Remarque 40.3 La formule n’est pas utilisable en pratique, mais elle permet
de trouver les développement limité en 0 des fonctions exp, sin, cos, sh, ch
et In(1+-).

40.2 Stabilité algébrique

On obtient les sommes, différences et produits de développement limité
par simples opérations algébriques qui permettent le calcul effectif et la
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preuve d’existence. On ne perd jamais de précision dans un calcul de dé-
veloppement limité. On appliquera les regles suivantes :

e toujours écrire les termes des développement limité par ordre de préci-
sion croissante

e pour une partie réguliere donnée, privilégier le reste le plus précis pos-
sible

sin(x)

. a ordre 4
—X

Exemple 40.3 Trouver un développement limité de x —
en 0.

: —y_ 1 4 1 2 3 4
On asin(t) =t 6+t30(t)et =14+t +t7 4t +t30(t).

Donc

: 3 4
Slm_(z) :x+x2+x3+x4—%—%+xgo(x4)

5z%  Hxt
_ 2 el el 4
=T+t + o (@7)

Les mémes regles s’appliquent pour le calcul de développement limité
d’une composée, mais les développement limité intermédiaires ne sont pas
tous calculés aux mémes points.

Exemple 40.4 Trouver un développement limité a I’ordre 5 en 0 de exp o cos.

2

exp(cos(z)) = exp <1 5 + 21 + 00(x5)>
R 5

= eexp <—? + 21 + :HO(:E ))

z? at 5
—e<1—7+€+w30(:c)

On peut se ramener a des calculs en 0 via des translations.

Exemple 40.5 Trouver le développement limité de sin en 3 a l'ordre 2.

Pour tout = € E, sin(§ + z) = @ cos(z) + &2(90)
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CHAPITRE 40. DEVELOPPEMENTS LIMITES

Donc
V3 x? ) )
Slﬂ(g‘f‘l’) 7 1—?+mgo(l’ ) +_(x+m9>0($ ))
NER 3, 5
=5 Ty L)
Done sin(z) = %2 — T 42 — ¥3(y _1)2 4 o ((w— )2y

Proposition 40.1 Soit g définie au voisinage de a € R tel que g(a) # 0 et
que g admette un développement limité en a a 'ordre n # 0.
Il existe P € Ru[X] tel que P(0) = Oet g(x) = g(a)+P(x—a)+ o ((z—
a)").
Alors % est définie au voisinage de a et
1 1 1

o)~ gla) "1+ P 4+ o ((z—a)")

LS Pa—a)
= + 0, (=)

=0 g (a)l T—a

Exemple 40.6 Trouver le développement limité de tan a 'ordre 5 en 0.

Y > 5
St S TS 12 T %)

3 220 5
—$+§—|—1—5+x_>0(1’)

40.3 Développement limité des solutions d’une
équation fonctionnelle

40.3.1 Présentation

Soit (E) une équation fonctionnelle, (a,n) € R x N et f une solution de
(E). On cherche un développement limité de f en a a l'ordre n.
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40.3. DEVELOPPEMENT LIMITE DES SOLUTIONS D'UNE
EQUATION FONCTIONNELLE

Il faut travailler en trois étapes :

e On introduit un développement limité pour f avec des ccefficients in-
connus

e On injecte le développement limité dans (E) et on passe tout d'un coté

e On identifie les ceefficients, ce qui donne des relations sur les inconnues

Remarque 40.4 On a besoin :

e d’une existence a priori

o d’un théoreme d’unicité (qui suit)

e de savoir calculer les développement limité de dérivées et primitives
THEOREME 40.2 Soita € R, f définie sur un voisinage de a, n € N.

f admet au plus un développement limité a l’ordre n en a.

Démonstration. Soit (Xg, -+, A, fo, * + » fin) € K272 tel que

x) = zi:)\k(:)s —a)k + L0 ((x—a)")
0= S pwle = @)+ o, (e — a)")

On pose € = {k € [0,n], \x # 1} supposé non vide. Il admet un plus
petit élément k.

On a alors :
— Mk Z (Ao — o) (z — @) F0 = o ((x— a)"ho)
k=ko+1 z#a

La somme tend vers 0, de méme que le membre de droite, donc Ay, = pig,.
D’ou &€ = @. [

Remarque 40.5 Ce théoréme et la formule de Taylor permettent de calculer
les dérivées successives d’une fonction en un point si elles existent.

40.3.2 Deux exemples classiques

Exemple 40.7 Soit f une fonction définie au voisinage de 0 paire. On
suppose qu’elle admet un développement limité a ’ordre n en 0.
Il existe (g, -+, A\n) € K™ tel que

Z)\kZE + 0 0(:):")

k=0

Ona f = fo(—I1d) donc f(z Z)\k DFa" 4+ o (a™).

z—0
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- {1\, n

Donc kz:%Ak(l (D)% —xgo(x ).

Do, pour tout k € [0, n], \p(1 — (=1)*) = 0 donc Ay = 0.

Donc si f est paire, les développement limité en 0 de f ne comportent
que des mondmes de puissance paire. De méme, si f est impaire, les déve-
loppement limité en 0 de f ne comportent que des mondémes de puissance
impaires.

On peut trouver les développement limité de réciproques de fonctions
bijectives en utilisant I’équation fo f~' =Id ou f~'o f =1d.

Exemple 40.8 On considere

|—1le—1 — ]—oo,%[

In(1+ )

x
1+z

1. f est bijective. En effet, elle est dérivable a dérivée strictement positive,
donc strictement monotone.

2. f' # 0donc f~! est dérivable et on exploite (f~!) = # pour obtenir
que f~!est C3.
3. On cherche un développement limité de f~! a I'ordre 3 en 0.
e En utilisant f~'o f = Id.
Comme f~!est C3 et f71(0) = 0, il existe a,b, ¢ tel que f~!(x) =
az + ba? + ca® + 00(x3).
z—
_ 32 1123
De plus, pour tout z €] — 1,e — 1[, f~!(f(z)) = =.
Donc

v =af(x) +bf* @) + (@) + o ()

322 11a3 N 5 5 5
—a<x—7+ 5 >+b(x —32°) +cx +x30(x)

Doncazl,b:%et c—3b+%20doncc:§.
Dou f~Yz) =2+ % + 8%3 + xgo(x?’).
e En utilisant f o f~1 = Id.
Comme précédemment, il existe (a, b, c) tel que f~!(x) = az + bx® +
c®+ o (a3).
z—0
1

Pour tout x €] — oo, [, on a W =z donc In(1 + f~1(z)) =

z(1+ fH(x)).
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EQUATION FONCTIONNELLE

Donc In(1+az+bx? +cx®+ 00(x3)) = z(l4+az+br’+cx®+ 00(x3))
z— z—
Donc
a’r? + 2abxr®  adx?
2 3

ax + ba? + ca® — =2+ az® + b’ + g(x?’)

0

Enfin,

a2 a3
z(a—1) + 2 <b———a> + 2* <c—ab+——b> = go(x?’)

2 3
On obtient a =1, b = %, c= %.
Enfin, f~'(z) =2 + 32 + 5 4 o (27).

40.3.3 Développement limité de primitives et dérivées

Soit a € R, f C™ sur un voisinage de a.
Si f a un développement limité a 'ordre n en a, f' a l'ordre n — 1 en a et

/ f alordre n+1 en a, alors, en appliquant Taylor-Young, on obtient que la

partie régulieére du développement limité de f’ & 'ordre n — 1 en a, on dérive
celle du développement limité de f a l'ordre n en a.

De méme, on trouve que la partie réguliere du développement limité d'une
primitive F' de f est obtenue en primitivant celle du développement limité
de f. Attention & ne pas oublier F'(a).

Remarque 40.6 1l existe des fonctions dérivables admettant un développe-
ment limité en a a un ordre n donné tel que f' n’ait pas de développement
limité en a a ’ordre n — 1.

On peut retrouver rapidement les développement limité en 0 de arcsin,
arccos, arctan, Argsh, Argch et Argth.

De plus, si f admet un développement limité a l'ordre n en a, ses primi-
tives en admettent un a ['ordre n + 1.

Exemple 40.9 Trouver le développement limité de tan a l'ordre 8 en 0.

tan est solution de f = 1+ f2. Elle est de plus C* sur | — I, Z[ donc tan
et tan’ admettent des développement limité & tout ordre en 0.

De plus, tan est impaire et tan’(0) = 1 donc il existe a, b, ¢ tel que tan(z) =
T+ ax® + b’ + cx’ + xgo(:cS).

En utilisant la relation, on trouve les relations 3a = 1, 50 = 2a, Tc =

2 R T N R
a*+2bjiea=3,b= 3, c= 5.
Exemple 40.10 Calculer le développement limité de f : z — (1 + x)® en

0 & l'ordre n.
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On remarque que pour tout z €] — 1,+o0[, (1 + z)f'(z) = af(z) et
F0) =1

Comme f est C*, il existe, (ag, - ,a,) € R"™ tel que f(x Za,x +

n

S EN n—1y _
(1+x);zala: azzoa:)s + o (@) =0

i
L

donc » (i + 1)az12’ + szx - aZaZ:c + 00<5L’n_1) =0

=0 =1 =0
n—1 n—1 n—1
donc Z(Z + Va2 + Zmzx — aZaZx + o (z" N =0
=0 =1 =0 70
n—1

donc (1 4+ Dag + (i — a)a;)r* + o (2"1) =0

— xz—0

Donc pour tout ¢ € [0,n — 1], ;41 = %
Comme ag = 0, une récurrence finie permet d’achever le calcul.
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Chapitre 41

Primitive d’une fonction réelle

41.1 Lien entre primitive et intégrale

THEOREME 41.1  Soit I un intervalle, f € C°(I) et a € I.
f admet une primitive nulle en a et cette primitive est :

I — R
S P /xf(t)dt

Démonstration. Soit x € I. Soit h € R tel que x +h € I.

Ah:F(x—l—h)—F(x) _ )

z+h
Donc |Ay| < %/x £ (t) = f(x)] di.
Pehorel  p)| < 2 [T~ fa)dn

Soit € € R%.

Comme f est continue en z, il existe n € R* tel que [x,x+n] C I et pour
tout t € [x,x +nl, |f(t) — f(z)| <e.

Soit h €]0,7n]. On note que [z,x + h] C [z, z + 7).

Donc, pour tout ¢ € [z, x + hl, |f(t) — f(z)| < e.

Donc
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Donec :
x+h

[ - @< [T

Donc |Ay| < eh.
On a montré que }Lir% A, = 0 donc F est dérivable a droite en z et
—

h>0
Fa(x) = f(x).
De méme, }lLin% Ay = 0 donc F est dérivable a gauche en z et F () = f(z).
—

h<0
Donc F € DY(I) et F' = f.
De plus, F(a) = 0. u

Remarque 41.1

o Avant d’intégrer une inégalité i sur un domaine I, on écrit : « pour
toutt € I, i(t). »

e Une fonction continue admet une primitive.

e La continuité est suffisante mais pas nécessaire. En effet, il existe fy €
DY(R) \ C*(R).
f{ n'est pas continue mais admet une primitive fj.

e [l existe des fonctions sans primitive, par exemple :

0,1] — R
f: r = 0 sixz#l
1 = 1

On suppose que f admet une primitive F.
Par définition, F' est dérivable sr [0,1] et F' = f.
En particulier (Fj;) = 0.
Donc F|p1y est constante, notée C.
9161_>H%F(z) =C et }cl_%F(z) = F(1)
<l r>1
F' est continue donc C' = F(1).
Donc F' est constante. Donc f = 0. Donc f n’admet pas de primitive.
e Soit (a,b) € R? tel que a < b.
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b]. On pose :

la,b)) — R
o /mf(t)dt

Si f est continue, F' est dérivable et F' = f. Dans le cas général, F
n’est pas forcément dérivable, et méme si elle l’est, on n’a pas forcément
F'=f.

F
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41.2. CHANGEMENT DE VARIABLES

COROLLAIRE 41.1 Soit I un intervalle, k € N, f € C*(I) et a € I.

I — R -
(F:{x N /xf(t)dt)ec (1)

COROLLAIRE 41.2  Soit I un intervalle, f € C*(I) et (a,b) € I%.

[ 5wyde = £0) - (@)

Démonstration. On pose :

I — R
I N /xf'(t)dt et 8= f— f(a)

ala) =0 = f(a).
B est dérivable et f’ est continue donc « est dérivable.
6/ — f'l — O{/
Donc a = .
En particulier, a(b) = 5(b). u

41.2 Changement de variables

41.2.1 Enoncé

THEOREME 41.2 Soit (a,b) € R? tel que a < b.
Soit o € O(ja,b]) et f € CO(g(a, ).

»(b)

b
| fewne @ = [ s ar

v(a)

Démonstration. On pose :

[, — R [a,0] — R
a:{ . H»L[fw@wﬁwt“a:{ oo [T

v(a
ala) =0 = f(a).

De plus, ¢ € C*([a,b]) donc ¢’ € C°([a,b]) et fop € C°[a,b]).
Donc (f o ¢)¢’ € C%([a,b]) donc « est dérivable.
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On pose :

p(la,b]) — R

r /@() £(t) dt

f € C%p([a,b])) donc ~ est dérivable et v/ = f. Or ¢ est dérivable donc
v o p est dérivable donc (3 est dérivable.

Ona o' =¢'(fop) =0
On a finalement a = . En particulier, a(b) = £(b). n

41.2.2 Exemple

Calculer 1 /1 du
uler I = —_
—1V22+2x+5
[ 1 dx _1/1 dz
T Sz aa 204 [
(x+1)2+4 (%1) +1
On pose
-1,1] — R 0,1] — R
¥ y t+1 etyg ; 1
2 2 +1

o € CY[-1,1]) et g € C°([0,1]) donc :

1/ £) dt = /01()d In(t+ V2 + 1L = In(1 +v2)

41.2.3 Cas a mémoriser
Trindmes du second degré

On utilise un changement de variables affine (forme canonique).

Fractions rationnelles
On essaie de baisser les degrés d'une fraction rationnelle a 1'aide d’un
changement de variable de type puissance.

Exemple 41.1 On cherche la primitive de :

J1,400] — R
I 3
LT @S D)E D
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On pose u = 22, du = 2xdx. On a :

/f<t)dt:/ 7 ﬁ)?ﬁﬂ)

u du
2u—11ﬂ+n

/ /1—u
u—l u? —1

1n lu — 1| ln|u + 1| N arctan(u)

4 8 4 +c
In|z?2 — 1| Injz*+1] arctan(z?)
=— 4% s ‘1 ¢

41.2.4 Propriétés géométriques de l’intégrale

THEOREME 41.3 Soit a € R} et f € C°([—a, a).

o Si f est paire, . .
/_af(t)dt:Q/O £(¢) dt

/a F(t)dt =0

—a

o Si f est impaire,

Les résultats sont valables pour les fonctions continues par morceau.

Démonstration. On pose u = —t et du = —dt
a —a 0
[ rwat=- [ j-wdu= [ f(-uydu
0 0 —a

a 0
Si f est paire, /0 f(t)dt = 3 f(t) dt

Donc :
/ ﬁ_Q/

Si f est impaire, —/ f(t)dt = / f(t)dt.

—a

Donc :

o:/a £(8) dt

—a

THEOREME 41.4 Soit f € C°(R) T-périodique. Soit a € R.

/GM (1) dt = /OT F(t) dt
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Démonstration. On a :

/(]a+Tf( / dt/ dt+/

On pose u =t —T et du = dt.

Donec :
a+T a a
/T f(t)dt:/o f(u+T)du:/0 flu) du
Finalement :
a+T T
/ f(t)dt:/ £(¢) dt .
T 0

THEOREME 41.5 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f € C%([a,b]).

/abf(t)dt:(b—a)/olf((b—a)tJra)dt

41.3 Intégration par parties

41.3.1 Enoncé
THEOREME 41.6 Soit (a,b) € R? tel que a < b et (f,g) € (C*([a,b]))?.

b b
[0 dt = (F9)b) ~ (Fa)(a) ~ [ (Fo)(t)d

Démonstration. On pose :

@ - R
e b b
{ v oo [ U@ dt [ (o) dt - [

On note que fg € C*([a,b]).
Donc, pour tout x € [a, b],

Fla) = [ (19 + F'o)0)dt = [f]:

[t i
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41.3.2 Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral

THEOREME 41.7  Soit I un intervalle et (a,b) € I?. Soit n € N et f €
Cm+1<f).

n £kK)(q b(h— )"
) = oo+ [T e a

Démonstration.
e Pour tout k& € [0,n], on pose Hy, :

n £k (q An
pmy =y L )(b—a)k+/ab%f(n+1)(t)dtv

= k!

b
e Comme f € CHI), f(b) — f(a) = / f'(t)dt donc Hy est vraie.
e Soit k € [0,n — 1 telle que Hj, soit (\I/raie. On pose :

I —- R
vi (b— t)k+
IO Y
v € CY(I). On note que k +2 < n+ 1 donc f € C*2(I) donc f*++D ¢

(1),

Une intégration par parties conduit a :

[ o050y dt = o) 0~ [l 42 de

Donc :
b (b _ t)k (b _ a)k-i—l b (b _ t)k—i—l
YY) p(k+1) _\V ") p(k41) VY p(k+2)
/a ol d =t <“>+/a Grorl W
Donc :
k+1 (b _ a)p b (b _ t)k—i—l
b) = (p) +/ ) B2 gt
F0) = L@ + [ S s
Donc Hy4q est vraie.
e Le principe de récurrence finie assure que H,, est vraie. [ ]

COROLLAIRE 41.3 (INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE) Soit I un inter-
valle, (a,b) € I>, M € R, n € N et f € C"(I) tel que |f"V] soit majorée
par M.

" (h—q k

) - >0 o) <

k=0

M|b _ a|n+1
(n+1)!
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Démonstration. Sia =10, 0 < 0.
On suppose b < a (les calculs sont les mémes si a < b).
Pour tout ¢ € [b,a], L20"| pltD) (3)| < MO

Donc : \b t\" (t b)"
A—W—VWWMﬁgMA ot
Donec : o ) ( ) ia
a _ t n t _ n
M D) ) g <M |—L—
/b n! / ( )‘ (n+1)! |,
Donec : o ) ( b "
a _ t n a _ n
W D) () dt <M~
/b n! / (®) (n+1)!
Finalement,
B0 e a8
~—f\n Hdtl < M——
/b n! S (n+1)!
On en déduit le résultat. n

Application : On peut trouver des estimations polynémiales globales de
fonction. Par exemple, avecn =3, f =cos, M =1, a=0et b=1,0n a:

1d*

¢ 1+Id2 <
0s — 1+ —| <
° 2 24

Application : Calculer, si elle existe, lim (Z( ) ) )
n—-+oo =1 p

Soit n € N*.

On écrit 'inégalité de Taylor a l'ordre n entre les points 0 et 1 pour la
fonction f : ¢+ In(1 +¢) € C"1(]0,1)) et telle que f™*Y est bornée sur le
segment [0, 1] :

(n+1)
sup
" fP0)| o 7
In(2) — > <
= P (n+1)!

£y CDP o)t

On a déja montré que pour tout p € [1,n], f® : e

Donec :
n!

n+1)!

1n(2)+2:(_pl)p <7

Finalement, lim (

Pierron Théo Page 382 Tous droits réservés



Chapitre 42

Calcul de primitives

42.1 Introduction

42.1.1 Fonctions a valeurs dans C

Définition 42.1 Soit f une fonction définie sur une partie £ de R.
On note R(f) la fonction x — R(f(z)), S(f) =2 — S(f(x)) et f =2 —

f(@).

On dit que f est continue ssi R(f) et I(f) le sont.

f est dérivable ssi R(f) et (f) le sont. On a alors f' = R(f) + iS(f).
Proposition 42.1 Soit f : E — C dérivable. f est dérivable et 7’ = f.

Exemple 42.1 Soit f : E — C. On définit ¢ : E — C par ¢ = e/,
@ est dérivable et ' = f'e/.

42.1.2 Notion de primitive

Définition 42.2 Soit I un intervalle, f : [ — K.

On appelle primitive de f toute fonction F' : I — K dérivable telle que
F'=f.
THEOREME 42.1 Soit f : I — K. Si f admet une primitive F', l’ensemble
des primitives de f est{ F'+ k, k € K}.

On noteF:/f(x)dx+c.

42.2 QOutils de base

Proposition 42.2 Soit f,g: I — K. On suppose que f et g admettent des
primitives F' et G.
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Si A € K, F + G est une primitive de f 4+ g et A\F' de A\f.

Exemple 42.2 Calculer / sin®(t) dt.
Pour tout £ € R, on a :
3sin(t)  3sin(3t)

sin®(t) = 1 1

On a donc :
. 3cos(t)  cos(3t)
3 — —
/sm (t)dt = 1 + B
Exemple 42.3 Calculer une primitive de f : ¢ — sh?(t) ch?(t).
Pour tout ¢, f(t) = % donc :
sh(4t) t
t) dt = — -
/ f®) 32 8

Exemple 42.4 Soit A une fonction polynomiale a valeurs dans R, B affine.
Il existe () polynomiale et r € R tel que A = QB +r. On a;

[ e = [ Quyas v [ s

Par exemple, avec A=t t3+t+1let B=t+—t+2.OnaQ =1t
t2 —2t+5etr =9 donc

3
/f(t)dt:%—t2+5t—91n(t+2)+c

Proposition 42.3 Si f =a+ibet si A et B sont des primitives de a et b,
alors A + iB est une primitive de f.

Exemple 42.5 Calculer une primitive de f : ¢ — e cos(t).
Pour tout ¢, f(t) = e!R(e™) = R(e+),

Donc /f(t) dt =R (/ea”)t dt) = %(e

(1+i)t
1+ 1
D’ou

)+ c.
/f(t) dt = e;(cos(t) +sin(t)) + ¢

42.3 Intégration par parties

Soient f,g : I — K dérivables. On suppose que f'g et fg¢’ admettent
chacune une primitive notée F et G.
Alors (F+G) = f'g+ fg' = (fg).

Donc
[(9)@)de = f@)g(@) = [ (F9)(w) da
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Exemple 42.6 Calculer une primitive de f : t s t?e=3
Deux intégrations par parties conduisent a :

t2 —3t
/ f(t)dt = — 3 / te 3 dt
_ t2 —3t + te—3t + / e—3t dt
N 3 3 3 3

273t 2te™3t 2073t N
= — — — c
3 9 27

Exemple 42.7 Calculer une primitive de f : ¢ — ¢t ch®(t).
Pour tout ¢, on a f(t) = £(ch(3t) + 3 ch(t)).
Par IPP, on a :

[y = 2 <Sh§)’t) + 35h(t)> - Ch?fé’t) _ 302@) .

Exemple 42.8 Calculer une primitive de f : ¢ — (> +t + 1)e " sin(t).
On a f(t) = S((t2 + t 4+ 1)e=V?). Par IPP,

(zl (zl
/f <t2+t+1 —/2t+1 dt)

Apres une deuxieme IPP et des calculs,

/f(t) gt — e (4 3t +3) cos(t) + (t* + 1) sin(t)) .

2

42.4 Changement de variables

Soit f : I — K admettant une primitive F. Soit (a,b) € R* x R.
On pose J ={r € R,ax+be I} et

J —= K
G: F(ax +b)
H -

T
a

G est dérivable et G'(z) = f(ax + b) pour tout z.

Exemple 42.9 Calculer une primitive de f :  — —%2

x24+2z+4"
Pour tout z, f(x) = % Donc :
u+1 In(u?+3) 1 u
du = ~_arctan | —=
/f /u2—|—3 5 —i—\/garcan 7 +c
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D’ou :
n(z? + 2z +4)

1 1 r+1
/f(x)dm: 5 —l—ﬁarctan(\/g)ch

Exemple 42.10 Calculer une primitive de :

]-31 — R
f:{ x+3
—

X

Va?—2z+3
Pour tout z €] — 3,1[, f(z) gy
[ f@yd BE2 = VA + 2arcs (u)+
= _— = — —_ I 1n —
r)dx = u u arcsin | 5 ) +¢

Et

1
/f(:c)dm: —V3 —2x — 22 + 2arcsin (x;L >+c

Exemple 42.11 Calculer une primitive de :

5,40 — R
I 2 +r+1

v 2 —4x —1

Pour tout = € [5, +oo[, 2° + 2+ 1= (z + 4)(2? — 42 — 1) + 18z + 5 donc

18z +5
= g4
flz) =z + +($_2>2_5
On a donc :
18z + 5 18u + 41
—d :/70[
/@-2)2-5 v w—5 "
41 NGRS
=9In(u®>—5) — —=In|~—=——| +¢
(u” = 5) i by
41 Vo4 —2
=9In(2* —42 — 1) — —=In|—=—"—| +
n(x x—1) \/gn\/g_x_2‘ c
Donc
41 ) -2 2
/f(x)dszln(a?2—4a7—1)—%ln %%L%—I—élx—l—c
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Chapitre 43

Equations différentielles

On prend K =R ou C.

43.1 Equations différentielles linéaires du pre-
mier ordre

43.1.1 Présentation

Définition 43.1 Soient (a,b) deux fonctions continues définies sur un in-
tervalle I de R a valeurs dans K.

On veut étudier I'ensemble des solutions de (F) : ¢y = ay + b d’inconnue
y définie sur I, a valeurs dans K, dérivables.

On a deux problémes : l'existence et la recherche explicite d’une ou de
toutes les fonctions convenables.

Définition 43.2 A (E), on associe équation différentielle (H) y' = ay sur
I, dite équation homogene associée a (E).
On notera .y 'ensemble des solutions de (H) et . celui de (E).

THEOREME 43.1 (AbpwMmis) Toute fonction continue, définie sur un inter-
valle et a valeurs dans K admet une primitive.

43.1.2 Propriétés des ensembles de solutions

THEOREME 43.2 On suppose connaitre une solution @o de (E). Alors :

yE:{{i . i(@w@)’“%}
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Démonstration. Soit f : I — K dérivable.

feSpssif=af +b
ssi f'—af=">
si f' — af = @ — agy
ssi f' — = a(f — o)
ssi f— o € S
ssi f € {po+p,p € S} m

THEOREME 43.3  Soit (A1, \2) € K2 et by, by deuz fonctions définies sur I
a valeurs dans K.

Si 1 est solution de y' = ay + by et py solution de y' = ay + bs.

Alors M1 + Aag est une solution de y' = ay + Aiby + \obs.

COROLLAIRE 43.1 Si ¢ et ¢ sont deuzx solutions de (H), ¢ + 1 est une
solution (H).
De plus, si ¢ est une solution de (H) et X\ € K, ¢ est une solution de

43.1.3 Résolution de (F)

Proposition 43.1 Comme a est continue, elle admet une primitive A.

I - K
S = A CEK
T = ce

Démonstration. Soit f dérivable.

f est solution de (H) ssi f' = af
ssi Vo € I,e 4@ f'(z) — ae™ @ f(z) = 0

ssi (e”4f) =0
ssi de e K, Vo € I,e @ f(z) =c
ssi Ir € K,V € 1, f(z) = ce@® u

THEOREME 43.4 Comme be™* est continue, elle admet une primitive V.

o I — K K
B T = eA(a”)(V(x)ch)’ce
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43.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER
ORDRE

Méthode de variation de la constante. Soit u : I — K dérivable. Soit f =

ueA .

f est solution de (E) ssi f'=af +b
ssi Vo € I,u'(2)e™® + a(z)u(z)e™™ = a(z)u(x)e™@ + b(x)
ssi Vo € I,/ (z) = b(z)e 4@

Donc Ve? est solution particuliere de (E). Le théoréme 43.2 et la propo-
sition 43.1 concluent. [ ]

THEOREME 43.5 Soit (xg,y0) € I x K, il existe une unique solution f de
(H) vérifiant f(xo) = yo-

Démonstration. Soit f € S telle que f(xg) = yo.
Il existe ¢ € K tel que f = eV +¢).
Comme f(zg) = yo, on a ¢ = e~ 4@y — V().
Donc f = e (V(x) — V(zg) 4+ e A@0)y,).
Réciproquement, cette fonction convient. [ ]

Exemple 43.1 Résoudre :

y = % + In(z) sur RY,
y(1)=3

e Comme In est une primitive de x %, I’ensemble des solutions homo-

genes est :
{{Ri - R }
,ceR
xr = cx

e Tester les fonctions constantes — ¢a marche pas!
e Soit u dérivable. On pose :

[RL = R
f'{ x = zu(z)

On trouve que u doit étre une primitive de @ jo (@)

Donc :

+c.

R, — R
r = cx+
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e On veut f(1) =3 et on trouve ¢ = 3.
Donc I'unique solution est :

RY — R
zIn*(x)

=3
x :E+2

43.1.4 Résolution numérique (Méthode d’Euler)

Soit a, b continues et (xg,y) € R2.

On considere y' = ay + b avec y(xg) = yo.

Soit h > 0.

Pour tout n € N, on pose x,, = g+ nh et y,11 = Y+ h(a(x,)y, +0(z,)).
On espere que (z,, Yn)n sont proches du graphe de la solution cherchée.
Il y a trois sources d’erreur :

e Confusion courbe/tangente

e Confusion entre deux courbes de condition initiale tres proche.

e Erreurs d’arrondis sur ordinateur

43.2 Equations différentielle du second ordre

43.2.1 Présentation

Soit (a,b,c) € K tel que a # 0 et h définie sur un intervalle I de R, a
valeurs dans K, continue.

On recherche 'ensemble . des fonctions définies sur I, a valeurs dans
K, deux fois dérivables et vérifiant af” + bf’ + cf = h. On dit alors qu’on
veut résoudre 1’équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants ay” + by’ + cy = h(x) qu’on notera (F) dans la suite.

L’écriture précédente est conventionnelle : y et = n’ont aucun sens.

On associe a (E) I'équation homogene (H) : ay” + by’ + cy = 0 et on note
Su et S les ensembles de solutions correspondants.

On appelle parfois (H) équation complete associée a (E).
Proposition 43.2 Si ¢ est solution de (F) alors g = {¢ + 9, ¢ € S}
Proposition 43.3 Principe de superposition des solutions Soit h; et
hy : I — K continues et (Aj, \g) € K2,

Soit ¢y (resp. p2) une solution de ay”+by'+cy = hy (resp. ay”+by' +cy =

hs).
La fonction A\;p; + Ag9 est une solution de ay” + by’ +cy = A\ hy = Aghs.
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En particulier, la somme de deux solutions de (H) et le produit d’une
solution de (H) par un élément de K sont des solutions de (H).

THEOREME 43.6  Soit (zo,yo,y1) € I x K2. Il existe une unique solution f
de (E) vérifiant f(xo) = yo et f'(x0) = y1.

43.2.2 Description des solutions de (H)

On introduit le polynéme aX? + bX + ¢ qu’on note A et qu'on appelle
polynéme caractéristique de (H) (ou de (E)).

On admet alors les trois résultats suivants, le troisieme n’ayant de sens
que lorsqu’on cherche les solutions réelles d'une équation différentielle.

THEOREME 43.7 On suppose que A admet deux racines distinctes o et 3

dans K.
& I — K () € K2
= ) Y E
i T e 4 pef? a

THEOREME 43.8 On suppose que A admet une racine double o € K.

I — K
= A K2
7 {{x —> ()\x—ku)eax’( 1) € }

THEOREME 43.9 On travaille dans R. On suppose que A a deux racines
non réelles o =i avec 5 # 0.

5 —{{I -« (A )EKQ}
7z = e(Acos(Bz) + psin(Bz))’ H

43.2.3 Cas particulier de second membre
On considere I'équation ay” + by’ + cy = P(x)e"™ avec P un polynome.
On pose A = aX? +bX +c.

1. Si A(y) # 0, on cherche la solution sous la forme x — Q(z)e? avec
deg(Q) = deg(P).
2. Si 7 est une racine simple de A, on cherche la solution sous la forme
z— Q(x)e" avec deg(Q) = deg(P) + 1 tel que Q(0) = 0.
3. Si 7 est une racine double de A, on cherche la solution sous la forme
z — Q(z)e’ avec deg(Q) = deg(P) + 2 tel que Q(0) = Q'(0) = 0.
Exemple 43.2 Résoudre dans R 'équation (F) : y"” — 3y + 2y = ze”.

Ona:
P ) (a,b) € R?
= x> aex+be2x’a’
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On cherche une solution particuliére sous la forme x +— (az? + bx)e®.
f est deux fois dérivable et pour tout = € R,

f'(z) = e"(2ax + b+ az® + bx) = *(ax® + (2a + b)x + b)

f"(x) = e"(ax® + (4a + b)x + 2a + 2b)

f est une solution de (E) ssi —2a =1 et 2a—b=0ssia = —1 et b= —1.

En particulier, z — —(9”2—2 + x)e” est une solution particuliere de (F) et :

R — R
SE = 2 ,(a,b) € R?
i T <a—z—%>ex—l—be% (.9)
Exemple 43.3 Résoudre dans R : ¢/ — 4y’ + 4y = 2? ch?(z) + 1.
On a :
K7 Ro- R (a,b) € R?
= ) a/’
" v —  (ar+b)e*
De plus,
2 2z 2.2z 2
2 2 L Te e s
x®ch?(x) + 1 + 1 +1+ 5
On résout les équations :
(By): ¢ — 4y + 4y = 2™
(Ey):y' — 4y +4y = 2?e™™
(Bs): " — 4y + 4y = 2
(Ba):y" — 4y +4y =1

On résout de méme que précédemment, les solutions particulieres sont :

4
flzx»—>:1€—2e

forxz— 93—2+£+i e
2 16 ' 16 ' 128
F '_>x2+x+3
ST — =+ =
3 4 28

1
f411"—>1

2x
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Par le principe de superposition, les solutions sont de la forme :

R — R
n xz—l-z—l-?—l- :)32+:17+3 . x4+ b b, o+ (a;b) € R?
v 8 4716 " \64 61 512)° IR ¢

avec (a,b) € R?.
Proposition 43.4 Soit f : I — C dérivable deux fois et a, b, ¢ réels.

Si ¢ est solution de ay” + by’ + cy = f alors R(p) est solution de ay” +
by’ + cy = R(f) et () est solution de ay” + by’ + cy = S(f).

Démonstration. On montre que si ¢ est solution P aussi et on utilise, pour
tout z € C,

2tz o~ 27
R(z) = 5 et I(z) = 5 [
Exemple 43.4 Résoudre dans R : " — y = sin(x) sh(z).
R — R
Fy = .(a,b) € R?
" {{x = ae’ +be " (a,9) }
De plus, pour tout z € R,
g(e(i—i-l):c) S(e(i_l)x)
: W(z) — B
sin(x) sh(x) 5 5
Une solution complexe de 3" —y = ) est z C(;_Zix
Be méme une solution de y” —y = e(=D% est 2 — {2;1_):
‘ou :
1 [elithz  el=lz 2sh(x)cos(z)  ch(z)sin(x)
= =S =T — -
‘ 2\S<2i—1+2i+1 ! 5 b
est solution particuliere.
In fine,
R — R
SE = S 2sh(z) cos(z)  ch(z)sin(z) ,(a,b) € R?
) )
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Chapitre 44

Etude des arcs paramétrés
plans

P est une plan affine euclidien. Le plan vectoriel associé est noté ?

44.1 Présentation

44.1.1 Vocabulaire de base

Définition 44.1 Soit I un intervalle, f € P,
On dit que f est un arc ou un mouvement. f(I) est le support de l'arc,
ou sa trajectoire.

44.1.2 Compléments d’analyse

Définition 44.2
. Soitf:]—)?,%eﬁettoe./l(]).
On dit que f admet @ comme limite en #, et on écrit tli_gl F(t) = W ssi
0

Jim [1£(6) — W) = .
) Soitf:]—)?,toel. On pose

I\{t} — P

¥ - 1
t =
t—1o

(f(t) = f(to))

f est dérivable en ¢ ssi ¢ admet une limite en t,. Le cas échéant, cette
limite est appelée dérivée de fe n ty notée f'(to).
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e On peut aussi définir les ensembles C™ (1, ?) et D™(I, ?) comme dans
le cas des fonctions réelles.
e Soit f: I — P, mg € P ettye A(I). On dit que f admet my comme

limite en tq ssi t — mof(t) admet 0 comme limite en ty. De plus, si
to € I, on pose

N{tt — P

t =

t t
IO
On dit alors que f est dérivable en t; ssi ¢ a une limite en ¢y. La dérivée

de f est une fonction a valeurs dans P.
Remarque 44.1 Les propriétés de stabilité algébrique restent wvalables, de

méme que la formule de Leibniz pour les produits entre les fonctions sca-
laires et vectorielles.

Définition 44.3 Soit f : [ — P et to € I. On suppose f suffisamment
réguliere (D).

. . N , . . -
e On dit que le point de parameétre tq est régulier ssi f'(tg) # 0.

e On dit que le point de parameétre ty est singulier ssi f'(t) = 0.
e On dit que l'arc est régulier ssi f’ ne prend jamais la valeur 0.

Définition 44.4 Si f est assez réguliere, on appelle f'(¢y) la vitesse en t
et f"(to) l'accélération en .

44.2 Etudes locales

44.2.1 Piege

Soit f : I — P, ty € I. Etudier f au voisinage de ¢, consiste & étudier la
restriction de f sur un voisinage de to. En revanche, étudier le support de f au
voisinage de f(to) consiste a tracer I'intersection du support de définition avec
un disque centré en f(ty). Cette étude demande de chercher les antécédents
de f(to) par f. Par la suite, on se place dans le cas de la premiére étude.

44.2.2 Généralisation de la formule de Taylor-Young

Définition 44.5 Soit f: I — P, neN, t, € 1. .
On dit que f(t) o ((t—to)") ssit— +O)nf(t) tend vers 0 en t.

T it (t—
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— =
Proposition 44.1 Soit (7, j ) une base de PetneNl.
%

Pour tout t € 1, il existe x(t),y(¢) tel que f(t) = l’(t)? +y(t) 7.
F(t) = 0, ((t — ta)") ssi alt) = o ((t—10)") et y= o ((t—10)")

THEOREME 44.1 Soitn € N*, f € C™(I, ?), toel,ge C"(I,P).

£t = 3 j0) 4 o (- 1oy

o(6) = gt0) + 3 L1  g000) 1 o (4 —ta))

44.2.3 Exploitation géométrique

Soit f : I — P suffisamment réguliere pour les calculs nécessaires.

Soit tg e I. On suppose qu’il existe p € N* tel que pour tout i € [1,p—1],
FO(te) = T et f)(to) 0.
THEOREME 44.2 Alors la tangente au support de l'arc au point de para-
métre to est dirigée par fP)(ty). En particulier, si ty est la paramétre d'un
point régulier, la tangente au support de l’arc au point de paramétre t, est
dirigé par f'(to).

Démonstration. On écrit Taylor-Young a 'ordre p pour f en .

£(t) = fFlto) + “‘p—foy’f@ (t0)+ 0, ((t 1))

Donc f(to)f ;— p, P)(to) ++ 0 (1)

Il existe donc un voisinage V' de ¢y tel que pour tout V' \ {to}, f(to) f ) #
0. On a alors

fﬁto (t—to)P 1 H (f(p)(to) + +t£t0(1))

o]

On trouve alors que si p est pair,

Jim f—“ H T [0 f(8) =
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et si p est impair,

1 —g
lirri f to ( )(tO)
il G e
1 45
el O 7o
ce qui assure le résultat dans les deux cas. [ ]

On suppose maintenant qu’il existe ¢ = p+ 1 tel que :

e Pour tout i € [p+1,q— 1], f¥(t) est colinbaire & fP)(ty).

o (fP(ty), fD(ty)) est une base de

Dans ce cas, (p,q) s’appelle couple d’entiers caractéristique du point de
parametre t.

THEOREME 44.3 Sip est pair et q impair, on a un point de rebroussement
de premiere espéce :

FIGURE 44.1 — Point de rebroussement de premiere espece

Si p et q sont pairs, on a un point de rebroussement de deuxriéme espéce
(voir page suivante)

Si p est impair et q pair, on a un point ordinaire.

Sip et q sont impairs, on a un point d’inflexion.

Remarque 44.2 Les points de rebroussement sont singuliers. Les points ré-
guliers sont ordinaires ou d’inflexion.
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FIGURE 44.2 — Point de rebroussement de deuxieme espéce

FIGURE 44.4 — Point d’inflexion

Démonstration. Pour tout i € [p+1,q— 1], il existe \; € R tel que f@ (o) =

ANif P (to).
On écrit Taylor-Young pour f en ty a 'ordre ¢ :

f<t>:f<to>+“_p—f°)pf (to)+f P (to) z Al to>i+<t—to>q

i=p+1 q'

FOto)+, 0, ((t—t0)?)
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Pour tout ¢t € I, on note (X(¢),Y(t)) les coordonnées de f(t) dans
(f(to), f®)(ty), fD(ty)). La formule précédente assure que :

X(t) = (t—to ZlA t—to) + o (=t ~ (t —p!to)p
(t —to) o (E—t)
Y(t)= 4 +,9, ((t=t0)") ~ g m

44.2.4 Branches infinies d’un arc

Définition 44.6 Soit f : I — P, t; € A(l), O € P. On dit qu'on a une
‘0 I

Remarque 44.3 1l y a indépendance de la définition vis a vis de O. En effet,

siO'eP,tel, .
o7 - 7] <0
On montre alors que t +— HOf(t;

fis H()'f@
Définition 44.7 Soit f : I — P, O € P, ty € A(I). On suppose que

04§H o0,

Soit k € ? On dit qu’on a une direction asymptotique R k: en ty ssi

fim ﬁH(ﬁ_ K

Remarque /4.4 Pour O' € P ettel,

branche infinie en ¢y ssi ¢t —

n’est pas bornée au voisinage de t;.

n’est pas bornée au voisinage de ty ssi

n’est pas bornée au voisinage de t.

lim
t—to

—
Hoo

1 O,—>
" o o

permet de justifier l'indépendance par rapport a O.

Définition 44.8 Soit f: 1 — P, O € P, ty € A(I) tel que }E? HOf(th =
0
+00, D une droite.
On dit que D est asymptote au support de f en ¢, ssi tli_)r? d(f(t),D)=0.
0

Remarque 44.5 Dans le cadre de la définition, B est la direction asympto-
tique en tg.
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44.3 Etude en cartésiennes

— =
On munit P d’un repére orthonormé (O, i, j ).

Donner un arc f _)I — P consiste & donner deux fonctions (z,y) € R’
telles que f =0+ x ¢ +y]

44.3.1 Compléments d’analyse

Proposition 44.2 Soit t, € A(I), U € P de coordonnées (o, Yo)-
f admet 0+ & comme limite en t, ssi Jim x(t) = xo et Jim y(t) = yo.
0 0

Progosition_>44.3 f est C™ en ty ssi « et y le sont. Le cas échéant, f(™ =
Définition 44.9 Soit i, ¥ deux fonctions I — ? On note

I —- R
W’?):{t o (R0, T0)
I — R
m,m:{t o [R, T

I —= R
”7”:{15 - ROl

THEOREME 44.4 Soitpe N, (U, V) € CP(I ?)
o (T,T)eC(I,P)etsip>0, (T, 7Y = (T, T)+ (U, 7.

e [0, T]€Co(I.B) etsip>0, [, ] = [, 7] + [T, 7.
o || e C’O( /ﬁ) et sip>0 et U ne s’annule pas, ||| € CP(I, ?) et
2 = G,

44.3.2 Etude d’un arc en cartésiennes

On suppose x et y suffisamment régulieres pour faire des calculs. Les
études obligatoires sont :
Recherche d’un domaine de définition
Recherche d’un domaine d’étude
Tableau de variation de = et y avec toutes les valeurs numériques
Etude des points singuliers
Etude des branches infinies
Tracé de support
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44.3.3 Domaine d’étude

THEOREME 44.5 S’il existe tg tel que pour toutt € I, 2tg—t € 1, x(2tg—t) =
x(t) et y(2to —t) = y(t), on étudie f sur [ty, +00[NI ou sur | — oo, te] N I.
Le support de f est le méme que celui de f|y +o0lni-

THEOREME 44.6 S’il existe to tel que pour toutt € I, 2tg—t € I, x(2tg—t) =

—x(t) et y(2tg —t) = y(t), on étudie f sur [ty, +00[N] ou sur | — oo, te] N 1.
Le support de f est la réunion de celui de |, +o0jn1 €t de son symétrique

par rapport a O + R?.

THEOREME 44.7 S’il existe to tel que pour toutt € I, 2tg—t € I, x(2tg—t) =

x(t) et y(2to —t) = —y(t), on étudie f sur [ty, +00[NI ou sur | — oo, to| N 1.
Le support de f est la réunion de celui de |, +o0jnr €t de son symétrique

-
par rapport a O +R i .
THEOREME 44.8 S’il existe tg tel que pour toutt € I, 2tg—t € 1, x(2tg—t) =
—x(t) et y(2to—t) = —y(t), on étudie f sur [ty, +00[N] ou sur|—oo,to]N 1.
Le support de f est la réunion de celui de flj, 1ooinr €t de son image par
la symétrie centrale de centre O.

THEOREME 44.9 Si on trouve T > 0 tel que = et y soient T-périodiques, on
étudie la restriction de f sur 'intersection de I avec un intervalle d’amplitude
T. Le support de cette restriction est celui de f.

44.3.4 Branches infinies
Soit ty € A(I). On suppose que x ou y n’est pas bornée au voisinage de
to. En pratique, I'une des fonctions z ou y admet +00 comme limite en ¢.

THEOREME 44.10 On suppose que x (resp. y) ne s’annule pas au voisinage
de to. Si 2 (resp. %) admet une limite finie a en ty, alors on a une direction

R - -
asymptotique i +aj (resp.ai + j ) enty.
Si de plus y — ax (resp. x — ay) admet une limite finie b en ty alors on a
une asymptote d’équation y = ax +b (resp. t = ay+b) en ty.

Remarque 44.6 Deux cas particuliers sont usuels : siy (resp. x) admet une
limite finie l en ty et x (resp. y) admet oo comme limite en ty alors on a
une asymptote d’équation y =1 (resp. x =1) en ty.

Démonstration. 1l existe un voisinage V' de ty tel que x|y ne s’annule pas.
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o Soitte V.
T P O N S B
HﬁH Va2 () + 3 (D) 22(t) + 12(1)
_ x(t) > w2
@1+ 50 a1+ 5()

On suppose x continue. Le théoréme des valeurs intermédiaires assure
I'existence de € € {£1} tel que x|y > 0.
Donc

0 - - i
flt ) <+%t)y

Donc

i ﬁ‘m = ()

e On suppose Jim (y(t) — ax(t)) = b.
0
On note D la droite dont une équation est y = ax + b.
Soit t € V. On a d(f(t), D) = k—az®b 3oy

1+a?

lim d(f(t),D)=0 ]

t—to
Exemple 44.1 On considere

R\{-1,2} — P

f: 2 = 2 -
t = O+ , + '
11 =2

Etudier la branche infinie en +oo0.
Les fonctions coordonnées sont

R\{-1,2} — R R\{-1,2} — R
T 2 ety: 2
t
t+1 t—2

_ 1 1 _ 4 1
On note que z(t) =t — 14 7 + t_)groo(;) et y(t) =t+2+ 7+ t_>+oo(;).
Le support de f admet donc la droite d’équation y = x + 3 comme
asymptote en +oo, situé au-dessus de cette droite au voisinage de +o00.
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Exemple 44.2 On considere

R\{-1,2} — P
fi{ th =t 7

t — O )
et T

Etudier la branche infinie en +oo.

On a de méme z(t) = 152—1—|—t_8r (Betyt)=t+2+2+ 25+ ) (L).
PR _ 32 1

Dot y?(t) — x(t) =4t + 13 + £ + t—>9roo(?)'

On en déduit

V() — dy(t) — 2(t) =5+ 2+ o (5)

t t—+oo t

Donc le support de f admet la parabole d’équation x = y?>—4y—5 comme
asymptote en 400 3t> cette courbe est située du méme coté de cette parabole
que le point O — 2 j au voisinage de +oc.

44.4 Etude en polaires

On se place dans un repere orthonormé direct (O, i, j ). (O, ¢ ) sera le

repere polaire. On pose
R — ? R — ?
7 : N N et 7 : - —
6 +— cos(f)i +sin(f) g 0 +— —sin(d) i +cos(f) g

W et U sont C®. Onade plus @' = 0 et ¥/ = —.

44.4.1 Présentation

Pour donner un arc en polaires, on donne deux fonctions r et 6 définies
sur un intervalle I, a valeurs dans R, suffisamment régulieres. L’arc considéré

est alors
' . I —» P
I {t = O+r)d0())

La régularité est la méme que celle de r et 6. On a de plus :

=t (O (O() + ()8 (1) T (6(1))
"=t (7() = r(r)8 ()T (O(1)) + (2 (08 (1) + (1) (¢)
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En pratique on étudie le cas ou # = Id, ie on donne une fonction p :
I — R suffisamment réguliere et on étudie

_ I — P
f‘{e — O+ p(6)U(H)

Dans ce cadre, un point M dont un systéme de coordonnées polaires est
(ro,0o) appartient au support de I'arc ssi rg = 0 et p s’annule ou ry # 0 et il
existe k € Z tel que ro = (—=1)%p(0 + k).

44.4.2 Etude pratique

On nous donne p : I — R suffisamment réguliere. On veut trouver le
support de l'arc défini en polaires par r = p(6), € I. On travaille en 6
étapes :

1. Domaine de définition de p
2. Domaine d’étude de p

3. Tableau de variations complété par une ligne pour donner le signe des
valeurs prises par p, ainsi que ses points d’annulation.

4. Etudes locales

5. Branches infinies

6. Tracé
THEOREME 44.11  On suppose qu’il existe T € R tel que pour tout § € I,
O+Teletpl@+T)=p(0) (resp. p(0 +T) = —p(0)).

On étudie l'arc sur un intervalle d’amplitude T'. On compléte par des

rotations de centre O et dont une mesure de l’angle appartient a {kT,k € 7}
(resp. {k(T' + ),k € Z}).
THEOREME 44.12 On suppose qu’il existe 6y € R tel que pour tout 6 € I,
o —0 €1 et p(by —0) = p(0) (resp. p(bo —0) = —p(6).

On étudie alors Uarc sur]—o0, 8]NI ou [4, +oo[NI. Le support de larc est

la réunion du support tracé et de son image par la symétrie axiale orthogonale
par rapport a O + Rﬁ(%‘)) (resp. O + R?(%‘)))

44.4.3 Etudes locales

On note que f' = p'ud + p 7.
Si f" s’annule en 6y € I, alors p'(6p) = 0 = p(6y).
En particulier, 6, est un parametre de I'origine.
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THEOREME 44.13  Soit 6y tel que p(6y) = 0.

On suppose qu ‘il existe p € N* tel que pour tout i € [1,p—1], p@(6y) = [
et pP)(6o) # 0.

Le support de f admet au point de paramétre 6y une tangente dirigée par
7(90). Ce point est une point de rebroussement de premiére espéce si p est
pair et un point ordinaire sinon.

Démonstration.
e Pour tout 7 € [1,p— 1], on a

Donc f@(6y) = K

e On a

p

£ (65) = z() )(60) T (60) = o (60) T (6) +

i

qui est donc colinéaire a 7 (6).
e De plus,

FP(09) = (p+1)p® (66) V' (60) + p" (66) W (6)

qui n’est pas colinéaires a f®)(6;).
Les résultats sur I'étude en cartésiennes concluent. ]

Remarque 44.7 En pratique, on calcule numériquement p(6) pour quelques

valeurs bien choisies. es points de paramétres estimés sont placés sur le sup-

port avec leur tangente. Icelle est orientée par arctan(;’,((?)).

44.4.4 Branches infinies

On a une branche infinie en thetay € I ssi p n’est pas bornée au voisinage
de 0. On se place dans le cas ou la limite de p en 6y est +o0.

On travaille dans (O, U (6,), 7' (6p)). On y note X (), Y (0) les coordon-
nées de f(#). On a X (0) = p(0) cos(8 — by) et Y(0) = p(0) sin(6 — 6y).

im X)) _
En 6y, X tend vers oo donc 611_{2() X0 = 0.

On a donc une direction asymptotique Rﬁ(é’o) en fy. Si de plus Y tend
vers [ en , on a une asymptote d’équation Y = [ dans (O, @ (6y), 7 (60)).
Pour les autre courbes asymptotes, on passe en cartésiennes.

THEOREME 44.14
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o Si limp =0 (resp.lim p = 0), on dit que le support de l’arc présente une
spirale qui se rapproche de 0 en tournant dans le sens trigonométrique
(resp. horaire).

o Si lJirmp = +00 (resp. limp = Fo00), on dit que le support de l'arc
présente une spirale qui s’éloigne de 0 en tournant dans le sens trigo-
nométrique (resp. horaire).

e Si on trouve | # 0 tel que limp =1 (resp. lim p = +00), le support de
Uarc est asymptote au cercle de centre O et de rayon |l| en tournant
dans le sens trigonométrique (resp. horaire).

Remarque 44.8 L’étude du signe de l(p—1) permet de positionner le support
par rapport au cercle asymptote.
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Chapitre 45

Etude métrique des arcs plans

45.1 Une notation usuelle

Soit I, J deux intervalles, z : [ — J, f : [ — ? On note g = foux.
En mathématiques on manipule deux fonctions, alors qu’en physique, on
considere f(x) et f(t).
On a ¢ = 2/ f' o x et on peut noter :
df daedf  dzdt
4t~ drds ' dards

1

1

Si x est bijective, t désigne x7" et cette formule se réécrit
(7 (2 o) =1
L’écriture physique est plus manipulables mais exige qu’on fasse attention
aux compositions quand on dérive.

45.2 Abscisse curviligne

45.2.1 Définition

Définition 45.1 Soit p € N*, f € CP(I,P) et tg € I.
On appelle abscisse curviligne sur 1'arc d’origine ty la primitive de || f'||
nulle en t,.

Proposition 45.1 Si f’ s’annule, I'abscisse curviligne est C*. Sinon, elle
est CP.

Définition 45.2 On dit que f est normal ssi Id est abscisse curviligne sur
larc (ssi || f'|| = 1).
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45.2.2 Changement d’échelle de temps

Définition 45.3 Soit I et J deux intervalles, f € CP(I, P) et g € CP(J, P).
On dit que f et g sont CP-équivalentes ssi il existe ¢ € CP(J, I) bijective
a réciproque CP telle que fop =g.

Remarque 45.1 C’est une relation d’équivalence sur les arcs de classe CP.
Certaines propriétés des arcs peuvent étre associées a la classe d’équiva-
lence correspondante.

Exemple 45.1 Si f est Cl-équivalente & g et f’ ne s’annule pas, alors ¢’
ne s’annule pas non plus.

En effet, il existe ¢ C! bijective a réciproque C* telle que g = f o ¢. Par
définition ¢’ ne s’annule pas.

On en déduit que ¢' = ¢/(p o f’) ne s’annule pas.
THEOREME 45.1 Soit f € CP(I, P). Il existe un arc normal C?-équivalent
a f ssi f est réqulier.

Démonstration.
< Notons ¢ une primitive de ||f’||. Par hypothése, pour tout ¢t € I,
£/ ()]| > 0, donc ¢'(t) > 0.
¢ établit donc une bijection de I sur ¢(I) noté J. Par construction
p € CP(I,J), bijective a réciproque CP.
g = foptest CP-équivalente & f et on a :

-1

/ —1\// p/ — flo
= ee ) = T

no_ L M\ op=! = i M\ op=! =
Hgll—(w ||f||) . (SD, Hf||> ot o1

D’ou le résultat.
= L’exemple précédent assure le résultat. [ ]

Donc

45.2.3 Longueur d’un arc

Définition 45.4 Soit (a,b) € R? tel que a < b et f € C'([a,b],P). On
b
appelle longueur de 'arc le réel / I/ ()| dt.

Proposition 45.2 Soit f et g deux arcs C'-équivalents. Les longueurs de
f et g sont les mémes.
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45.3. REPERE DE FRENET

45.3 Repere de Frenet

Dans ce paragraphe, on considére g € C%(J, P) normal.

Définition 45.5 Soit s € J.
e On appelle vecteur tangent unitaire au Sup_Eort de g au point de para-
metre s le vecteur ¢'(s) usuellement noté ¢ (s).
e On appelle vecteur normal unitaire au support de g au point de pa-

ramétre s l'unique vecteur 77(s) tel que (¢ (s), 7(s)) soit une base

orthonormée directe de P. _
e On appelle repere de Frenet au point de parametre s le repere (g(s), t (s),

THEOREME 45.2 Soit p € N*, W e CP(J, ?) tel que ||| = 1.

Il existe a € CP(J,R) tel que pour tout s € J, a(s) = mes(ﬁs)).
Une telle fonction s’appelle angle de relevement de la fonction .

Définition 45.6 Soit « une fonction angle de relevement de ¢'. Pour s € J,
on appelle courbure du support de g au point de parametre s le réel i—‘;(s)
noté c(s).

Sic¢(s) # 0, Tls) s’appelle rayon de courbure au point de parametre s et

noté R(s). On appelle aussi Q(s) = g(s) + R(s)7(s) le centre de courbure
au point de parametre s.

%
Remarque /5.2 On suppose g € CP(J, P). Alors {7 et a sont CP~' et
ce(Cr?

i 7 =
C”gt évident pour t, a et c. En observant que 7 = —sinoa i +
cosow j , on a aussi le résultat pour .
THEOREME 45.3 FORMULES DE FRENET
ﬁ
da ¢, da -
—=c —=cn —=—c
ds ds S
Démonstration.
e Par construction, i—i‘ =c.
e { = (cosoa)i + (sinoa) j . Donc
_>
dt . da— da— —
— = (—sinoa)— ¢ + (cosoa)— j =cn
ds S S
e On procede de méme pour la derniere formule. [ ]

Définition 45.7 Soit s € J. Le point de parametre s est dit birégulier ssi
c(s) # 0. L’arc g est dit birégulier ssi ¢ ne s’annule pas.
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Remarque /5.3 On suppose l'arc birégulier et indéfiniment dérivable. o/ est
continue et ne s’annule pas donc « est strictement monotone. Etant de plus
continue, elle établit une lg'ection de J sur a(J). De plus, a et a™t sont C>°.

%
Onposeh=qgoa ™, T = t oa ! et = Toal.
On a
N7 _
?/:(a 1)/t/oa 1
cooflxﬁoofl
- o' o a1

:Woa_lzﬁ

On a de méme ﬁ’ = —?.

45.4 Calculs pratiques

45.4.1 Exemples

Soit f € C?*(I, P) un arc régulier. On appelle s une primitive de || f’|| et
on pose g = f os~!. On sait que g est normal. On veut calculer :

T(st) = T (1)
7 (s() = N(t)
c(s(t)) = T(#)
als(t)) = A(t)

Proposition 45.3 Pour tout t € I, ?(t) = mf’(t).

Démonstration. f = go s donc f" = s'g’ os = ||f'() (? o s) donc T =
i |
11

Exemple 45.2 Soit a € R%. Trouver le repere de Frenet et la courbure en
tout point du graphe de I'arc :

Ta Ta
D:}——,—[ - P
272
— x —
r = O+4uxi —i—aln(cos(—)) J
a
o m¢c COO(ZZQ
e m :x+— i —tan (%) J qui ne s’annule pas donc m est régulier.
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 Soit z € D. [[m/(x)]| = /1 + tan*(Ta) = ke,

Le vecteur tangent unitaire au point de parametre x est donc
T\ —

?(m) = cos <£> 7 —sin (5> J

a

Le vecteur normal unitaire au point de parametre x est

ﬁ(w) = sin <£> 7 + sin (g) ?

a
— —
) ?(m) s'écrit aussi cos(—%2) ¢ + sin(—%) j donc on peut choisir A :

r— —Z
e Onadeplus A=aosdonc A =sa’os=5scos=45T.

Ainsi ' = ?—,/. Or s’ = ||m/(z)|| donc I : & — —2 cos(2).
Exemple 45.3 Soit a € RY.. Trouver le repere de Frenet et la courbure en
tout point de I'arc défini en polaires par r = acos®(%), 6 €] — 3¢, 2],
On note s une abscisse curviligne sur 'arc m : 6 — O + acos3(g)7(9).
m est dérivable et m' : § — a(— cos®(%)sin(4 (9) + cos*(8) ¥ (6)).
On en déduit ||m/|| = acos?(%) qui ne s’annule pas, donc I'arc est régulier.

Il admet alors un représentant normal g.
On a:
/
T(0) = -" — _gin (g) () + cos (g) 7(0)

Al

On déduit alors
vecN (0) = — cos (g) U (0) — sin <g> 7 (6)

Or T(0) = cos(Z + 8)(0) +sin(Z + )7 (0).

Donc A : 0+ 5 + g est une fonction angle de relevement de ?

da dadf B

S T dds

45.4.2 Formule générale de la courbure

On reprend toutes les notations. On constate que f = g o s donc

— — — —
fl=sgos=sToset f'=5"To0s+5" ' os=5"1o0s+5(cos)(Tos)
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[, f") = 5" [T 05, T o8] +5%cos[T 05,7 o]

= 8,3(6[?, ] os)

3 3
=35"cos=45"T

Donc I' = [ﬁf}’,ﬁ/].
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Annexe A

Formulaire de trigonomeétrie

A.1 Présentation

Soit (O, @)1, @) un repére orthonormé direct du plan.

Soit M un point du cercle C de centre O et de rayon 1.

On construit les points H et K, projections orthogonales de M sur (OA)
et (OB) et le point L d’intersection, s’il existe de (OM) et de la perpendi-
culaire & (OA) passant par A.

On oriente (OA) (resp. (OB), (OL)) par les vecteurs 04 (resp. @,

—

O—]\>4) Sia= mes(O_}l, O—]\)/[), on a :
cos(a) = OH, sin(a) = OK et tan(a) = AL

la tangente de « étant définie ssi L existe ssi M ¢ (OB).

B
1
|
|
|
|
:
Ke¢———-c———————— | :L
D\ |
| |
| |
| |
Q : |
’\
0 H ]A
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A.2 Angles remarquables

a |0] gl 3153 ] 5 |7
cos(a) | 1 ? g z 0 —1
sin(o) | 0| 3 ? ? 1 0
tan(a) | 0 % 1 [ /3|indef. | 0

A.3 Propriétés élémentaires

sin et cos sont définies sur R et sont 27-périodiques.

tan est définie sur R\ {F + k7, k € Z} et est m-périodique. Pour tout réel
a, on connait les identités qui suivent, qu’on retrouve en dessinant un cercle
trigonométrique.

cos(—a) = cos(a) sin(—a) = —sin(«)
cos(§ — a) = sin(a) sin(§ — a) = cos(a)
cos(§ + o) = —sin(a) sin(§ + «) = cos(a)
cos(m — a) = —cos(a) sin(m — a) = sin(«)
cos(m + «) = —cos(a) sin(m + ) = —sin(«)

A.4 Formulaire usuel

Dans ce qui suit, = et y sont deux réels et les formules ne sont valables
que quand elles ont un sens.

A.4.1 Formules de base

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z) sin(z —y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y)

tan(z + y) = {2noten), tan(z — y) = {- ),

La parité de cos et l'imparité de sin et tan permettent de déduire la
deuxieme colonne de la premiere.
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A.4.2 Formules a reconnaitre en toute circonstance

cos(2z) = cos(x)? — sin(z)? = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin’(z) = %
sin(2z) = 2sin(z) cos(z) = %
tan(2x) = 12_%%

A.4.3 Formules qu’on peut passer deux minutes a re-
trouver

cos(x) + cos(y) = 2 cos (IT”) cos (%) sin(z) + sin(y) = 2sin (IT”) cos E

cos(z) — cos(y) = —2sin (IT“/) sin (%) sin(z) — sin(y) = 2 cos (‘%y) sin
Ces formules se retrouvent rapidement en passant aux complexes.

cos(x + y) + cos(z — y)

cos(z) cos(y) =

2
sin(x) sin(y) = cos(x — y) ; cos(x + y)
sin(z) cos(y) — sin(x + y) ; sin(x — y)

Ici, on utilise les combinaisons linéaires des formules de base ou encore la
linéarisation via les complexes.
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Annexe B

Dérivées usuelles

B.1 Formules de dérivation

Soit I un intervalle de R, A € C et f,g : I — C dérivables.

o f+gestdérivableet (f+g) =f+¢
e \f est dérivable et (A\f) = \f’
e fgest dérivable et (f¢') = f'g+ f¢'

e Si g ne s’annule pas, % est dérivable et (

i)/ — f’g—Qfg’
g g

Soit I, J deux intervalles de R, f : I — J et g : J — C dérivables.
Alors g o f est dérivable et (go f) = f'(¢' o f).

B.2 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction Dérivée
x — x® x— ar® !
1
x +— In(x) T =
x
T e’ T+ e’
T [F x — In(B)5*
x > sin(x) x > cos(z)
x +— cos(x) x — —sin(z)
1
x — tan(z) | x — =z~ 1+ tan®(x
(z) cos?(x) + (z)
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Fonction Dérivée

x +— sh(x) x +— ch(z)

x +— ch(z) x +— sh(x)

1
— th b —— =+ 1 — th®
x +— arcsin(z) T @
x > arccos(r) T — \/ﬁ
x — arctan(z) Ty +1 o
x +— Argsh(x) T \/1?‘7
x +— Argch(x) T
x21— 1

x +— Argth(zx) T T
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Annexe C

Primitives usuelles

Dans ce tableau, (n,k,p,q,a) € NxZ x (Z\ {—=1}) x (R\ {-1}) x R%.
Le domaine de validité désigne les intervalles sur lesquels les primitives des
fonctions réelles sont valides.

Fonction Primitive Domaine de validité
xn-ﬁ-l
T " T R
n+1
T = P T R* ou R*
p+1
— xd *
T T | .
1
T — x +— In(|x]) R% ou R*
x
T —e” T +—e” R
x + sin(z) x — — cos(x) R
x +— cos(x) x +— sin(x) R
z s tan(z) | @ —In(|cos(z))) ]_gwﬁ,ng{
x +— cotan(z) | x — In(]sin(x)]) |k, (k+ 1)m|
1 T
Sin(z) r — In(] tan(5)|) |km, (k + )|
1 e s T
T cos() r = In(|tan(5 + 7)) ]—§+I€7T,§+/{:7T[
1
x = 2 () x +— — cotan(z) |km, (k + )|
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x = In(|lz + Va2 — a?|)

Fonction Primitive Domaine de validité
1 s m
.CL’HM xt—)tan(m) _§+kﬂ',§+kﬂ'
x + sh(x) x > ch(x) R
x + ch(x) x > sh(x) R
x +— th(x) x +— In(ch(x)) R
x +— coth(z) x — In(| sh(z)|) R% ou R*
1 T * *
T () r = In(|th(5)]) R* ou R*
1
T () x +— 2arctan(e”) R
1 * *
T 200 x — —coth(z) R* ou R*
1
> — th R
x 2(0) x (x)
1 1 x
T x +— — Argth (—) | —a,da]
a? — x? a a
»—>11n<a+x) | — 00, —a[ ou | [ ou ]a, +o00]
T — — 00, —a[ ou ]| —a,al ou Ja
2a a—z ’ ’ ’
1 1 x
T = T +— — arctan <—) R
a? + a? a a
1 . (T
T x > arcsin (—) | —a,a]
2 _ 12 a
— ! — Argsh (x) R
e e a— rgsh ( —
Vva? + x? S 4
r—=In(z+vVa2+a?) | R
1
x = x — Argch <£) la, +o00|
2 —a a

| — 00, —al ou Ja, +o0]

Dans ce tableau, « € C\ R et p € Z\ {0, —1}. Les fonctions complexes
suivantes sont définies sur R et leurs primitives sont sur cet intervalle.
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Fonctions Primitives

1
T > e*” T — —et
. R(a)
— R«
T z — In(Jz — a|) 4+ i arctan )
r—a %(Oé)
(.T _ a)l’-l-l

T (x—a)P

p+1

Pierron Théo Page 425 Tous droits réservés



ANNEXE C. PRIMITIVES USUELLES

Pierron Théo Page 426 Tous droits réservés



Annexe D

Développement limités usuels

Soitn € Net a € R.

' n (—1)k$2k+1 —_—
sin(z) = kz:%i(%; 1) + :Bgo(x ).

cos(x) = zn:(_l) 4o (D).

= (2k)! 2—0
3 225 1727 g
tan(z) = x + 5 + 15 + 315 m_)()(l")
n_ 2kt s2
h(z) = "
o 2n+1
(o) = 2 g T
n k. .k
pa _ P2 n
Pour B € C, e kz:% i :Bgo(x )
B n (_1)]@—133.19 .
1n(1+x)-l€2::1 ’ —l—xgo(x ).
n n [L'k .
(1+2) :1+k§1 g(a—z) ﬁ—i_mgo( )
L S (C)ht oo (@)
1 z—0
En particulier, d;x k0 -
=> 2"+ o (a")
1—2x o z—0
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Annexe E

Quantification

Toute variable que ’on manipule dans une preuve doit impérativement
étre introduite. Il n’y a que deux manieres d’introduire des variables et peu
de regles a mémoriser quant a ces manipulations.

E.1 Les variables universelles

E.1.1 Les points a mémoriser

1. Le mot soit
e introduit une variable référencant un objet dont on veut établir une
propriété universelle
e ne permet de faire aucune hypothese concernant ’existence de I’objet
introduit
e ne permet que d’introduire le nom d’une variable, pas une relation
sur des variables

2. Une variable définie par soit est utilisable entre sa définition et la
quantification universelle qui lui est associée, que cette derniere soit
explicite ou non.

Remarque E.1  On peut souligner que le mot soit est utilisé dans d’autres
cas, qui ne correspondent pas a un usage aussi formel. Par ezemple, on se
sert de soit pour introduire un objet parfaitement déterminé, en lieu et place
de la locution « on considere ». C’est le cas dans la phrase : soit f la fonction
qui associe a chaque réel sa partie entiere. De méme, on utilise soit en
lieu et place de « ce qui équivaut a », comme dans la phrase : on note que
cos’ = —sin, soit cos’ +sin = 0.
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E.1.2 Qu’est-ce qu’une assertion universelle 7

Une assertion logique est dite universelle lorsqu’elle concerne une pro-
priété valable pour tout un ensemble de valeurs. Par exemple, les assertions
suivantes sont universelles.

1. Pour tout z € R, |z| < Va?+1

2. Toute fonction réelle f croissante et majorée sur R admet une limite
finie en +o00.

3. Pour toute fonction réelle f dérivable sur R et telle que f' < 2f, la
fonction x — e2% f(z) est décroissante.

4. La fonction x — zsin(z? + 1), définie sur [0, 1], est majorée par 1.

Les assertions universelles commencent souvent par la locution pour
tout, suivi du nom de la variable et d'un ensemble de contraintes imposées a
I’objet référencé par cette variable. Cet ensemble de contraintes contient au
moins la localisation de ’objet manipulé. Dans chaque exemple précédent,
on peut extraire le nom de la variable, la nature de ’objet manipulé et les
contraintes qu’on impose a cet objet.

Nom Localisation Autres contraintes

1 x R

2 f RE croissante, majorée
3 RR dérivable, f' < 2f
4 0, 1]

On ne connait rien quand a l’existence d’un objet universellement quan-
tifié. Ainsi, dans I'exemple 3., rien n’assure qu’il existe des fonctions réelles
f, dérivables sur R et vérifiant f* < 2f. En revanche, si on trouve une telle
fonction, on est stir que x — e 2% f(x) est décroissante.

Enfin, la quantification universelle peut étre implicite. Ainsi, 'exemple 4.
peut s’écrire : pour tout z € [0, 1], zsin(x? + 1) < 1. Cette quantification
implicite est induit par de nombreux mots mathématiques, associés le plus
souvent a des fonctions au sens large, comme dans les exemples suivants :
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Pour tout n € N, n?+1 < (n+
1)?+1

La fonction sinus est minorée par —1 <> Pour tout z € R, sin(x) > —1

La suite (n? 4 1),, est croissante “

Pour tout x € R, cos admet

La fonction cosinus est continue > o )
une limite finie en x

La relation < est réflexive sur Q < Pourtout r € Q, z <«

Ce type de quantification cachée apparait aussi dans certaines formula-
tions usuelles, la plus importante concernant les équations. Ainsi, si F désigne
I'équation 22 — 3x + 2 = 0 d’inconnue = € R, on a

L’ensemble des solutions de o Pour tout x € R, 22 =32 +2 =
(E) est {1,2} 0ssixe{l,2}

E.1.3 Preuve d’une assertion universelle
Présentation

Le mot soit permet d’introduire une variable référencant un objet sur
lequel on veut établir une propriété universelle. La preuve d’une telle pro-
priété se mene toujours en trois étapes. Faisons-le pour montrer que pour

tout z € R, |z] < V1422 :

Soit z € R Introduction
On note que 22 < 2?2 + 1.
Comme la fonction racine car-
rée est croissante, on en dé- Preuve pour la variable introduite

duit que Va2 < V1+22. Or
V= |zl.

Finalement, pour tout x € R, |z| < v/1+ 22. | Conclusion

On ne fait aucune hypothese sur I'existence des objets introduits dans la
premiere étape de la preuve. Il s’ensuit que si A est un ensemble, on peut
écrire « soit x € A », sans traiter de cas particulier quand A = @.

Introduire une variable ... et la bonne'!

Le mot soit ne permet que d’introduire le nom d’un objet entierement
définie. La locution « soit x € R » introduit un réel sans ambiguité. En
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revanche, la locution « soit 22 € R » n’a pas de sens car connaitre le carré
d’un réel ne permet pas de le déterminer. De maniere analogue, la locution
« soit ¢’ € R® » n’a pas de sens car connaitre la dérivée d’une fonction ne
permet pas de déterminer entierement cette fonction. En pratique, on ne
placera qu’une lettre apres le mot sott, pas une relation.

Si A est un ensemble, la preuve d’'une propriété commencant par « pour
tout x € A », débute toujours par « Soit z € A ». Il ne faut pas choisir une
variable qui parait plus pratique. Dans le meilleur des cas, cela rend votre
preuve plus confuse. Dans le pire, il y a une erreur de logique.

Exemple E.1 Soit f € RE, impaire et vérifiant, pour tout p € N, f(p) = 3p.
Montrer que pour tout p € Z, f(p) = 3p.

e Preuve naturelle et juste : Soit p € Z~. On note que —p € N et on
applique 'hypotheése. On en déduit f(—p) = —3p et par imparité,
—f(p) = —3p. Ainsi, pour tout p € Z~, f(p) = 3p. Le méme résul-
tat étant acquis par hypothese sur N, on a bien le résultat.

e Preuve moins naturelle et fausse : Soit p € N. Par hypothese, f(p) = 3p
donc —f(p) = —3p. Comme f est impaire, on en déduit f(—p) = —3p.
Or —p est négatif donc, pour tout p € Z~, f(p) = 3p. Le méme résultat
étant acquis par hypothese sur N, on a bien le résultat.

Les deux preuves paraissent semblables. Il n’en est rien. Une petite erreur
de logique s’est glissée dans la deuxieme. En effet, pour assurer que le choix
maladroit d’une variable dans N permet de de gérer les variables de Z, on
assure que pour tout p € N, —p € Z. Or pour conclure, on doit utiliser que
tout entier relatif négatif est 'opposé d’un entier naturel, autrement dit que
pour tout p € Z, —p € N, afin de pouvoir noter que p = —(—p). Que de
subtilités logiques pour ne pas suivre une regle simple !

Domaine de validité des variables

Une variable définie par soit est utilisable entre sa définition et la quantifi-
cation universelle qui lui est associée, qu’icelle soit explicite ou non. Les quan-
tification universelles implicites usuelles apparaissant dans plusieurs cadres.

1. L’'usage d’'une propriété universelle introduite par un mot mathéma-
tique.
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Soit n € N Introduction de n

donc (n+ 1)% > n? La variable n est encore définie

donc la suite (n?),, est stric-

) Quantification universelle en n, qui disparait
tement croissante

Soit x € R Introduction de x

donc 4z(zx+1) < 1 La variable z est encore définie

donc la fonction z — 4x(1+

. tificati i 11 i di it
7) est majorée par 1 Quantification universelle en x, qui disparai

2. La manipulation des équations. Considérons par exemple (E) : 23 —

Tr 4+ 6 =0, d’inconnue z € R.

Soit z € R Introduction de z

Le réel x est solution de (E) ssi

ssi x € {1,2, -3} La variable z est encore définie

donc les solutions de (F)

sont 1. 2 et —3 Quantification universelle en x, qui disparait

3. L’'usage d’une opération fonctionnelle comme le calcul d’une limite,
d’une somme, d’un produit ou d’une intégrale.

Soit z € R Introduction de z

donc tan(wgsm(m) = (Smx(m))?’ cos(z) | La variable z est encore définie

donc liII(l) tan(xg%(x) =1 Quantification universelle en x, qui disparait
z—
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Soit k € [[1,100] Introduction de k
donc w =k+2+ % La variable k est encore définie
100 (k4 1)? 100 |
donc ZT = 5250 + ZE Quantification universelle en k, qui disparait
k=1 k=1
Soit z € [0, 1] Introduction de z
donc 2e”sh(z) = e** — 1 La variable z est encore définie
1 2_3
donc / 2" sh(x) dr = ¢ 5 Quantification universelle en x, qui disparait
0

E.2 Les variables existentielles

E.2.1 Les points a mémoriser

— La locution 2l existe introduit une variable référencant un objet dont
on assure |'existence. Son usage demande donc une justification ou une
preuve préalable

— Les intermédiaires de calcul et les parametres de description sont in-
troduits existentiellement.

— Une variable définie par ¢l existe est utilisable entre sa définition et la
disparition des variables dont elle dépend.

E.2.2 Introduction d’une variable existentielle

On doit toujours justifier I'introduction d’une variable par il existe, que
ce soit en exhibant un objet convenable ou a 'aide d’un théoréme d’existence.
Par exemple,

— Il existe (a,b) € R* tel que a +b=2et a—b =0 car le couple (1,1)

convient.

— Le théoréeme de division euclidienne assure qu’il existe (¢,7) € Z x N

tel que 100 = 12g +r et r < 11.
— Comme z — e¥ — x est continue sur l'intervalle [0, 1], prend une valeur

inférieure & 2 en 0 et supérieure & % en 1, le théoreme des valeurs
3

2

intermédiaires assure qu’il existe x € [0,1] tel que e” —x = 3.
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Pour prouver l'existence d’un objet en l’exhibant ou en le construisant
explicitement a partir d’autres objets introduits existentiellement, il ne faut
pas se focaliser sur les notations introduites dans les énoncés, qui permettent
seulement de formuler un probléme. Peu importe alors leur nom !

— Si on vous demande de montrer I'existence de deux réels a et b tels que
a+0b =1, il suffit de dire que (0,1) € R? et 140 = 1. Il est totalement
inutile de poser a = 0 et b = 1. Si I’énoncé introduit ces deux noms,
c’est pour éviter ka phrase : trouver deux réels dont la somme vaut 1.

— Supposons avoir montré I'existence de # € R tel que 2 = x + 1. Si on

demande de montrer 'existence de a € R tel que a® = 3a®> — 2a + 1, il
suffit de noter que z+1 € Ret (z+1)> = 3(z+1)2+2(x+1)— 1=
2 —x—1=0.
Le probleme est alors achevé et il est inutile de renommer z + 1 en a.
Une fois encore, le texte nomme 'objet pour éviter une question illisible
comme : trouver un réel tel que lorsqu’on 6te son double au triple de
son carré et qu’on ajoute une unité au réel obtenu, on obtienne le cube
du réel de départ. ..

Dans tous les exemples ou la preuve de 'existence d'un objet se fait en
I’exhibant, la locution 2l existe disparait naturellement, mais la nécessité de
I’existence reste présente.

Lorsqu’on introduit un objet de fagon existentielle, il est impératif de
distinguer les contraintes qu’on peut imposer a l’objet introduit et les pro-
priétés qu’il vérifie. Par exemple, le théoreme de division euclidienne assure
qu’il existe (¢q,7) € Z x N tel que 100 = 12¢ +r et r < 11. On note alors que
r = 4(25 — 3¢) donc que 4|r.

Autrement dit, 'objet r a une propriété supplémentaire. Il serait en re-
vanche tres maladroit d’écrire que le théoreme de division euclidienne assure
qu’il existe (q,7) € Z x N tel que 100 = 12g + r, r < 11 et 4|r. Sous cette
forme, la divisibilité par 4 apparalt comme une contrainte qu’on impose a
cet entier, ce que le théoréme précité ne précise pas.

E.2.3 Usage d’une variable existentielle

Les variables introduites existentiellement sont utilisables des leur défi-
nition et ne disparaissent que lorsque les objets donc elles dépendent dispa-
raissent aussi. Ces variables sont utiles dans quantité de situations. Deux des
plus courantes sont détaillées ci-dessous.
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Paramétrage d’ensembles

Lorsque f est une application entre deux ensembles A et B, 'écriture
correcte de assertion « Un élément y de B est de la forme f(x) pour un
certain # de A » est « Il existe x € A tel que y = f(z) ». Autrement dit,
des qu’on veut écrire qu'un object est d’'une certaine forme, on est amené
a définir existentiellement une ou plusieurs variables. Dans les exemples qui
suivent, f est une primitive de x — 2z et z € R.

On n’écrit pas mais

La fonction f est de la forme 1l existe C' € R tel que f =

r—a?+CounC eR r— 2+ C _
Le réel x est un point d’annula-

tion de sinus ssi il existe k € Z
tel que © = krw

Le réel x est un point d’annula-
tion dusinus ssi x = km, k € Z

Intermédiaire de calcul

Un intermédiaire de calcul est un objet qui permet de mener ce calcul, au
sens large, sans apparaitre lu-méme dans le résultat final. Le cas le plus usel
est celui d’une variables introduite pour alléger les notations. Par exemple,
si a € R et si on doit manipuler la grandeur 3 + sin(a) + cos(a), on écrira
« On pose b = 3 + sin(a) + cos(2a) ». La variable b est en fait introduite
existentiellement, mais de maniere explicite. La locution 2l existe est donc
superflue.

Considérons a présent f : R — R telle que pour tout (z,y) € R?, f(z +
y) = f(z) + f(y). Si z est un réel, on peut écrire

f(x) = f(x+0) = f(x) + f(0) donc f(0) =0

Comment introduire x 7 Si on I'introduit par soit, rien n’assure son existence.
Le calcul devient caduque et la preuve est fausse. Il est cependant ridicule
d’introduire x par il ewxiste, puisque chacun sait qu’il existe des réels! Il
suffit donc d’en exhiber un :

f(1) = f(1+0) = f(1) + f(0) donc f(0) =0
Comme dans le premier exemple, la locution il existe a disparu puisque

I’existence est assurée par la construction effective de l'objet utile.

Exemple E.2 Soit (a,b) € Z? tel que a A b = 1. Montrer que a* A b* = 1.
Comme a A b = 1, le théoréme de Bézout assure qu'il existe (u,v) € Z?
tel que au + bv = 1. On note alors

1 = (au+bv)® = a®u’+3a*bu’v+3ab*uv’+b°0° = a*(au’+3bu’v)+b*(bv* +3auv?)

Pierron Théo Page 436 Tous droits réservés



E.3. LES VARIABLES QUI N'EN SONT PAS

Comme au® + 3bu?v et bv® 4 3auv? sont des entiers relatifs, application du
méme théoréme conduit a a® A b? = 1.

La preuve est fondée sur le fait qu’on peut trouver deux entiers u’ et o/
tel que a2u’ + b*v’ = 1. Iceux sont construits a partir de u et v. S’ils avaient
été introduits par sott, on n’aurait pas pu conclure.

E.2.4 Eviter les définitions multiples

A chaque fois qu'on écrit il existe a € A; on définit un objet a apparte-
nant a un ensemble A. Ce nouvel objet n’a aucun lien avec un objet a défini
précédemment, dont la définition est alors effacée. Il est bon de ne pas sans
cesse redéfinir les mémes objets introduits existentiellement. Considérons par
exemple la preuve suivante :

Il existe C' € R tel que G : x — C cos(x) Introduction de C'
Comme G(0) =1, on sait que C'cos(0) =1 donc C =1 | Ajustement de C'

Finalement G = cos Conclusion

Si on redéfinit C' a chaque ligne, on parle d’'un nouvel objet a chaque fois.
Sauf a rappeler touts les contraintes sur I'objet considéré, ce qui est lourd et
inutile, votre preuve devient fausse, comme le montre ce qui suit :

Il existe C' € R tel que G :  — C cos(x) | Introduction de C

Donc il existe C' € R tel que
Ccos(0) =1donc C =1

Introduction d’un nouveau C' (qui vaut 1)

Finalement G = cos FAUX! Il n’y a pas de lien entre G et C'

E.3 Les variables qui n’en sont pas

E.3.1 Les variables qu’on pourrait introduire

Quelques objets mathématiques admettent des écritures conventionnelles,
qui permettent d’alléger les notations. Ces écritures formelles utilisent sou-
vent des variables mal introduites, ce qui est licite dans le cadre restreint
ol les conventions ont été fixées. Une fois ces écritures mises au point, on
peut mémoriser des techniques formelles permettant de les transformer, en
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connaissant le sens réel des opérations menées. Tant qu’aucune manipulation
formelle n’est connue, ces écritures sont cantonnées aux hypotheses et aux
conclusions.

Introduction d’une équation

De maniere tres générale, on utilise des lettres pour jouer le role d’incon-
nues dans des équations. Lorsque ces lettres ne sont pas conventionnelles, on
peut utiliser la tournure :

On consideére I'équation 3 ch(z) + yz = 2? d’inconnue (z,y) € R%

On n’a alors introduit aucune variable.

Systéme d’équations cartésiennes

Un objet A du plan ou de I'espace rapporté a un repere est un ensemble
de points, ces points étant caractérisés par des équations que vérifient leurs
coordonnées. Dans les exemples suivants, on se place dans ’espace euclidien
muni d'un repere R.

On écrit pour résumer

Le plan formé des points dont
les coordonnées (z,y,z) dans

R vérifient x +y — z = 0.
Le cercle formé des points dont

les coordonnées (z,y,z) dans
R vérifient 22 +y2+ 2% = 20—y
etz +y=0.

Le plan dont une équation car-
tésienne est z +y — 2z =0

Le cercle dont un systeme
d’équations cartésiennes est
224y? 422 =2r—yetxt+y =0

Si on utilise les écritures usuelles, il est impératif de ne pas introduire
(x,y,z) et de réaliser qu'aucune variable n’a été introduite. Ces écritures
ne sont par ailleurs utilisables que pour introduire un objet, pas pour le
manipuler.

Ecriture d’un systéeme d’équations paramétriques

Un objet A du plan ou de 'espace rapporté a un repere est un ensemble
de points, ces points étant d’une forme particuliere qu'on peut préciser a
I’aide de parametres. Dans les exemples qui suivent, on se place dans le plan
euclidien muni d’un repere orthonormé R.
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On écrit pour résumer

La droite formée des points
La droite dont un systeme dont les coordonnées (x,v)
d’équations paramétriques est dans R sont telles qu’il existe
t € R vérifiant

r=2+t
y—1-2" K T=2+1

y=1-2t
L’ellipse formée des points
L’ellipse dont wun systeme dont les coordonnées (z,y)
d’équations paramétriques est dans R sont telles qu'il existe

t € R vérifiant
{ x =2+ cos(t)

yzl_QSin(t)’teR SL’IQ+COS(t>
y =1—2sin(t)

Dans les écritures usuelles, le couple (x,y) n’est pas introduit et la lettre
t est incorrectement définie puisqu’elle est introduite apres son usage, sans
préciser la quantification. Une telle écriture n’est, la encore, autorisée que
dans les introductions ou les conclusions. Une preuve nécessite 'introduction
correcte des variables, en particulier I'introduction existentielle de ¢, soulignée
dans les exemples qui précedent.

Ensemble de primitives

Pour écrire que I’ensemble des primitives de la fonction cos est I’ensemble
des fonctions f telles qu’il existe C' € R tel que f = sin +C', on note

/cos(z) dxr =sin(z) + C

Dans cette écriture, = et C' ne doivent pas étre définis. Evidemment, ces
lettres ne sont pas non plus utilisables en dehors de la formule. Adapter C'
pour choisir une primitive particuliere de la fonction cos n’a, par exemple,
aucun sens. L’intérét principal de I’écriture conventionnelle précédente est
qu’elle est accompagnée de reégles formelles de manipulations : usage de la
linéarité, intégration par parties, changement de variables. ..

Equation différentielle

Pour écrire qu’on s’intéresse a I’ensemble des fonctions réelles f définies
et deux fois dérivables sur lintervalle |0, 1] et vérifiant pour tout x € R,
zf"(x) = 3f(x) + sin(x), on écrit formellement :
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On considere ’équation différentielle xy” = 3y + sin(x) sur |0, 1[.

Comme pour les primitives, les lettres x et y ne doivent pas étre intro-
duites et n'ont pas de sens mathématique. Le seul intérét est la aussi le
fait que cette écriture est accompagnée de formules de manipulation (hors
programme).

E.3.2 Les variables qu’on ne peut pas introduire

Il existe des écritures utilisant des lettres muettes, qui n’ont aucun sens en
dehors de I’écriture manipulée. On peut d’ailleurs noter que changer la lettre
utilisée ne change pas le sens de la phrase, on peut méme parfois trouver des
écritures n’ayant ucun sens et n’utilisant aucune lettre. Les lettres utilisées
dans ces écritures ne référencent aucun objet et sont les seuls a ne pas étre
introduites, puisqu’elles ne sont pas présentes! Le cas le plus courant concerne
les lettres suivant la locution pour tout. Ainsi la phrase

pour tout z € R, |z| < va?+1

ne définit aucune variable z. On pourrait d’ailleurs la remplacer par t.
Beaucoup d’écritures mathématiques utilisent des lettres muettes. On
peut citer par exemple :
e Les définitions de fonctions comme x — z%+z+1 ou de suites (n?e"),en.
e Les écritures d’ensembles, que ce soit un ensemble dont les éléments
sont caractérisés par une contrainte comme {(z,y) € R? z+2y = 4} ou
dont les éléments sont précisés par leur forme comme {(2—2¢,141¢),t €
R} (Ce sont d’ailleurs les mémes).
o Les écritures de limites de fonctions : il_)ﬁé xsin(z).

e Les écritures de sommes ou de produits indicées par un ensemble fini
100 1 100

comme Y — ou [] cos(k).
=k S X

e Les écritures d’intégrales comme / xe' dx

0
Dans aucun des exemples précédents, on ne définit la moindre variable.

E.4 Quelques regles d’usage

E.4.1 Les points a mémoriser

e Une variable dépend de toutes les variables introduites avant elle
e La quantification universelle en une variable efface cette variable et
toutes celles qui en dépendent
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e [l faut distinguer nombres et fonctions afin d’adapter la rédaction a la
nature des objets manipulés

E.4.2 Dépendance de variables
Présentation

Une variable définie apres une autre en dépend. En pratique, la seule
dépendance a mémoriser est celle des variables introduites par il existe
par rapport a celles introduites par soit qui les précedent. Cette dépendance
implique en particulier que ces variables disparaissent lors de la quantification
universelle ou la redéfinition des variables dont elles dépendent. Il résulte de
cette regle une structure de boites dans lesquelles seules certaines variables
sont utilisables.

Cette regle induit aussi la nécessité de redéfinir une variable existentielle
qu'on veut utiliser juste apres avoir effacé une variable universelle qui la
précede. Pour éviter de multiples et lourdes redéfinitions, il faut prendre
garde a ne pas effacer sans raison. En particulier, si I’énoncé introduit des
parametres par soit, afin de prouver des résultats généraux, il est souvent
prudent de ne pas redéfinir ces parametres. Considérons I’énoncé :

— Préambule : Soit a € C, on considére f : x — 23 + ax + 3 définie sur C.

— On démontre que f s’annule trois fois en des points notés u, v et w.

— On pose s =u+v+w

— On cherche des propriétés sur s quand a € R.

Si dans le dernier point, on redéfinit a par la phrase « Soit a € R », on
efface la définition de f, donc de (u,v,w) donc de s et ce qu’on écrit n’a plus
de sens. Si on veut imposer ne nouvelle contrainte a a, il suffit d’écrire « on
suppose, dans la question traitée, que a € R », sans redéfinir la variable.

Usage des notations indicées

Il arrive qu’on veuille paramétrer un objet a utiliser pour plusieurs valeurs
des parametres. Par exemple, on peut montrer que pour tout réel a, il existe
une unique solution de Iéquation tan(z) = ax, d'inconnue z €7, 37”[ On
veut alors utiliser les solutions associées aux valeurs 3,5,11 et 17. On peut

alors construire la preuve comme suit :

1. Soit a € R
donc il existe un unique b €)%, 2] tel que tan(b) = ab.
2. Finalement, pour tout a € R, il existe un unique b €)%, %[ tel que

tan(b) = ab.
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e En particulier, il existe un unique b €]Z, 3] tel que tan(b) = 3b. 1l

202
existe un unique ¢ €]Z, %[ tel que tan(c) = 5c. Il existe un unique
d €)%, 2] tel que tan(d) = 11d. I existe un unique e €)%, 3| tel que
tan(e) = 17e.

Autrement dit, on construit la preuve du résultat demandé dans I’étape
1, on conclut universellement dans 1’étape 2 puis on réintroduit les nota-
tions utiles dans I'étape 3. Cette derniere est correcte mais lourde. On peut
I’éviter en utilisant une notation indicée dans I’étape 2, faisant explicitement
dépendre la solution de I’équation manipulée du parametre ayant permis de
construire I’équation. On rédigera cette preuve sous la forme :

1. Soit a € R

donc il existe un unique b €], 2] tel que tan(b) = ab.

2. Finalement, pour tout a € R, il existe un unique b, €]%, X[ tel que
tan(b,) = ab,.

On peut alors utiliser bs, b5, by et by7. Du point de vue mathématique,
on n’a pas défini un réel b mais une fonction a — b,. Voila le prix a payer
pour que la variable b définie existentiellement apres la variable universelle a
dans la premiere preuve, survive a la disparition de la variable a!

E.4.3 Nombres et fonctions

Si f est une fonction réelle d’une variable réelle et  un élément de son
domaine de définition, il est impératif de distinguer le nombre f(z) et la
fonction f. Certaines propriétés n’ont de sens que pour les nombres, d’autres
que pour les fonctions. Pour ces derniéres, on peut citer la composition, le
calcul de limites, la dérivation, le calcul de primitives,. ..

Considérons les assertions suivantes :

1. Soit € R. On note que f(z) = e*sin(x). Donc f'(z) = e*(sin(z) +
cos(z)).
2. Pour tout z € R, on note que f(x) = ¢”sin(z). Donc f'(x) = e”(sin(z)+
cos(z)).
3. Pour tout z € R, on note que f(x) = e¢”sin(z). Donc pour tout = € R,
f'(x) = e*(cos(z)+sin(x)) et pour tout z € R, f'(x)— f(x) = €” cos(z).
4. Pour tout € R, on note que f(z) = e"sin(z). Soit alors z € R,
f'(z) = e (cos(z) + sin(x)). Donc f'(z) — f(z) = € cos(x).
La premier exemple est mal rédigé. En effet, le réel x étant fixé, f(z) est
un nombre et I'opération de dérivation n’a aucun sens. Le deuxiéme est aussi
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mal rédigé, puisque x n’est pas défini dans la premiere phrase, donc il ne peut
pas étre utilisé dans la seconde. Le troisieme exemple est correct : la premiere
ligne est une égalité entre fonctions (et on ne définit aucune variable), qu’on
peut dériver (toujours sans définir de variable) puis manipuler. Ceci étant,
manipuler des fonctions a chaque ligne est lourd, car on doit réécrire « pour
tout x € R » a chaque fois, et inutile quand on utilise des opérations ayant
un sens sur les nombres. Le dernier exemple est correct et plus élégant :
une égalité entre fonctions (sans définir de variable), qu’on peut dériver en
définissant auparavant une variable, puis manipuler sans redéfinir de variable.

Pour distinguer sans se tromper les exemples justes des exemples faux,
on commence par écarter ceux ou il existe des variables non définies. Dans
ceux qu’il reste, on remplace les variables fixées soit par un élément précis
de 'ensemble manipulé. On écarte alors les exemples qui n’ont plus de sens.
Les exemples restants sont alors corrects. Dans note cadre, la premiere étape
permet d’exclure 'exemple 2, ou il y a une variable x non définie dans la
deuxieéme assertion. En ce qui concerne les exemples restants, en remplagant
les variables fixées par 0, on élimine ’exemple 1. Le troisiéme exemple n’est
pas modifié, il est donc correct, de méme que le quatrieme.
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