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Chapitre 1

Corps finis

1.1 Rappels de théorie des corps

1.1.1 Caractéristique d’un corps, sous-corps premier

Définition 1.1 Soit £ un corps. L’application :
Z — k
-
n — nlg
définit un morphisme d’anneaux. Son noyau est un idéal de Z. Il s’écrit donc
nZ. Sin =mniny # 0, on a (ni11;)(n2lx) = 0 donc par intégrité, n, € Ker(f)
ou ny € Ker(f). Ainsi, n = 0 ou n est premier.
Sin # 0, f induit une injection de Z/nZ dans k. Son image est le plus
petit sous-corps de k et est appelé sous-corps premier de k.
Si n = 0, on montre que le sous-corps premier de k est Q. En effet, k

contient Im(f) = Z, donc son corps des fractions Q. Comme Q ne contient
pas d’autre corps, on a bien le résultat.

Remarque 1.1 Si k est fini, n > 0.

1.1.2 Extension de corps

Définition 1.2
e Soient K et L deux corps avec K C L. On dit que L est une extension
de K.
e Le degré de l'extension L/K est la dimension de L considéré comme
K-espace vectoriel : [L : K] = dimg L.
e On dit qu'une extension est finie ssi son degré est fini.
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CHAPITRE 1. CORPS FINIS

e Si L/K est une extension et @ € L, le plus petit sous-corps de L

contenant « et K est noté K(«).

— Si « vérifie P(a) = 0 avec P € K[X], alors K(«) est finie et de
degré inférieur ou égal a deg(P) et K(a) = Kla]. On dit que « est
algébrique sur K.

— Sinon, « est dit transcendant sur K et K(«) = Frac(K|a]). L’exten-
sion K («)/K est alors infinie. Une extension de cette forme est dite
monogene.

THEOREME 1.1 (DE L’ELEMENT PRIMITIF) Toute extension finie séparable’
est monogene.

Exemples :
e Toute extension finie de corps de caractéristique nulle est monogene.
e Toute extension finie de corps fini est monogene.

1.1.3 Corps de rupture, corps de décomposition

THEOREME 1.2 Soit K un corps et P € K[X]. Il existe une extension L
de K telle que P ait une racine dans L (corps de rupture). Les extensions
de K minimales ou P a une racine sont isomorphes.

Démonstration. On peut supposer P irréductible, c’est-a-dire K[X]/(P) =
KIX)/(PK[X))
3 La classe de X est une racine de P dans K[X]/(P).
~ Si L/K est une extension et o € L vérifie P(a) = 0, K(«) est une
extension de K ou P a une racine donc si L est minimal, on a L = K(«).
Via I'application :

QX) = Qa)

on a K[X]/(P) ~ K(a) = L. n

5 {K[X] ~ K(a)=1L

THEOREME 1.3 Soit K un corps et P € K[X]. Il existe une extension L de
K telle que P s’écrive comme produit de facteurs de degré 1 dans L[X]. Les
extensions de K minimales pour cette propriété sont isomorphes entre elles.

Définition 1.3 Un tel corps est appelé corps de décomposition pour P.

Démonstration. 11 suffit d’itérer le processus de construction du corps de
rupture. [ |

1. Une extension algébrique L d’un corps K est dite séparable ssi le polynéme minimal
de tout élément de L n’admet que des racines simples.
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1.2. CORPS FINIS

1.2 Corps finis

1.2.1 Propriétés

Proposition 1.1 Soit K un corps fini.
e Sa caractéristique est un nombre premier p.
e Son sous-corps premier est isomorphe a Z/pZ.
e Comme K en est une extension, il a une structure de Z/pZ-espace
vectoriel de dimension finie (car K fini) notée d.
e Ona K ~ (Z/pZ)¢ donc Card(K) = p?.

1.2.2 Structure multiplicative

THEOREME 1.4 Si K est un corps fini, alors (K*, X) est un groupe cyclique.

Démonstration. Si x € K* d’ordre n > 1. Le sous-groupe engendré par x est
un sous-groupe d’ordre n donc les éléments ont un ordre qui divise n.

Un élément de K* dont l'ordre divise n est une racine de X" — 1 et il y
a au plus n éléments de K* dont 'ordre divise n.

On a donc deux possibilités : soit il n’y a pas d’éléments d’ordre n dans
K*, soit, s'il y en a, il y a n éléments dont 'ordre divise n. Ils forment alors
un sous-groupe cyclique de K*, isomorphe a Z/nZ. Il y a donc ¢(n) éléments
d’ordre n.

Notons ¢ = Card(K).
q— 1= Card(K")
= Y Card{z € K",z est d’ordre n}

nlg—1
< D w(n)
nlg—1
On a aussi :
q—1=Card(Z/(q—1)Z)
= Y Card{z € Z/(q — 1)Z,x est d’ordre n}

nlg—1

= > »(n)
nlg—1
La premiére inégalité est donc une égalité et pour tout n | ¢—1, il y a au
moins un élément d’ordre n. Donc il existe un élément d’ordre ¢ — 1 et K*
est cyclique.
|
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CHAPITRE 1. CORPS FINIS

Remarque 1.2 On a montré que X7 —1= [ (X — z).
zeK*

1.2.3 Morphisme de Frobenius - Sous-corps d’un corps
fini

THEOREME 1.5 L’application ¢, : x — P est un automorphisme de corps.
(a? + 0P = (a + b)? car p divise les ceefficients binomiaux différents de 1).

Soit K’ un sous-corps de K. K’ contient le sous-corps premier de K donc
on a des extensions.

THEOREME 1.6 On a [K : Z/pZ] = K : K'| x [K': Z/pZ)].

Démonstration. Si K est de cardinal p? et si d’ | d, montrons que K’ est un
sous-corps de K de cardinal p?.

Posons F = {z € K, o = 0}. E est le noyau de 'application
7./ pZ-linéaire ¢p,v — Id donc E est stable par + et -. De plus, ¢, (xy) =
@ (2)p,0 (y) = xy donc E est stable par x. C’est donc un sous-corps de K
qui convient.

En effet, X7 — X | X7 — X = [[ (X — =) donc X7 — X est scindé sur

zeK

K donc Card(E) = p?. ]

Remarque 1.3 Les éléments de K' sont les racines de X _X. I y a donc
au plus un sous-corps de cardinal p* .

THEOREME 1.7 Pour tout ¢ = p?, il existe un unique corps fini de cardinal
q noté F,.

Démonstration.

3 ¢ s’écrit p?.
P =X1— X € Z/pZ[X] est sans facteur carré car P’ = —1.
Notons K le corps de décomposition de P sur Z/pZ.
K est un corps fini (extension finie de Z/pZ) et Card(K) > q car K
contient les ¢ racines distinctes de P.
Posons K’ = {z € K,z? = z}. K’ est un sous-corps de K a g éléments.

I Si k est un corps fini de cardinal ¢ = p?, on a k* cyclique donc pour tout
x € k*, 271 =1 donc 29 = x et 09 = 0 donc X? — X est scindé dans
k. Par unicité du corps de décomposition, k et K’ sont isomorphes. m

Remarque 1./ K’ est un sous-corps contenant K et les q racines de P. Donc
c’est un corps de décomposition de P qui est de plus minimal donc K = K’.
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1.3. CARRES DE Fy

Remarque 1.5 L’isomorphisme n’est pas unique (sa composée avec le Frobé-
nius en est aussi un).

1.2.4 Le polynéme P = X9 — X € F [X]

THEOREME 1.8 Soient a, b, q trois entiers. v est le reste dans la division de
a par b ssi ¢" — 1 est le reste dans la division de ¢* — 1 par ¢® — 1.

Démonstration. 11 suffit d’écrire les nombres en base q. ]

Proposition 1.2
e P est a racines simples.
e Soit @ € F,[X]irréductible. @ | P ssi  deg(Q) | net K =F,[X]/(Q)
est un corps a ¢48(@) éléments.

Démonstration.

e P’ = —1 donc P est a racines simples.

e Sideg(Q) | n, 27" =z donc 29" = (((29%(Q))7des(Q)))ades(@) — 7.
Donc 27" =z sur K et Q | X9" — X.

e SiQ| X7 — X, K est un corps a ¢28(@ ¢léments.
OnaQ(X)=0et X" = X. Donc ¢r(X) = X avec ¢, le Frobénius.
¢4 est linéaire et X engendre K en tant que Fj-algebre.
Donc, pour tout z € K, 29" = . En particulier, si z est un générateur

de K*, q48(@ — 1| ¢" — 1 donc deg(Q) | n. |
On a donc :
X" - X = 1T P
PEF,[X] unitaire irréductible
deg(P)|n

1.3 Carrés de I,

1.3.1 Dénombrement

7 est isomorphe a Z/(q — 1)Z donc x est un carré de F; ssi z est un
multiple de 2 dans Z/(q — 1)Z.
e Si g est pair, tout élément de F, est un carré. En effet, ¢ — 1 est impair
donc premier avec 2 donc 2 est inversible.
g+1

e Si ¢ est impair, il y a %~ carrés dans F,. En effet, dans Im(z — 7?)

chaque élément non nul a deux antécédents.
Donc g = 1 + 2(Card(Im(x — 2?%)) — 1).
o Siz e, 2% vaut 0si z = 0, 1 si x est un carré non nul et —1 sinon.
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CHAPITRE 1. CORPS FINIS

1.3.2 Symbole de LEGENDRE

On se place maintenant dans [F, avec p premier.

Définition 1.4 On définit le symbole de Legendre de n et p (premier) et

on note (%) I'entier 0 si p | n, 1 si n est un carré modulo p avec p{ n et —1
sinon (ie si m n’est pas un carré modulo p).

Remarque 1.6 B
. (;1) =27 mod p sip#2.

p
. {IF; —  {1,-1}

e L’application :
noo— (3

est un morphisme de groupes.
e Pour déterminer les carrés, il suffit de savoir calculer (’71), (%) et (%)
avec q et p premiers et impairs.

On suppose désormais p et ¢ premiers impairs.

1.3.3 Calcul de (71)

—1

On a, d’aprés le paragraphe précédent, (’71) = (—=1)*z mod p donc (’71)
vaut donc la classe de p dans Z/47.

Définition 1.5 Soit 0 € G,,. On définit la signature de o et on note (o)
la quantité :

(—1)Card{1<i<isno()>0(7))
= (—1)Cardbwpra)=L(gi 5 est un cycle)

=1lsio=m0---07y,et —1 sinon

THEOREME 1.9 Sipfn, (%) = ¢(oy,) avec :

* *
o FP - IFP
n -
a — nx

Démonstration. On montre que si g est un générateur de F,, alors (ﬁ) =

e(ay)-

o, est circulaire donc £(0,) = (—1)»7'7! = —1. De plus g n’est pas un
carré sinon tous les éléments de [} en seraient, ce qui contredirait p impair.
Donc (%) =—1. ]
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1.3. CARRES DE Fy

1.3.4 Calcul de (%)

On compte les inversions causées par os.
Onla, pour tout i, 20 = (20 mod p) si i < B et 2i = (2i —p mod p) si
P> =
2

Pour avoir une inversion, il faut (et il suffit) d’avoir i < p%l, Jj > p—;l et
2i > 2j —p (ie j <i+27)
p—1

2 2
- . . pT—1
inversions donc (%) =(-1)"=.

<, _P
OnadonCZj: 3

J=0

1.3.5 Loi de réciprocité quadratique

Définition 1.6 On pose p,(E) = {z € E, 2P = 1}.

Définition 1.7 Soit K un corps et P € K[X] de degré d. On note K une
cloture algébrique de K et (64,...,04) les racines de P dans K.
Le discriminant de P, noté disc(P) est défini par

disc(P) = (H IT (6 - 9]‘))

i=1j=i+1

THEOREME 1.10 disc(P) € K.

Démonstration. disc(P) est symétrique en les #; donc c’est un polyndéme en
les polynomes symétriques élémentaires en les #;, qui sont, au signe pres les
ceefficients de P.

Comme P € K[X], disc(P) € K. u

THEOREME 1.11 Soient (6y,...,0,) les racines de X? —1 dans F,. On pose

52111:[1 ﬁ (6; —6;). On a :

i—1j=i41
6q:5><5(f: {NP(F_C’) — MP(F_C’))

T — xf
Démonstration.
d-1 d 9 41 d d-1 d
i=1j=i+1 i=1j=i+1 i=1j=i+1
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CHAPITRE 1. CORPS FINIS

THEOREME 1.12 e(z — 27) = 1 ssi disc(X? — 1) est un carré de F,,.

Démonstration.
= ¢z — 27) = 1 donc 67 = § (théoreme 1.11). Donc § est racine de
X7 — X dans F, donc § € F, et disc(P) = &%
< Par contraposée, si e(z — 29) = —1, 89 = —¢ donc 6 ¢ F,. (6 # 0 car
P est a racines simples)
Les racines, dans F,, de disc(P) étant +4, disc(P) n’est pas un carré
de F,. |

Proposition 1.3 Soit K un corps et P € K[X] unitaire de degré d. Notons
(01, ...,0,) ses racines dans K.

disc(P) = (—1)@1%13’(0@-)

i=1
d
Démonstration. On a P' =Y J[(X —0;).
=1
y d
i =1 =1
d d(d—1
Done [[P/(6;) = disc(P) x (—1)**2H-+6d=1 = (_1)“F dise(P). -

i=1

p—1

THEOREME 1.13 disc(X? — 1) = (—1)z p?

Démonstration.

disc(X? — 1) = (—l)p(p’;l) I »pt"" (Propriété 1.3)
0cK,P(0)=0
p—1

=(-D=p"| I ¢ (p impair)

€K, P(8)=0
= (=)= p?(=1)?®D  (Relations ccefficients/racines)
= (—1)%1]9’3 (car p(p—1) =0 mod 2)

THEOREME 1.14 (LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE) Soient p et q deux
entiers impairs premiers distincts. On a :

-
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1.4. SYMBOLE DE JACOBI

Démonstration. On a :
Fr — F
T = qr
Comme p,(F,) est cyclique, via un isomorphisme, on a :
q) _ el f: NP(F_q) — Mp(F_q)
T = af

D’apres le théoreme 1.12, (;%) = (%).
D’apres le théoreme 1.13,

O-(=) - G) 6y - )

car p impair).
(car p impair)

. (p=1)(g=1)
Or, (%) € {1,—1} donc (g) = é donc on a bien (g) (%) =(=1)" 1
1.4 Symbole de Jacobi
1.4.1 Définition
Définition 1.8 Soit m = sz € 27 + 1, avec p; premiers.
i=1
Le symbole de Jacobi de n et m, noté (%) vaut H ﬁ) .
i=1 \Pi
Legendre
Prop(Esitl(oal 1.4(1 )
RERE
Démonstration.
e Clair par définition
e On veut montrer que m; + m/;l = m”;/’l mod 2.
En testant les cas, on obtient *— Ly —_1 =0 mod?2simm =1
mod 4 et 1 si mm’ = —1 mod 4, ce qu1 correspond bien a %/*1

mod 2.
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CHAPITRE 1. CORPS FINIS

e La propriété similaire concernant le symbole de Legendre assure le ré-
sultat d’apres le point précédent. [ ]

m2—1
Proposition 1.5 (%) =(—-1)"=s .

Démonstration. Le résultat avec le symbole de Legendre assure le résultat si
m2—
on montre la multiplicativité de (—1)"%

Or m;_l + ml28_1 =0 mod2si mm = £1 mod8 et 1si mm = £3

mod 8, ce qui correspond a la classe de % dans Z/27. [ ]
Proposition 1.6 Sim et n impairs, (%) (%) =(— )W
Démonstration. On montre de méme la multiplicativité de (—1) N Or,
modulo 2, on a :
(m—1)(n—1) N (m'—1)(n—1) _ m—1+m’—1 n—1
4 4 - 2 2 2
mm' —1 n-—1
= X n
2 2

1.4.2 Calcul effectif du symbole de Jacobi

On utilise un algorithme d’Euclide modifié pour ne garder que des impairs.
Pour calculer (%) :

Si n pair, on chasse les facteurs 2 (on calcule (%))

On est ramené a n impair. Sin = =1 mod m, on sait calculer le symbole.

e Sim|n, (ﬁ) =0

e Si |n| > m, on remplace n par le reste de la division euclidienne de n
par m.

e On se ramene alors a (%) a 'aide de la propriété précédente.

Exemple 1.1 (&) = (%) (4—5) Or 143 = —1 mod 9 donc (l) =1.

143 3) \143 143

Donc (%) = (1‘%) = (%) car 45 =1 mod 4 donc (4&21)(142=1) est pair.
Or (%‘53) = (%) car 143 = 3 x 45 + 8.

De plus, (%) = (%5)3 = (42—5) = —1 car 45 = —3 mod 8.

Donc (%) =-1
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1.4. SYMBOLE DE JACOBI

1.4.3 Test de primalité

Etant donné un entier N > 1, on veut savoir si N est premier.

e Algorithme élémentaire : on essaie de diviser N par 2,3,..., E(y/n).
(totalement inefficace)

e Utilisation du petit théoreme de Fermat : Si N est premier et a A N =
1 alors ¢! = 1 mod N. On a alors une condition nécessaire non
suffisante (nombres de Carmichael).

e Test de NON primalité (SOLOWAY-STRASSEN) Il repose sur le fait que

. . . N—-1
si N est premier et a premier avec N, a 2 = (%) mod N.
On prend N impair.
Algorithme : On choisit au hasard a € [0, N — 1].
SiaA N # 1 alors N n’est pas premier,
Sinon, on calcule a7 mod N et le symbole de Jacobi (%)

Sia'z * (%) mod N alors N n’est pas premier.

Sinon, on ne peut rien dire.

THEOREME 1.15 Si N n’est pas premier, alors au plus la moitié des
entiers entre [0, N — 1] ne détectent pas ce fait.

Démonstration. On sait que {a € (Z/NZ)*,a 7 = (i) mod N} est

N
un sous-groupe de Z/NZ*.

I1 suffit donc de montrer que si N n’est pas premier, alors ce sous-groupe

n'est pas (Z/NZ)* tout entier.

e Si N est sans-facteur carré, soit p premier divisant N et a tel que
a=1 mod ¥ et (%):—1.

Alors, d’apres le théoreme chinois, (%) = (%) (&) =(-1) (&) = —1.

On a de plus a*7 =1 mod %.

Donc ™5 = (%) mod N = a'5 = (%) mod% = 1= -1
mod%é%\QéN\Qp.
On a donc une contradiction.
e Si N a un facteur carré, on a p? | N. Posons a = 1 + %.
n N i
P — Nyp — Py (L) .
Onaa’=(1+ p) —2(@) <p> ;
Comme p est premier, p divise les coefficients binémiaux (sauf 1) donc
=IN
‘ N N
N|<p> (ﬂ)l pour tout 4. De plus, (¥)? = — —(&)p—2
/3 p p P p p
~~
=kp

Donc N | (%)p.
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CHAPITRE 1. CORPS FINIS

On a alors a?» =1 mod N. Or p est premier et a 21 mod N donc
a est d’ordre p dans Z/NZ*.

p | N doncpt N—1donc ¥ # 1 mod N donc 0’ %z +1
mod N

Donc a" 5 e (%) mod N. ]

e Test de POCKLINGTON-LEHMER

THEOREME 1.16 Soit N > 2 un entier. On suppose que la factorisa-
tion de N — 1 est connue.

N est premier ssi pour tout p premier divisant N — 1, il existe a, tel
N-—1

que ay ' =1 mod N eta,” AN =1.

Démonstration.
e Si N est premier, soit @ un générateur de Z/NZ*. a est d’'ordre N — 1

donc a¥1=1 mod N et a' v Z1 mocharO<%<N—1.
e Réciproquement, si ¢ est un diviseur premier de N et p un diviseur
N—-1

premier de N —1,onaa” ' =1 modgeta s #1 modq.

Soit e l'ordre de a dans Z/qZ*. e | N — 1 mais e { *1.

Posons N —1 = pr” et e = le’

i=1 i=1
On a, pour tout 7, #; < o; mais il existe i tel que p;, = p et §;, <
a;, — 1 est faux donc «a;, = ;.
On a alors v,(e) = v,(N — 1).
Comme e est 'ordre de a dans Z/qZ*, e | ¢ — 1 donc v,(q — 1) >
vy(e) = vp(N — 1),
En quantifiant en p, on obtient N — 1| ¢—1. Or ¢ — 1 > 0 donc
gq—1>2N—1.0r¢q| N donc N = q et g est premier. ]

1.5 Factorisation dans F,[X]

1.5.1 Algorithme de Berlekanp

On a ¢ = p? avec p premier. Q € F,[X] peut étre supposé sans facteur
carrés (en faisant des PGCD avec @)',. . .).

m—1

THEOREME 1.17 Soit Q = [[ Qi avec Q; irréductible. Soit R € Fy[X].

=0
R'=R mod @ ssi Vie[0,m—1],3s; € F,,R=s; mod Q;

Démonstration.
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1.5. FACTORISATION DANS F[X]

< Pour tout i, R — R=s! —s; mod Q;. Or s; € F, donc s! = s; donc

R?7=R mod Q;.
Les @Q; étant premiers entre eux (pas de facteurs carrés), R? = R
mod Q).

= Posons K; = F,[X]/(Q;).
Les K; sont des corps et des extensions finies de F,. La classe de R
dans K; est une racine de Y? —Y € K,[Y].
Ces racines sont les éléments de F, donc il existe s; € [, tel que R = s;
dans K; ie R =s; mod Q). [

Remarque 1.7
o {R € F,J[X]/(Q),R" = R mod Q} est un sous-espace vectoriel de
F,[X]/(Q) qui est un Fg-espace vectoriel. Plus précisément, c’est le
noyau de Uapplication F, linéaire :

£ {qum@ - F[X)/(@
R =~ RI—R

En particulier, on peut calculer une base de ce noyau (par exemple avec
un pivot de Gauss).

e Ce noyau est isomorphe (en tant que Fy-espace vectoriel) a Fy*, donce
ce noyau est de dimension m.

e Le cas ou tous les s; sont égaux correspond au cas ou R est constant
modulo Q) ie a la droite vectorielle de F,[X]/(Q) engendrée par 1.

Algorithme :
e Kcrire la matrice de :

‘. {Fq[x1/<@> - F[X)/(Q)
R = RI—-R

dans (1, X, ..., Xde@-1)
e Calculer une base (A; = 1,A,,...,A,,) de son noyau par pivot de
Gauss.
Sim =1, alors () est irréductible. Sinon,
Choisir j € [2,m]
Calculer (4; — s) A @Q pour tout s € F.
D’apres le théoreme, I'un de ces PGCD donne un facteur non
trivial de Q. (A; € Ker(f) donc pour s = s;, Q; | (4; —s) A Q)
On peut alors recommencer avec les deux parties issues de Q).
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CHAPITRE 1. CORPS FINIS
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Chapitre 2

Réseaux

2.1 Définition et théoréeme de MINKOWSKI

Définition 2.1 Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n muni

d’une base (e;---,e,). Un réseau de E est un sous-Z-module de la forme
Zeiy + - -+ Ze,,.
y oo
e
» /////* <
, X1 &
/.7 a2l
LT
<7 /-
« /. .

FIGURE 2.1 — Réseau de R?

THEOREME 2.1 Un sous-Z-module qui engendre E comme R-espace vecto-
riel est un réseau ssi il est discret.

Démonstration.
= Si A est un réseau de E, avec A = Zey + -+ - + Ze,, ou (ey,...,e,) est
une base de E.



CHAPITRE 2. RESEAUX

R™ - F
@ =
(1, ., xp) = inei

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques (c’est un homéo-
morphisme linéaire).
Z™ est discret dans R™ donc A = ¢(Z") est discret dans E.

< Par récurrence sur n.
On suppose A discret. On prend (gi, . .., g,) une famille libre maximale
incluse dans A.
On note Fy = Vect {g1,...,9,-1} et Ag = AN Ej.
Ag est un sous-Z-module discret de Ey (qui est de dimension inférieure
an) et Ay engendre FEy.
Par hypothese de récurrence, Ay est un réseau de Ejy. Donc il existe
(e1,...,6,_1) base de Ey tel que Ag = Zey + - -+ + Ze,_;.
(e1,...,€._1,g,) est libre et maximale car (g1, ...,g,) 'était.
On considere

D= {)\161 + e+ A6+ )\rgra ()\1, cee )\Tfl) < [0, 1[, Ay E]O, 1]}

On pose T'= D N A. D est borné dans F qui est de dimension finie
donc il est compact.

T est donc inclus dans un compact discret donc il est fini. On prend
e € T avec A\, minimal.

Z)\ e;. (e1,...,e.) est donc libre maximale.

Six E A comme A engendre F, toute famille libre maximale formée

d’éléments de A est une base de E, (eq,...,€e,_1,¢,) est une base de E.
r—1

Donc z = Z,ulel + (€.

Le soustractlon d'un élément de Ze; + --- + Ze, a x, noté y, vérifie

Hr € [07 )‘r[u pUIS iy -ee s fr—1 € [07 1[

y € A donc si p, # 0, alors y € T donc on a une contradiction avec la
minimalité de A,.

Donc p, = 0 donc y € EgNA = Ag. Or (eq,...,e._1) est une base de
Ao donc (p, ..., py—1) € Z donc ils sont nuls et y = 0.

Donc x € Zey + --- + Ze,. Donc A C Zey + -+ + Ze, donc A =
Zey + - - -+ Ze,.

Par récurrence on a le résultat. [ ]

Remarque 2.1 Si A est un réseau de E, il n’y a pas unicité de la base
(e1,...,€,) telle que A = Zey + - - - + Ze,. La matrice de passage entre deux
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2.1. DEFINITION ET THEOREME DE MINKOWSKI

telles bases est une matrice a cefficients entiers, inversible et son inverse est
a cefficients entiers. En particulier, le déterminant d’une telle matrice vaut
+1.

Définition 2.2 La dimension d’un réseau est la dimension de I’espace vec-
toriel qu’il engendre.

Un domaine fondamental de A est une partie D de E telle que (D +x)zen
soit une partition de FE.

Le volume de A est le volume du domaine fondamental

_ {zlm O, ) € [0, 1["}

Clest | dety .r2(e1, ..., en)l.

THEOREME 2.2 Soit A un réseau de R™ de domaine fondamental D.
Soit m : R" - R"/A et & = 7|p.
Soit X une partie mesurable bornée de R™ et X\ la mesure de Lebesque.
Si M@ H(7w(X))) # MX), 7|x nlest pas injective.

Démonstration. On suppose que 7|x est injective.

On pose U ={ve A, (D+v)NX # @}. X est borné donc U est fini.

De plus, X = UU(D +v) N X car D est un domaine fondamental.

S

Onadeplus (D+v)NX =(DN(X —v))+o.

Montrons que les D N (X —v), v € U sont deux a deux disjoints. Si
r€DN(X —w) N(X —uy).

r+vy€ X et x+v; € X done w(z+vg) =7(x+ v) = m(x).

Par injectivité, x + vg = = + v; donc vy = v; donc D N (X — vg) =
DN (X - ’Ul).

On a donc A(X) = Y AN(D+v)NX)=> AMDN(X —v)).
De p]us, velU vel
AP H(m(X)) = A <<I>1 <7r <UU(D +v)N X)))
= A <<I>1 (UUﬂ'((D +v)N X)))
= M@ (D +)0 X))
Orm(D+v)NnX)=n(DN(X —v)) =2(DN (X —0)).
Donc &~ (7 ((D —|—v) NX))=DnN(X —v).
Donc A\(®~* =Y AMDnN (X —v) =AX). ]
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CHAPITRE 2. RESEAUX

THEOREME 2.3 MINKOWSKI Soit A un réseau de R", D le domaine fonda-
mental usuel.
Soit X un convere symétrique borné non vide de R".

SiANX) > 2"A\(D) alors (X NA)\ {0} # @.

Démonstration. On applique le lemme précédent a 2A, 2D et X.

M@ (7(X))) < A2D) = 2"\(D) < A(X)

Donc 7|x n’est pas injective donc il existe xg,z; € X tel que m(xg) =
m(x1) et xg # x1.

m(xg) = m(z1) donc zg — 21 € 2A donc *05* € A,

Or 5% € X. (X convexe et symétrique).

De plus, 5% # 0 car xg # 1.

Donc #5# convient. |

2.2 Applications

2.2.1 Théoréme des deux carrés

THEOREME 2.4 Soit p premier. p est somme de deuzr carrés ssi p Z 3
mod 4.

Démonstration.

= Si p = 2% + y?. Les carrés dans Z/4Z sont 0 et 1 donc 22 =0 mod 4
ouz? =1 mod 4 et de méme pour 3.
Donc 22 + 3> =0,1,2 mod 4 # 3 mod 4.

< Sip#3 mod 4.
Sip=2,p=12+12Sip#2 p=1 mod 4.
Comme p =1 mod 4, on a ’71) = 1 donc il existe a € Z, a® = —1
mod p.
On pose A = {(z,y) € Z*,y = ax mod p}.
(1,c), (0,1) est une base de Z* donc (z,y) € A ssi il existe a € Z,
y=ap+ax ssi (z,y) € Z(1,a) + pZ(0, 1).
Les diviseurs élémentaires sont donc 1 et p.

Le volume de A est

On applique le théoréeme de Minkowski avec X = B(0,r) : si mr? > 4p,
X N A contient un élément non nul.

Si (z,y) € X N A est non nul, y = az mod p et 2% + y? < r?

Donc 3% = —2? mod p donc 2?2 + 2> =0 mod p.
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2.2. APPLICATIONS

Si r?2 < 2p, p = 2% 4+ y%. On cherche donc r tel que mr? > 4p et r? < 2p,
ce qui est possible car 2 < 7. [ ]

2.2.2 Théoréme des quatre carrés

THEOREME 2.5 Tout entier naturel est somme de quatre carrés.

Démonstration.

e Onal0=024+024+0240%1=02+02+02+1%2et 2 =024+02 412412

e Sia et b sont somme de 4 carrés, a = 2% + 23 + 25+ 23 et b = y2 +yi +
Y5+ U3
a est le carré du module du quaternion xg + ixy + jro + kxs. b est celui
de yo + iyy + jy2 + kys.
Le produit de ces quaternions est zg+ 121 + j22 + k23 qui a pour module
au carré ab (en effet |xy| = |z||y| pour tout z,y € H).
I1 suffit donc de montrer le résultat pour les nombres premiers impairs
(fait pour 2).

e Soit p premier impair.
Lemme 2.5.1
Il existe (a, B) tel que o + 2 +1=0 mod p.

Démonstration. Iy a B carrés dans F,. Donc a®+1 prend p—;l valeurs

2
dans IF, et —3? aussi.

Or p—;rl —i—z%l =p+1 > pdonc il existe a, B tel que o? +1 = —p?
mod p. [ ]

On considére le réseau A = {(z,y,2,t) € Z*,2 = ax+Py mod pet t =
ay — fx mod p}.

Le volume de A est p? car ((1,0,a,—f),(0,1,3,a), pes, pes) est une
base et le déterminant associé vaut p?.

On utilise le théoreme de Minkowski avec pour convexe la boule de

, 2
rayon r centrée en 0. Le volume de vette boule est %T4.

Si Tt > 242 alors il existe (z,y, 2, t) € A\ {0} avec 2% 44>+ 2% +* <
r2.

Si(z,y,2,t) €A, B+ 9>+ 22 +12 = 22 + 9%+ (ax + By)? + (ay — Bx)? =
22(1 4+ a? + B?) + y*(1 +a* + %) =0 mod p.

Comme 72 > 8, 32 < 4 donc il existe r tel que ?’fr—é’g < rt < 4p?

Pour ce r, on a %27’4 > 16p? et 12 < 2p.

Donc Minkowski s’applique et 0 < 2% + 92 + 22 + 12 < r?2 < 2p et
p | (2® +y? + 22 +12) donc 22 + y? + 22 + 2 = p. [ |
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CHAPITRE 2. RESEAUX
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Chapitre 3

Anneaux des entiers d’un corps
de nombres

3.1 Rappels

Définition 3.1 Un corps de nombres est une extension de Q (ie un Q(«)
avec « algébrique).

Définition 3.2 Si A est un anneau integre, sip € A, et p ¢ A* U {0}, on
dit que p est premier ssi p | ab=p|aoup|b.

Proposition 3.1 p premier ssi (p) est premier ssi A/(p) est integre.

Définition 3.3 p est irréductible ssip =ab=a € A* ou b e A*.

Proposition 3.2 Si p premier, p irréductible.

Démonstration. Si p est premier et p = ab, p | ab donc p | a ou p | b.
Sip| a, a= padonc p = ab = pab donc ab = 1 (A integre) donc
be A*. [ ]

Définition 3.4 Si A est un anneau integre, on dit que A est factoriel ssi tout
élément de A\ {0} s’écrit up; - - - p, avec u € A, (p1,...,p,) irréductibles et
cette décomposition est unique a permutation des p; est multiplication par
v € A* pres.

Définition 3.5 Un anneau A est dit nocethérien ssi tout idéal de A est
engendré par un nombre fini d’éléments (de type fini) ssi toute suite croissante
d’idéaux stationne.

Remarque 3.1 Si A est intégre neethérien, 'existence de la décomposition est
vérifiée.

Exemple 3.1

21



CHAPITRE 3. ANNEAUX DES ENTIERS D’UN CORPS DE NOMBRES

e 7 est factoriel.
e Z[iv/5] n'est pas factoriel : 6 = 2 x 3 = (1 —iv/5)(1 +iV/5) et 2, 3,
1+ 45 et 1 — iv/5 sont irréductibles.

Remarque 3.2 La condition d’unicité est équivalente a (p premier ssi p irré-
ductible) et a (a | bc et (d|a et d|b = d inversible) = a | c).

Définition 3.6 Si A est un anneau integre, et si tout idéal de A est principal
(ie monogene), on dit que A est principal.

Proposition 3.3 Les anneaux principaux sont factoriels (et clairement noe-
thériens).

Définition 3.7 Si A est integre, et s'il existe une application v ! : A\ {0} —
N tel que pour tout a,b € A\ {0}, il existe ¢, € A tel que a = bqg + r avec
v(r) < v(b), A est dit euclidien.

Proposition 3.4 Les anneaux euclidiens sont principaux donc factoriels.

Définition 3.8 Si L/K est une extension de corps et si z € L, on dit que
x est algébrique sur K si x est racine d’un polynoéme a ceefficients dans K.

3.2 Entiers algébriques

Définition 3.9 Un nombre algébrique est un élément d'un sur-corps de Q
qui est algébrique sur Q.

Définition 3.10 Un corps de nombres est une extension finie de Q.

Remarque 3.3 D’aprés le théoréme de l’élément primitif, tout les corps de
nombres sont de la forme Q[O] pour un 0 algébrique.

Proposition 3.5 Si K est un corps de nombres avec K = QI[f] et n =
[K : Q] alors n est le degré du polynéme minimal de 6 sur Q et il y a n
morphismes de corps distincts de K — C ou dans une cloture algébrique de
K. Ces morphismes sont les :

QY — C
VIV
PO) — P(6)
avec 61, ...,0, sont mes racines de py sur Q.

Exemple 3.2 Q[v/2] est un corps de nombres de degré 2 et les morphismes
sont :

£ Qv2] — C b Qw2 — C
a0V = a+byV2 2 Na+0v2 = a—bV2

1. appellée stathme
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3.2. ENTIERS ALGEBRIQUES

Définition 3.11 Si L/K est une extension de K, et si (aq,...,q,) une
base de L comme K espace vectoriel, on appelle discriminant de la base
(a1, .., ay) le nombre det(M)? out M est la matrice (0;(a;));; ou les oy sont
les morphismes de corps K-linéaires de L dans K.

Remarque 3.4 Si L = K|[0] alors (1,0,...,0"") est une base de L comme K
espace vectoriel et le discriminant de cette base est disc(ug). C’est un élément

de K car c’est un polynome symétrique en les o;(0), donc un polynome en
les ceefficients de K donc dans K.

Définition 3.12 Soit # un nombre algébrique. On dit que 6 est un entier
algébrique si 0 est racine d'un polyndéme unitaire a ceefficients entiers.

Exemple 3.3
e Tout élément de Z est un entier algébrique.
e Vk avec k € N est un entier algébrique.

o % est un entier algébrique.
1 n—lai n—1 )
° % n’est pas algébrique : si on + ZE =0,1+ ZCLZQ”’Z = 0 et le terme
i=0 i=0

de gauche est impair.

Lemme 3.0.2
Soit # un nombre algébrique. 6 est algébrique ssi Z[f] est un Z-module de
type fini.

Remarque 3.5 Si 6 était transcendant sur Q, Z[0] ne serait pas de type fini.

Démonstration.

= Si 0 est algébrique, il existe P € Z[X| unitaire annulateur de 6.
Si x € Z[A)], il existe @ € Z[X] tel que x = Q(#). Notons R le reste
dans la division euclidienne? de Q par P.
r = Q(0) = R(0) et deg(R) < deg(P) donc x est une combinaison
linéaire & ccefficients entiers de (1,6, ..., A1),
Donc le Z-module Z[6] est engendré par (1,6, ...,60%s)1)

< On suppose que Z[0] = Zey + - - - + Ze,.

fe; € Z[0] donc il existe des (b;;) € Z tels que fe; = Y _b; je;.
j=1

Notons M = (b; ;)i ;- (e1,...,e.) € Ker(M — 01I,) \ {0} donc det(M —
0I,) = 0.

Le polynéme D = det(XI, — M) appartient a Z[X], son ceefficient
dominant vaut 1 et D(6) = 0.

Donc 6 est algébrique. [ ]

2. bien dans Z[X] : cf apres
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CHAPITRE 3. ANNEAUX DES ENTIERS D’UN CORPS DE NOMBRES

Lemme 3.0.3
Pour tout (P,Q) € Z[X]? il existe R € Z[X] tel que @ = R mod P et
deg(R) < deg(P).

Démonstration. Par récurrence sur deg(Q)). Supposons la propriété vraie au
rang n — 1.
Si deg(Q) < deg(P), c’est évident.

n r—1
Sinon, soit @ € Z[X] de degré n. Q; = ZaiX" et P = ZbiXi + X7

i=0 i=0

n—1 ) r—1

Q= ZaiXZ +a,X""P — ZanbiXm_"Jrz
i=0 i=0
n—1 ] r—1 )
= ZaiXZ — ZanbiXm_"“ mod P
i=0 i=0

Par hypothese de récurrence, il existe R € Z[X] tel que deg(R) < r et :

n—1 r—1
R=) ;X" => a,b; X" """ =Q mod P
i=0 i=0
Le principe de récurence assure le résultat. [ ]

THEOREME 3.1 L’ensemble des entiers algébriques est un anneau.

Démonstration. On va montrer que c’est un sous anneau de C.

Soient 61,0y deux entiers algébriques. Z[0;] et Z[fs] sont des Z modules
de type fini engendrées par (eq,...,e,.) et (fi,..., fs) respectivement.

Z[01,05] est de type fini car engendré par (e; f;).

Z]61 + 05] et Z[H105] sont des sous-modules de Z[#;, 05] qui est un module
de type fini donc c’est un quotient d’un Z-module libre A de type fini. Notons
7 la surjection canonique.

7 1(Z]01 +05]) est un module libre de type fini donc Z[6; + 05] est de type
fini. De méme, Z[#,05] est de type fini.

Donc 0, + 05 et 6105 sont des entiers algébriques. [

Proposition 3.6 Les racines d'un polynéme a ccefficients entiers algé-
briques sont des entiers algébriques.

n—1
Démonstration. Soit P = X"+ Y ;X" € Z[X]. Soit 6 une racine de P.
=0
Zlag, ..., an_1,0] = Zlag, . ..,a,_1][0] est de type fini sur Zlag, ..., a, 1]

(par division euclidienne par P).
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3.2. ENTIERS ALGEBRIQUES

De plus, Z[ag, . ..,a,_1] est de type fini sur Z car Zlag|, ..., Z[a,_1] en
sont.

Donc Zag, . . ., a,_1, 0] est de type fini sur Z.

Z[6] est un sous module de type fini de Zlay, ..., a,_1, 0] donc de Z.

Donc 6 est un entier algébrique. [ ]

Proposition 3.7 Les entiers algébriques de Q sont les entiers relatifs.

Démonstration. On a déja vu une inclusion.
Soit'r’eR.r:% avec t Ay = 1.
Soit P = X ZaZX € Z[X] tel que P(%) = 0.

1=0
n—1

OnaO—x—nJr a,x—i.
i=0
n—1
Donc 0 = 2" +Zaxy "=2" mod y.
Donc y | 2" orx/\y—ldoncy|1donC—EZ [ |

Définition 3.13 Si K est un corps de nombres, 'anneau des entiers de K,
noté Ok est I'ensemble {x € K, x entier algébrique}. C’est un sous-anneau
de K.

Remarque 3.6 Og =7

Proposition 3.8 Tout nombre algébrique est quotient d'un entier algé-
brique par un entier naturel non nul.

Démonstration. Si 0 est algébrique, il existe P = ZaiXi € Z[X] tel que

i=0
P(9)=0.

a,f est racine de @ = X" + a, 1 X" ' + a,a, 2 X" 2+ -+ a"ag. En
effet, Q(0) = a” ' P(0) = 0.

Donc a,0 est un entier algébrique. ]

Définition 3.14 Si P € Z[X]. On appelle contenu de P le pged de ses
coefficients.
c(Pp)

On peut étendre la notion de contenu a Q[X] en posant C(§) = T

Proposition 3.9 Pour tout (P, Q) € Q[X]?, C(PQ) = C(P)C(Q) .

Proposition 3.10 Soit # un nombre algébrique. 6 est un entier algébrique
ssi pg € Z[X].

Démonstration.

« (Clair
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CHAPITRE 3. ANNEAUX DES ENTIERS D’UN CORPS DE NOMBRES

= Si 0 est un entier algébrique, il existe ) € Z[X] unitaire tel que

Q(6) = 0.
P =1y | Q donc Q = PS avec @ et P unitaires.
C(Q) = C(P)C(S) donc C?Q) = CfP) CfS) et ces trois polynémes sont

a ceeflicients entiers.

Q € Z[X] est unitaire donc C(Q) =1 et % = () est donc unitaire.
Le coefficient dominant de %% est le produit des ceefficients domi-
nants p et s de %%.

Donc ps = let p,s € Z2doncp=s=1oup =5 = —1. Or P est
unitaire donc p = ip;. Done C(P) =1let P = % € Z|X]. ]
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Chapitre 4

Anneau des entiers des corps
quadratiques

4.1 Détermination

Définition 4.1 On appelle corps quadratique toute extension de degré 2
de Q.
Proposition 4.1 Ce sont les Q[v/A] avec k € Z non carré. On peut méme
supposer k sans facteur carré.

Si k > 0, on parle de corps quadratique réel, et si k < 0, on parle de corps
quadratique imaginaire.

Démonstration. La premiere inclusion est claire.
De plus, Q[X]/(aX? + bX + ¢) = Q(=tr=1e) = Q[v/B2 — dac]. m

On cherche 'anneau des entiers de Q[v/d].

a + bv/d a-t-il un polynéme minimal & ccefficients entiers ?

Sib=0, X — a convient.

Sinon, a + bvVd ¢ Q et X? — 2aX + a® — db? annule a 4 bV/d.

Donc a + byV/d € Ogpva 551 2a € Z et a® — db? € Z.

On a doit donc avoir a € Z ou a — % e 7.

e Sia€Z,
Pour tout p premier, v,(db?) = 0 et v,(d) € {0,1} donc v,(b*) > —1
donc 2v,(b) > —1 donc v,(b) == 0.
Donc b € Z.

e Sia—1€Z a>=(a—3)P+(a—1)+1
Donc a® — 1 € Z donc 4a®> =1 mod 4.
a? — db* € Z donc 0 = 4a® — 4db®> = 1 — 4db®> mod 4 donc 4db* =
mod 4 et 4db? € Z.
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CHAPITRE 4. ANNEAU DES ENTIERS DES CORPS QUADRATIQUES

4db* = d(2b)* € Z et le raisonnement précédent assure 2b € Z.

Si 20 € 27, alors (2b)’d = 0 mod 4. Or (2b)?d = 1 mod 4 donc on a
une contradiction.

Donc 2b est impair et b — % €.

On a donc 4b*> = 1 mod 4 donc, comme 4db> = 1 mod 4, d = 1
mod 4.

Réciproquement, Z[v/d] C Ogjvqg car Vd est un entier algébrique.

Sid=1 mod 4, etsiuveZ? u+t Y4 gt un entier algébrique car
1+2_\/g est racine de X? — X + 19 € Z[X].

Conclusion : (e Si d = 1 mod 4, OQ[\/E]

2

e Sid=2,3 mod 4, Oy g = Z[\d).
= {a + 0Vd,(a,b) €

Exemple 4.1

Z? ou (a,b) € (3 +Z)*} = Z[*5/4)
Oqpy=1 = Z[v/—1] (anneau des entiers de Gauss)
Ogpy=5) = Z[V 5]
Ogivs) = ZIH57]
Ogy= = Z[*4~]
Ogivs) = Z[V/6]

Si a+ b/N € OF alors il existe o + V'\/N € (’)Q[\/ﬁ] tel que (a +

QVN)’

bWN)(d +¥V/N) =1.
En prenant la norme, on obtient (a*>—Nb?)(a?—NV?) = 1 donc a®>~Nb? €
7Z* ={-1,1}.

Si N >0, a®> — Nb* € {1} et on étudiera ¢a plus tard.
Si N <0, a?2— Nb? >0 donc a®> — Nb? = 1.
Donc a®> =1+ Nb? < 1 et de méme b? < —%.
) . B o « B
» Si N =-1,a € {-1,0,1} et b € {1,—-1} doncona(’)(@[\/m =
(£1, 4/},
» Si N =23 mod4et N# —1, alors a,b € Z* donc a € {—1,0,1}
_ x _ 1 _
et b =0 donc OQ[\/N} ={1,-1}.
» Si N =1 mod4, onaaussi a> < 1et b < —=

~ et (a,b) € Z ou
(a,b) € 3 + Z.
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— SiNg—Balorst<%<idonchZOetbzo. Et a®> = 1 donc
a = =*+1.
Donc Og[ﬁ]:{—l,l}.

~ Si N =—3alors b* < & donc b € {—3,0,3}.
Ora2+3b2:ldoncsib:(J,a:il,sib:i%,azzidonc
a:i%.

+14+v/-3
Donc O(S[\/N] C {Zi:l, f}

Or il sont inversibles donc Og[\/ﬁ] = {£1, %}

FIGURE 4.1 — Unités de Q[v/—3]

4.3 Factorialité, euclidianité de OQ[\/N]

S’il est euclidien, il est principal donc factoriel.
Proposition 4.2 (Admise) Si N > 0, Og/ est euclidien pour le stathme
défini par la norme a + bv/N — a? + Nb? ssi

N €{2,3,5,6,7,11,13,17,19,21, 29, 33,37,41, 55, 73}
Proposition 4.3 Si N < 0 alors OQ[ V] est euclidien ssi
Ne{-1,-2,-3,-7,—11}
Démonstration.
e SiN =23 mod4, Oz = Z[/N]. Est-il euclidien ?

On considere (a,b) € Z[v/N] avec b # 0.

On cherche ¢, € Z[v/N] tel que a = bq + r et ||| < ||b]|.

On fixe un plongement de Q[v/N| dans C et on identifie Q[v/N] &

I'image de ce prolongement.
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Il existe ¢ € Z[V'N] tel que a = bg + r avec ||r|| < ||b]| ssi il existe
q € Z[VN] tel que |2 —¢|*> < 1.
On cherche la plus grande distance possible d’un point de C au réseau
Z[v/N]. Par translation, on est ramené au cas d’un rectangle de cotés
de longueur 1 et /—N.
La plus grande distance est donc @
Icelle est plus petite que 1 ssi N > —3.
Donc Z[v/N] est donc euclidien pour la norme si N € {—1, —2}.

e Si N =1 mod 4, on peut procéder de la méme fagon avec le réseau
Z[N) = 2@ 2.

On est donc ramené au parallélogramme engendré par les vecteurs d’af-
fixe 1 et V=N ﬂ

C’est un losange donc on est ramené au cas du triangle de sommets 0,
1 1+ivVN

5 et —5—.

. 2_N 1
Cette distance est T TR

Elle est strictement inférieure a 1 ssi N > —13 donc —N € {3,7,11}.
e [l reste a montrer qu’aucun autre N rend OQ[ V] euclidien pour n’im-

porte quel stathme.

> SiN=-56=2x3=(1++5)(1—-+=5)et231++/5sont

irréductibles.

> SiN=-6,6=2x3=+/—6v6 qui sont irréductibles.

» SiN=-10,14 =2x7 = (2++/10)(2—+/10) qui sont irréductibles.

» Sinon,

Lemme 4.0.1
Si A est un anneau euclidien, il existe x non inversible et non nul tel

que la projection de A — A/(x) induise une surjection de A* U {0}
sur A/(x).

Démonstration. Soit v le stathme et x non inversible et non nul tel
que v(x) soit minimal.

Sia € A, par division par z, il existe ¢, € A tel que a = qr + r et
(r=0ouv(r)<v(x)).

Sir=0,a=0 mod x. Sinon, comme r € A* U {0}, r est inversible
a est congru a un inversible modulo z.

D’ou la surjection annoncée. [ ]
Si N < —3 alors O&[W} = {£1} donc Card(A* U {0}) =3 si A =

Si A est euclidien, alors il existe z € A\ (A*U{0}) tel que la projection
A — A/(x) soit surjective.
On a donc Card(A/(z)) < 3. Or A est un réseau de C et (x) est un
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sous-réseau de C.

D'ott Card(A/(z)) = Y&l = det(y — xy) = |lz].

Donc a* — Nb* = ||z|| < 3 et (a,b) € Z ou (a,b) € 5 + Z.
SiN < —-12,0*=0eta*><3doncb=0eta? <—3.b¢ 1+7Z donc
a non plus et a € Z donc a € {0,1,—1}.

Donc x € A* U {0} ce qui est une contradiction. u

Application : Résoudre y? + 4 = 23,

On se place dans 'anneau Z[i] qui est euclidien donc principal donc fac-
toriel.

L équation s’écrit (y + 2i)(y — 2i) = 23. Si y + 2i et y — 2i sont premiers
entre eux, ce sont des cubes. !

e Si y est impair, (2 +iy)(2 —iy) = 2.

» Sia+ibest un diviseur commun de 2+ iy et de 2—idy, on a a+ib | 4
et a + ib | 27y. En passant a la norme, a® + b | 16 et a® + b? | 4y>.
Donc, comme y et 2 sont premiers entre eux, a® + b? (qui est une
puissance de 2 car divise 16) vaut donc 1, 2 ou 4.

On a a+ib | 2+iy donc a® +b? | 4+y* qui est impair donc a*+b* = 1
donc a + b est inversible.
Donc 2 + iy et 2 — iy sont premiers entre eux donc sont des cubes.

» On est donc ramenés a résoudre 2 + iy = (¢ + id)>.
Ona2=c—3cd=c(c®*—3d) et y=3c*d—d*

Donc ¢ | 2 donc ¢ = £1 ou ¢ = £2. D’out 3d* = ¢ — 2.
Or pour ¢ = —2 et ¢ = 1, on obtient 3d*> # 0 mod 3 donc ¢ = 2 ou
¢ = —1. Dans ces cas, d = £1.

» Supposons ¢ = —1. 2+ iy = (c+1id)® = (=1 +4)> = 2 £ 2i donc
y = £2 or y est supposé impair.

» Supposons ¢ = 2, on a alors y = +11 et y> +4 = 125 = 53 donc
(11,5) est solution.

o> Siy=2Y (2Y)2+4 = 2% donc 2 | 2z donc z = 27 et I’équation
devient Y2 + 1 = 2Z3. (On peut constater que Y doit étre impair)
On a donc (Y +4)(Y —4) = 2Z3. Soit a + ib un diviseur commun a
Y+ietY —u.
Onaa+ib|Y +idonca®+0*|Y2+1.
Or Y est impair donc Y2 =1 mod 4 donc Y2 +1 =2 mod 4 et 4
ne divise pas Y? + 1 donc a® + b? # 4.
Cependant, a + ib | 2i donc a® + b* | 4 et a® + b* est une puissance
de 2 donc vaut £1 ou £2.

1. En effet, ce sont des cubes multipliés par une unité et toutes les unités de Z[i] sont
des cubes.
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» Calculons (Y + i) A (Y —1).
a+ib | 2 et 20 = (1 +14)? avec (1 +14) de norme 2 qui est premier
donc irréductible.
Donc a+ib = u ou a+1ib = u(1+1i) avec u inversible. Or 14 | Y +1
car Y + i = (1 +4)(FF + 5540) et de méme 14+ i | Y — ¢ donc
Y4+ i) A (Y —i) =1+1 (& unité pres).

» On peut donc écrire 1 + Y = wu(l + )®p*---p2 et 1 — Y =
v(140)Pogl - P
En remplagant dans I’équation, on a (ay, ..., ., 5, ..., Os) sont mul-
tiples de 3.
De plus, 27% = (—4)(141)*Z3 donc ag+ By = v1((1+iY)(1—iY)) =
2 +3v114(Z) =2 mod 3.
Or 1 —iY = a(l —)%p® ---p* = /(1 + i)*pr™ ---p,* donc
Bo = ay.
De méme, By < o donc By = ap = min(ay, Fy) = 1.

» On adonc 1+4Y = (1+14)(c+id)® donc 1 = (c+d)(c* — ded + d?)
doncc+d==let 2 —4ded+d?>=c+d.
Donc ¢ = £l et d = 0 ou ¢ = 0 et d = £1. On obtient donc les
solutions y = +2 et z = 2.

Finalement, en testant les solutions potentielles, on trouve que les so-

lutions de y* + 4 = 23 sont (£11,5) et (£2,2).

Remarque 4.1

e On peut donc redémontrer le théoréme des deux carrés par un raison-
nement sur la factorisation de l'entier p dans Z[i].
On a Z[i]/{p) ~ Z[X]/{p, X* + 1) ~ Fp[X]/(X? + 1) donc le premier
est intégre ssi le dernier Uest ssi X* + 1 est irréductible dans F,[X].

e Un entier n > 0 est somme de deux entiers ssi (Vp | n premier, p = 1
mod 4 ou p =2 mod 4 ou v,(n) est pair).
Sin=a*>+V% onan= N(a+1b) et on factorise a + ib dans Z][i].
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Chapitre 5

Bases d’entiers

5.1 Description de Og

THEOREME 5.1 Si K est un corps de nombres, O est un Z-module libre
de rang [K : QJ.

Démonstration. On prend (wy,...,w,) une base du Q-espace vectoriel K
formée d’éléments de Ok telle que son discriminant soit minimal en valeur
absolue (c’est possible car celui-ci est non nul).

Montrons que (wy,...,w,) est une Z-base du Z-module Of. Supposons
qu’il existe w € Ok \ Zwy + - -+ + Zwy,.

n
(w1, ...,wy) est une Q-base de K donc w = Z)\Zwi avec un \; ¢ Z.

i=1
Quitte a soustraire de w un élément de Zw; + - - - + Zw,, on peut supposer
Quitte & permuter les w;, on peut supposer \; ¢ Z ie 0 < A\; < 1.

La famille (w,ws, . ..,w,) est une Q-base de K formée d’éléments de Ok.
La matrice de passage est :
M O o oot 0
SR
0
: 1 0
A 0 - 0 1
Le discriminant de (w,ws, . ..,w,) est :
al(w) O'1<WQ) al(wn)
: : = Mdisc(wi, ..., wn)
on(w) op(wa) -+ op(wn)
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On a donc | disc(w, ws, ...,w,)| < |disc(wy,...,w,)|, ce qui contredit la
minimalité de | disc(wy, . .., wy,)|-
Donc O = Zwy + - -+ + Zw,,. [

5.2 Calcul d’une base de O

Proposition 5.1 Si (wy,...,w,) est une Q-base de K formée d’éléments de
Ok mais qui n’est pas une Z-base de O, alors il existe p premier tel que :
o p? | disc(wy,...,wn).

e IN\,..., N\, €]0,p—1]7, %Z)\z’wi € Ok \ {0}.
i=1

Démonstration. Zwi + - - -+ Zwy est un sous-Z-module du Z-module de type
fini Ok donc il existe k, (e1,...,e,) une Z-base de Ok et (dy,...,d,) € Z

tel que dy | -+ | d,, et (dyeq,...,dgeg) soit une base de Zw; + - - - + Zw, et
dgy1, .-, dn, = 0.

Le Q-espace vectoriel engendré par Zw; + - - - + Zw, est de dimension n
(c’est K) et (dyeq,...,drex) en est une base donc k = n.

Card(Ok /(Zwy + -+ - + Zwy,)) = Card(Z/d1\Z X -+ - X L]\ 7)) =

=1

De plus disc(wy, . . . ,wy,) = disc(dyey, . .., dpe,) car la matrice de passage
est de déterminant +1.
Donc disc(wy, .. .,w,) = r’disc(ey, ..., e,) € Z donc Card(Ok/(Zw; +
ot Zwy))? | disc(wy, .. wh).
On prend p premier qui divise Card(Ok /(Zwy + - - - + Zwy,)).
Soit € O d’ordre p dans Ok /(Zwy + - - - + Zwy,).

px € Zwi + -+ - + Zw,, donc x = %;)\iwi avec (Ai,...,\,) € Z".
Quitte a enlever de x un élément de Zw; + - - - + Zw,,, on peut supposer
0<%<1ieO<)\i<p. n

COROLLAIRE 5.1 57 (wy,...,w,) est une Q-base de K formée d’éléments de

Ok et si disc(wy, ..., w,) est sans facteurs carrés, wy, ... ,w, est une Z-base
de OK

Démonstration. Tl n’y a pas de p premier tel que p? | disc(wy, ..., wy). [ |
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5.2. CALCUL D’UNE BASE DE Ok

Exemple : Calcul de OQ[%].
(1, /5, 4/25) est une base de Q[+/5]. On a :

tr(1)  tr(v/5) tr(/25) 3 0 0
disc(1,v/5,v/25) = | tr(¥/5) tr(¢/25) tr(5) |=|0 0 15| = —3%x5°
tr(v/25)  tr(5) tr(5v/5)] |0 15 0

car tr(1) = 3, tr(3/5) = 0 (car de polynome caractéristique X°—5), tr(5/25) =
0 (polynéme caractéristique X3 — 25), tr(5) = 5tr(1) = 15 et tr(5v/5) =
5tr(v/5) = 0.

Dans la proposition, on a donc p = 3 ou p = 5.

3 3
A1+ \/g-f—)\g V25 avec

e Si p = 3, on aurait un entier de la forme x =

Ai € {—1,0,1} non tous nuls.

> tr(z?) = A+ = 7 qone A2+ M3 =0 mod 3.
En calculant tr(223/5) et tr(z2y/25), on trouve —A2 + \A3 = 0
mod 3 et )\§ + XAy =0 mod 3.

» Si A\ =0 mod 3, alors )\3 =0 mod 3 donc As =0 mod 3 et donc
A3 =0 mod 3 donc, comme \; € {£1,0}, \; = Ay = A3 = 0.

» SiAdi =1 mod3,onal=—1 mod3et \3 =1 mod 3 donc
(A1, Ao, A3) = (1,—1,1).

» Si\i = -1 mod3,onalX =1 mod3et A3 =—1 mod 3 donc
(A1, Ao, Az) = (—1,1,—1).

» On doit donc rechercher si %ﬁ/ﬁ € Z (lautre cas revient a
chercher si son opposé est entier).
Si ¢’était un entier, son carré (valant —1 + M) le resterait donc
M aussi.
Or la norme de ce nombre vaut 5z N(v/5)N(1 + v/5).
Le polynéme caractéristique de /5 est X? — 5 et celui de v/5+ 1 est
(X —1)3-5=X3-3X?+3X —6.
Donc cette norme vaut % ¢ 7. D’ou la contradiction.

. Sip:5,xzw € Z avec \; € [0,4].

tr(z) = 22 donc A\, = 0.

Donc N(z) = 5)@—;)—325)\% = A%;;E’Ag €Z.

» Si5 | Ay alors 25| 5\ donc Ay = A3 = 0.

» Sinon, Ay € (Z/25Z)* donc —5 est un carré dans Z/25Z, ce qui est
faux.

Done (1, /5, v/25) est une base de Og/5- Done Og e = Z[V/5).

PIERRON Théo Page 35 Tous droits réservés



CHAPITRE 5. BASES D’ENTIERS

P1ERRON Théo Page 36 Tous droits réservés



Chapitre 6

Unités de anneau des entiers
d’un corps quadratique réel,
équation de PELL-FERMAT

Définition 6.1 Une équation de Pell-Fermat est une équation du type 2% —
dy? = %1 avec d > 0 fixé d’inconnues entieres z et y.
Résoudre cette équation revient & chercher les unités de Z[v/d].

6.1 22—dy’=1

Lemme 6.0.1
Soit « € R\ Q.
Pour tout n € N*, il est p, ¢ entiers premiers entre eux tels que ¢ > 0 et
‘a - B‘ < L.
q ng
De plus, on peut supposer ¢ < n.

—1

"k k+1
Démonstration. On a [0,1[= ] |-, i [

o lnon

ra — |ral € [0, 1] pour tout r € [0,n].
Par principe des tiroirs, il existe 79,7 € [0,n] distincts tels que (roav —
[roce), riec — [rec)) € [£, 2] pour un certain k.

On a donc |(rg — r1)a — ([roe] — [ria])| < 2.
Or |ro — 1| > 1> 0 donc | — Loel=lmel) ~__1

ro—ri nlro—ry|’

On pose p' = (|roa] — [ a]) Sgn(ro—r1) et ¢ = |ro—r1| < netp= L

_ _4q :
9= gng conviennent. [ ]

THEOREME 6.1 DIRICHLET Soit o € R\ Q.
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Il eziste une infinité de couples (p,q) € N premiers entre euzx avec ¢ > 0
tels que [a — £| < q%.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il existe pg, qo tels que |a—f1’—§| <
1 o1
nogo >~ ¢’
a ¢ Q donc |or — B[ > 0 donc il existe ny € N* tel que [a — 22| > n%
1 4
niqi

X 2

Par le lemme, on a p; et ¢; tels que |a — %| < ]
1

On a :
1

>_>
no

P
a__

q1

(n;); est strictement croissante donc lim n; = 400 donc lim a—2 = 0.
i—+00 i—+00 i

Donc {g;,i € N} n’est pas majoré donc, quitte a extraire une sous-suite,
(gi); est strictement croissante. u

Remarque 6.1 Les ’qi? sont deuz a deux distincts.

Proposition 6.1 Soit d € N* sans facteur carré.
L’équation 2% — dy? = 1 admet une solution avec y # 0.

Démonstration.
e Il existe une infinité de 2 € Q tel que IVd — El < q%.

Pour ces p, ¢, on a donc |p — ¢/d| < % donc :

2

—d¢*| <

d oVl +20vd 1
p |p+;f|<|p qq* qvd Wd<1+2vd

<?+

e Il existe donc ¢ € Z tel que |c| < 14 2v/d et qu'il y ait une infinité de
£ € Q vérifiant |Vd — £l < q% et p* —dg® = c.
d n’est pas un carré donc ¢ # 0.

e 7/|c|Z est fini donc il existe donc P, g tels qu'il y ait une infinité de
2eQtelsque [Vd—2 <L, a®>—db*=c et a€p beq.
On prend Z—S et % comme ceci.
On a (py + goV/d) (p1 — @Vd) = (pop1 — dgoqr) + (160 — Poqr)Vd.
Or popr — dgoq1 = p* — dg° =¢ =0 et p1go — pogi = pg — pq = 0.

—d — d
o Posons 1 — (pop1 _ Q1) 4 (P140 fofh)\/_ c 7|V,
(751 u2
On a de plus ||’LL|| _ Hp()‘f'qo\/aHlljll”pl_QI\/g” _ 1

On a donc u2 — du? =1 et u; # 0 car sinon pyq; = p1qo et D=0 n
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6.1. X?-DY?=1

COROLLAIRE 6.1 Soit d € N* sans facteur carré.
L’équation x* — dy* = 1 admet une solution dans N x N*.

THEOREME 6.2 G = ({z + yVd € Z[Vd], 2> — dy?> = 1}, X) est un groupe
isomorphe a (Z/27) x Z.

Démonstration.
e Les éléments de G sont les éléments de norme 1 de Z[v/d]* donc c’est
le noyau de ||-|| : Z[Vd]* — {%1}.
Donc G est un groupe.
e Montrons que G N R ~ Z.
» Onale GNJ[L, +oo] donc GN L, +oo[# .
Siz+yvd e GN[1, 4oof, 22 —dy? = 1 donc z —y/d =

Donc
{3; = (J»‘+y\/3)+($—y\/3) ];,—1-00[

€]0, 1].

y = (m—l—y\/i)\/(_a: yVd) [O +OO[

Donc x € N* et y € N.

» De plus, si z + y\/E < M alors x — y\/_ € [%,1] donc z € |
i el NZ ety € [0, 55-(M — )| N Z.
Donc G N [1, M] est fini pour tout M > 1.

» GN|1,+oo[ admet un plus petit élément o + yov/d > 1 (non vide
par le corollaire).
Soit = + yvd € G N [1,+oo], il existe n maximum tel que (zo +

yoVd)" <z +yVd.

= (aco—x-:ry% € GN[1,4o0[. Or, par minimalité de n, u < xo+yoVd.

Par minimalité de zo + yov/d, u = 1.
> Six+yvde GNJo,1], alors x+;\/8 =2 —yvde GN[l,+oo] donc

il existe n € N, z + yvd = (w0 + yovVd) ™"
On a donc un isomorphisme entre Z et G NR% (n +— (2 + yovV/d)").
e G est isomorphe a {£1} x (GNRY) par z — (Sgn(x), [z]) et {£1} ~
Z]27 et GNRY ~ Z. n

_|_

N[

En fait, on peut considérer I'isomorphisme

' {Z/nZ x2Z — G={zeZVd* N(z)=1}
(s,n) = (=1)°g"

avec g = min GN|1, +o0].

L’équation 2° —dy® = N(z) = 1 a pour solution les couples (z,y) tels que
r+ y\/c_l = +g".

On peut aussi prendre pour g 'élément go = min(Z[v/d]*N]1, 4+-00]).
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On a deux cas :

e Si N(go) = 1, pour tout z € Z[v/d]*, N(z) = 1. Donc 2% — dy? = —1
n’a pas de solutions.

e Si N(gy) = —1, alors G est un sous-groupe d’indice 2 de Z[v/d] corres-
pondant & Z/27Z x 27 (ie g = g3). 2* — dy* = —1 a alors une infinité
de solutions.

Dans le cas ol on doit considérer Z[H—Q‘/E]X (d =1 mod 4), on a l'iso-

morphisme

‘ {Z/nZ x 27 — G={zeZ[Vd* N(z) =1}
| (sm) = (-1)°g}

avec g = min(Z[lg—‘/g]*ﬂ]l, +00]), on appelle g; unité fondamentale.

Le but est de calculer une unité fondamentale pour pouvoir résoudre
22 — dy? = +4.

6.2 Fractions continues

6.2.1 Définition et premieres propriétés

Définition 6.2 Une fraction continue est un objet de la forme :

1
ag +

a; +

1

1
ag + —

avec a; > 0 sauf éventuellement ag.

Proposition 6.2 Posons p_; =1, py = ag et p, = @npn—1-+pn_2. De méme,
q-1 = 07 qo = I et Gn = AnQn-1 + Gn—2.

Pn  DPn-—1 - a; ]-
@) = .
ne (qn qn_1> 1}0 (1 0)

On a alors :
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Démonstration. Par récurrence sur n :
ag = Z—g donc Hj est vraie. De méme, H; est vraie.

Si H, et H,_; sont vraies, on remplace a,, par a, +

an+1.
pn est remplacé par p,, = (a, + a"il)pn—l + pn_o €t g, par ¢, = (a, +
an1+1 )Qn—l + dn—2-
Donc :
1 /
wi—L— =B
. 1 qn
An+41
_ (a'na'n-l—l + ]-)pn—l + An+1Pn—2
(ananJrl + 1)Qn71 + Qp+1qn—2
_ (a'na'n-l—l + ]-)pn—l + an—l—l(pn - anpn—l)
(anan—l—l + 1)Qn—1 + An+1 (qn - anQn—l)
_ Ons1Pn + Pn-1
Upi1Gn + Gn-1
_ anrl
QnJrl
Donc H, ; est vraie. [ |

Proposition 6.3
® (pp)n €t (qn)n sont croissantes car a; > 0.
® Dnt1qn — Pndn+1 = (_l)n

Démonstration.
_ — Prn+1 Pn
Prn+14n Pndn+1 Qi1 o
i=0 L0

= (="
COROLLAIRE 6.2 Pour tout n, p, et g, sont premiers entre euz.

Proposition 6.4 r, = ’qﬁ est croissant en a; si ¢ =0 mod 2 et décroissant
n
sinon.

Démonstration. Décroissance de la fonction inverse. ]

Proposition 6.5 (rg,), est strictement croissante et (rg,y1), est stricte-
ment décroissante.

Proposition 6.6 r,,; —1, = Lot

PIERRON Théo Page 41 Tous droits réservés



CHAPITRE 6. UNITES ET EQUATION DE PELL-FERMAT

Démonstration.

Pn+1 _,Bﬁ

Int1 Gn

_ Prn+19n — Pnln+1
AnGn+1

—1)
=D _
qnQn+1

Tnel — Tn =

Proposition 6.7 (r,), converge dans R.

Démonstration. Siles a; sont entiers alors les g; aussi. Or (g,,) est croissante
(strictement) donc sa limite est +oo et lirll |1 — ra] = 0.
n—-+0oo

Donc (79,)n €t (T2n41)n sont adjacentes donc r converge. ]

Réciproquement, si € R, on lui associe un développement en fraction
continue donné par : xg = x et 11 = m si x, & 7.
e Si la suite s’arréte, (ie il existe n tel que z,, € Z) alors x € Q.
e Sinon, on a |z,| <z, < |z,] +1 < 0.
Donc ry, < x < 19,11 et x est bien égal au développement en fraction
continue associé aux ceefficients x;.

Remarque 6.2 St x = § € Q, on retrouve l'algorithme d’Euclide appliqué a
(P q)-

En particulier, comme tout algortihme qui se respecte, icelui termine donc
le développement en fraction continue de § est fini.

On a donc x € Q ssi son développement en fraction continue est fini.

Proposition 6.8 =z est un irrationnel quadratique ssi son développement
en fraction continue est périodique a partir d'un certain rang.

Exemple 6.1 z =2, 29 =2, ap = [V2] = 1.
xlzﬁzlJr\/?etal:Z.
x2:\/§+1172:\/5171:ﬁ+1donca2:2'

On a ainsi a; = 2 pour ¢ > 1.

Donc :

V2=1+

2+
2+

1

24 -

Démonstration.
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< e Si le développement est périodique alors :

n 1
r=ay+ ————
a; + —m—m
1
+an+%
— ZPntPno1 2 —
Donc z = m donc z°q, + xqn_1 — TPp — pn_1 = 0.

x ¢ Q car son développement en fraction continue est infini. Il est
aussi quadratique.

e Si le développement en fraction continue de x est périodique a partir
d'un certain rang i, alors on se rameéne au cas précédent en posant
y le réel donc le développement en fraction continue est (a,)nsi- ¥
est donc un irrationnel quadratique donc, comme Q[y] est un corps,
x € Q[y]. Or z ¢ Q donc c’est gagné.

= Si z9 = x est racine de aX? +bX + c avec a,b,c € Z et a > 0.
On peut supposer a AbAc=1.

To — |2o] est racine de aX? + (b+ 2a|zo]) X + @' ot ' est tel que
—_———
b/
A =1b? — 4aa’ = b* — 4ac.
T1 = 5o~z st racine de a’X? + VX + a. On va conclure grice a la
partie suivante. [ |

6.2.2 Réduction des formes quadratiques

Définition 6.3 On appelle forme (a, b, ¢) une forme quadratique de la forme
aX?+bX +couaX?+bXY + Y2
On dit que celle-ci est réduite ssi 0 < b < VA et VA —b < 2|a] < VA+b
avec A = b? — 4ac.
—b—VA

Remarque 6.3 On a alors 5al <-1<0< ’ler“/_ < 1.

Proposition 6.9 Si (a,b,c) est réduite, alors VA — b < 2|¢| < VA +b.

Démonstration. ¢ = donc 2|c| = % et VA —b < 2|a| <

VA + 0. ]

COROLLAIRE 6.3 [l n’y a qu’un nombre fini de formes réduites a A fizé.

b2—A
4

On peut définir une application de réduction p.

Pour toute forme (a, b, ¢) il existe § € Z tel que VA — 2|c| < —b+ 2 <
VA car 2|c| > 2.

On a alors p(a,b,c) = (¢,2¢0 — b,a — bd + ¢6?) = (a’, ¥/, ). On a bien
V? — 4a'd = A.

D’ou l'algorithme :
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Algorithme 1: Réduction de formes quadratiques

Entrées : (a,b, c) non nécessairement réduite
Sorties : (da/,V', ¢') réduite

1 tant que |a| > |c| faire

2 L Itérer p

Démonstration de [’algorithme. On sort bien de la boucle car quand on itere
p, on fait décroitre strictement |a|.

Ensuite, on a |a/| < |¢/|. Par définition de p, VA — 2|d’| < ¥ < VA.

Donc 0 < VA — b < 2|d/|.

Ona A =b? — 4d'¢ done |VA + V| = % > 2||.

Comme |d'| < ||, on a [VA + V| > 2|c| = 2|d'| > VA -V

Donc VA + 0| = VA + V| > VA -V,

Donc || > = donc V' > 0. Donc VA + ' > 0.

On a bien les conditions recherchées donc (o', V', ¢) est réduite. n

Définition 6.4 Si (ag, by, o) et (a1, b1,c1) sont deux formes réduites de
discriminant A, on dit qu’elles sont adjacentes si a; = ¢y et by + by = 0
mod 2a,.

On dit que (ao, bo, co) est adjacente a gauche a (aq, by, ).

Proposition 6.10 Chaque forme réduite a une unique forme adjacente a
droite et une unique forme adjacente a gauche.

Démonstration. Montrons le pour 'adjacence a droite.
b2-A
4aq

Onadéjaa; =cyetcy = fixés donc il faut montrer qu’il n'y a qu’un
seul b; possible.

Or by = —by mod 2a;. De plus, VA — b, < 2|ay| donc VA — 2laq| < by
et 0 < by < VA.

Donc VA — 2|a;| < by < VA qui est un intervalle de longueur 2|as| ce

qui assure 1'unicité de b;. [ ]

Proposition 6.11 Par définition de p, si (a,b,c) est réduite, p(a,b,c) lui
est adjacente a droite.

Dans ’ensemble des formes réduites, p décrit des cycles qui partitionnent
I’ensemble des formes réduites.
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6.2.3 Lien avec les fractions continues

On obtient le coefficient suivant dans le développement en fraction conti-

nue en appliquant p a la forme quadratique correspondante.

—b+VA

ola] ,Sgn(a)), en applicant p, on

Par Iapplication (a,b,c) — (7,5) = (
tombe sur (£ — 1], —1).

Le développement en fraction continue d’un irrationnel quadratique est
donc périodique a partir d’un certain rang.

La période est égale a la longueur du cycle sur les formes quadratiques
réduites ou a la moitié de cette longueur.

Cas du développement en fraction continue de v/d :

On part de (—d,0,1), A = 4d.

p(—d,0,1) = (1,2[Vd], |v/d]?* — d) qui est réduite.

Le développement en fraction continue de v/d est donc de la forme

(a07a'17"'7a7"+1aa'17"'7a7"+17"')

6.2.4 Algorithme de résolution de I’équation de Pell-

Fermat
On développe v/d en fraction continue : (ag, a1, . .., Gry1, Q1, ... Grg1, -+ ).
’q’—: est le rationnel dont le développement en fraction continue a pour
ceefficients (aq, . .., a,).
Si 7 est impair, alors (p,, ¢.) est la solution fondamentale de z* — dy* = 1
et 22 — dy? = —1 n’a pas de solutions.

Sinon, r est pair et (p,, ¢,) est la solution fondamentale de 2 — dy* = +1.
Exemple : 22 — 7y? = +1.
Le développement en fraction continue de /7 est (2,1, 1, 1, 4).

On regarde :

1 8

24— =

+1+ Los
1

14 =
Jr1

Les solutions de 22 — 7y? = 1 sont £(8 +3v/7)" et 22 — Ty?> = —1 n’a pas
de solutions.

6.3 Théoreme de Dirichlet

Soit K un corps de nombres. Notons s le nombre de plongements réels
et t le nombre de paires de plongements non réels. Le degré de K sur Q est
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n = s+ 2t.
Notons p(K) 'ensembles des racines de I'unité dans K.

THEOREME 6.3 DIRICHLET O =~ u(K) x Z*+ 1.

Démonstration.
Définition 6.5 On définit :

K — R xCt

oz = (01(2),...,05(2),0541(2), . .., 0s14(2))

plongements réels plongements non réels

. (R¥)* x (C*)t — RsH!
Nz = (llaD,. (a2, ze))
Proposition 6.12
e Size K* o(z) € (R)* x (C*)! donc (I o o) est bien définie.
e oo : K* — R* est un morphisme de groupes.
e Size KX posons l(o(2) = (L1, lsse)-

>l = (N (2)]).
Yli=0 ssi z€O0f.
Vi, l; =0 ssi ze p(K).

Démonstration. Tous les points sont faciles sauf le dernier.
Les [; sont nuls ssi pour tout ¢, |o;(z)| = 1 ssi pour tout plongement o,
o(2)] = 1.
Lemme 6.3.1
Si B est un compact de R*** alors {z € O%, (lo0)(z) € B} est fini.

Démonstration. Soit z € Og. [[(X — 0(2)) € Z[X] et (01(2),...,0544(2)) €

o

[71(B) qui est compact.

Donc les coefficients de JJ(X — o(2)) se trouvent dans un compact qui
dépend uniquement de B donc ce polyndéme appartient a un ensemble fini de
polynomes.

Ceux-ci ont chacun au plus n racines dans K et z en est une.
Donc I'ensemble considéré est fini. [ ]

Lemme 6.3.2
w(K) est un sous-groupe fini de Of.
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Démonstration. u(K) = {x € O, l(c(x)) = 0} et {0} est compact. D’ou le
résultat. .

Lemme 6.3.3
Soit z € Og.
(Pour tout o, |o(2)] =1) ssi z € pu(K).

Démonstration.
< Size p(K), 2™ =1donc |o(2)|" =1 donc |o(z)]| = 1.
= G =Ker(loo). {0} est compact donc G est fini.
Soit z € Ok qui vérifie 'hypothese, 2 € G donc 21! = 1 donc z €
(K. |

Ce qui permet de conclure la propriété. [ ]

Remarque 6.4 p(K) est un sous-groupe de
{z€C, BN =1} ~ 7/|u(K)|Z

Donc u(K) est cyclique (car tous les sous-groupes de Z/|u(K)|Z sont
cycliques).

On a de plus O /p(K) ~ Im(l o o).
Lemme 6.3.4

(I 0 0)(OF) est un sous-groupe discret de R*™ contenu dans 1’hyperplan
H={leR*, 51 =0},

Démonstration. On sait déja que c’est un sous-groupe.

Soit B une boule fermée de R*** donc compacte.

(loo)™!(B) est un compact donc fini donc (I 0 0)(OF) N B est fini donc
(l00)(Ofk) est discret. n

(lo0)(Of) est donc un réseau d’un sous-espace vectoriel de H donc c’est
isomorphe a Z".
On veut montrer que (l o 0)(O) engendre H comme R-espace vectoriel.
1 suffit de montrer que pour toute forme linéaire f : H — R, f((l o
0)(Ok)) # 0.
Lemme 6.3.5
O'(OK) C R® x C.

0(Ok) en est un réseau de volume 27%/| disc(K)|.
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Démonstration. Ok est un Z-module libre de rang n dont une Z-base est
(217 ey Zn).

On veut montrer que (0(21),...,0(z,)) est une base du R-espace vectoriel
R® x C*.
oi(z) - ou(z)
os(21) e os(2n)
R(osp1(z1)) -+ Rlospa(zn))
det(o(21),...,0(z,)) =
(o(21) (2n)) S(0s41(21)) S(0s11(2n))
R(o541(21)) R(os14(2n)
S(0sr(21)) S(0s+¢(2n))
o1(z1) o1(2n)
os(21) e os(2n)
0s+1(21)42rvs+1(z1) o Us+1(zn)J2ros+1(zn)
= |osti(z)—0sy1(21) | 0st1(Zn)—0s41(2n)
2 2
Ostt(21)+0s44(21) | Tstt(Zn)+0st4(2n)
2 2
Tstt(21)—Ostt(21) | Ts4t(2n)—0s+t(2n)
2 2

Donc det(a(z1),...,0(2,))* = (=1)127 2 disc(K) = 27%| disc(K)| #0. =

Posons
B)‘ = {<'r17 cee ,.Tert) S R*® x Ct,Vi, ‘.TZ‘ g )\Z}

pour A = (Aq, ..., Agpy)-

C’est un convexe symétrique borné non vide.

Son volume vaut 257 \; - - A2 - A2, = 257y

o Si 2%l > 2727 /| disc(K)| alors il existe un z, € O tel que o(z)) €
B,.
Dans ce cas, 1 < |N(z))] < a.

<IN = loz)| T o)l < oi(2) -
o#£0;

Donc |o;(zy)] > L.
Donc 0 < In\; — Injo;(2y)] < Ina.
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Or f((loo)(zn)) = Zfz In(|o;(2y)|) donc

Tou(h) = 12 e < (15 o

e On prend o > (2)%/| disc(@)], a > 1 et § > In(a)) | fil.

Pour tout m > 0, on a alors des (A;(m),. ..,)\;rs(m)) strictement
positifs tels que In(A(m)) + -+ + In(A;(m)) + 2In(As41(m)) + -+ +
2In(Ase(m)) = In(a).

On a alors 268m = >_ f;In(X\;(m))

Remarque 6.5 C’est possible car (fi,. .., fsse) €t (1,...,1,2,...,2) ne
——— N —
s fois s+t fois

sont pas colinéaires car f # 0.

Bi(m) est un convexe symétrique borné non vide de volume 2°7'ax >
2" Vol(o(Ok)).

Par Minkowski, il existe zy(m) € Ok \ {0} tel que o(zxum)) € Bagm)-
S+t

Par le premier point, |f((I 0 0)(2xam))) — 26m| < In(a)_|fi] < B.

Donc (2m — 1) < f((lo0)(zam))) < (2m + 1)8.
Donc les f((lo0)(2zxam))) € R sont tous distincts.
De plus,

IN(2)| = [o1(z2m)| -+ |05 (2amm) |Ts41(2aam) | -+ [ o5t (2agm))|* < @

Lemme 6.3.6
Sia€Z, {zOk,x € Ok, N(x) = a} est fini.

Démonstration. a = Ha ) donc, comme a et oy(z) appartiennent

4 01(Ok) donc [] o(z) € 01(Ok).
oFo1

a € 01(x)01(Of) donc 01(a) € 01(xOf) donc a € zOk.

Donc aOk C 2Ok donc 2Ok /aOf est un idéal de O /aOk ~ (Z/aZ)™
qui est fini.

Donc Ok /aQOk a un nombre fini d’idéaux donc Ok a un nombre fini
d’idéaux qui contienent aOg d’ou le lemme. ]

Considérons les idéaux 2, Ok-.
N(2x(m)) € [—o, a] donc 11 ex1ste a € [—a,a] tel qu'il y ait une infinité
de m tels que N(2xpm)) = a.
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{22 Ok, m > 0, N(2\(m)) = a} est donc fini donc il existe mg,m; > 0
tels que mg # my tels que zx(my) Ok = 2x(m1)Ok-
Il existe donc u € OF tel que ZX\(m1) = UZA(mg)-

F((100) () = F((1 0 0)(zxme))) — (10 0)(2ame))) # O car my £ mo.

On a donc trouvé u € O tel que f((loo)(u)) # 0. Dot le théoreme. m
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Chapitre 7

Analyse numérique

7.1 Fonction (

Définition 7.1 On définit la fonction ¢ de Riemann par :

C — C
C:SHZTL_S

n>=0

Proposition 7.1 Il y a convergence sur {s,$(s) > 1} et convergence uni-
forme sur {s,R(s) > A} avec A > 1.

Proposition 7.2 ((s)= [[1—-p ") "
pEL

Démonstration.
C(S):(1+2—8+2—28+...)(1+3—8+...)...

— i H p—svp(n)

n=1lpe P

I

peZXk=0
- [Ta-p"
pES

THEOREME 7.1 2 est infini.

. . . o . -1y
Démonstration. On a ll_I)T%C(S) = +o0 donc £1_r>r% [Ta-»"=0.
pES
Si & était fini, cette limite vaudrait J] (1 — p~') # 0. Donc & est
peEZ
infini. |

o1
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THEOREME 7.2 Z +00.
pefﬂp

Démonstration. On a hm > In(l-p- 1) = +o0.

pefﬂ
+o00 7ns
Donc hm Z Z = 4+00.
pEL/’n 1
+o00 1
Pour n > 2, —ns k=" / T dt < )
I%;)p kz; 1 ns+ 1
Donc Z 1 S —Z = qui est bornée.
LN NS
Donc c’est le terme en n = 1 qui diverge. Donc hm Z p ¥ = +o00.
peEP
Donc Z ]
pefﬂ
Proposition 7.3 ((2k) = (—1)’1‘”122}(62_$772’1‘C avec byy € Q est le 2k-eme
o0 n t
nombre de Bernoulli : il vérifie Z—t" = .
= n! et — 1

THEOREME 7.3 (APERY, 1978) ((3) est irrationnel.

THEOREME 7.4 La fonction ¢ a un prolongement méromorphe d C avec un
unique pole en 1, qui vérifie une équation fonctionnelle.

7.2 Fonction I

Définition 7.2 On définit la fonction I' par :

C - C
I':
s o ftTleTtdt

Proposition 7.4 La fonction est définie sur le demi-plan $(z) > 0. Elle
admet un prolongement méromorphe a C dont les poles sont les éléments de
/e
Proposition 7.5 n %77°T(s) :/ sl gt

0

Démonstration. Utiliser le changement de variables t = n?mu. ]

o0 —1
Proposition 7.6 ((2s)7°T'(s) = / %ts—l dt avec O(t) = Ze—n%rt.
0

nez
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Démonstration. Sommer la formule précédente. [ ]

Lemme 7.4.1
(1) = t30(t).

Démonstration. On applique la formule sommatoire de Poisson aux transfor-

2
ozt
T

, . _ 2
meesdeFourlerdexHe”tetx>—>e\/z. ]

THEOREME 7.5 ( :
e cst méromorphe sur C,
e a un pole en 1 et c’est le seul,
e s’annule sur 7,
o s> 20(£)((s) est symétrique par rapport a l'aze R(z) = 1.

Démonstration. On a par les résultats précédents :

C(25)7 T (s) = / - %ﬁ Lt

/ t51dt+/ t51dt
0
oo@l
p— t t—S 1dt+/ tS 1dt
1
009 té‘*— t_81 O(t sl_sl
_ +0(t)t t &
1 2
o0 )—1) tS*— 51 1 1
— ) ey _ 1
1 2s—1 2s

Proposition 7.7 ( ne s’annule pas sur la droite (z) = 1.
Remarque 7.1 C’est de la qu’on déduit le :
THEOREME 7.6 DES NOMBRES PREMIERS

Card({p € Z,p < x}) ~

THEOREME 7.7 (CONJECTURE DE RIEMANN) Les zéros de ¢ sont les en-
tiers mégatifs ou ont pour partie réelle %

7.3 Généralisation

7.3.1 Fonctions L
Définition 7.3 Soit x : (Z/NZ)* — C* un morphisme de groupe.
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On définit les fonctions L par :

Lo = S5 = [T =2

Définition 7.4 (Fonction ¢ d’un corps de nombres) Soit K un corps de
nombres et N la norme associée.
On définit la fonction ¢ associée a K par :

Ck(s) = II (1=N(p)™)™"

(0)#p premier COk

THEOREME 7.8 Soit m € N* et a € Z premier avec m.
1l existe une infinité de nombres premiers congrus d a modulo m.

Démonstration. Soit A C 2.
On définit la densité de A dans & par :

- Card(AN[1,n])
n—+oo Card(P N [1,n])

et la densité analytique par :

>p

lim ped
s—1 ]n(ﬁ)

Si A est fini, sa densité et sa densité analytique sont nulles. On va montrer

que la densité analytique de A = {p € &, p=a mod m} est ﬁ > 0.
Soit x un morphisme de (Z/mZ)* — C* et fy =s+— > _ x(p)p~°.
peEP
ptm
Lemme 7.8.1
Six =1d, f(s) e In(5).

Sinon, f, est bornée au voisinage de 1.

Et ¢a permet de conclure (cf. rapport de stage). [ ]
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