Calcul différentiel ENS Rennes

TD 4 : Différentielle

Exercice 9 :
Détecteur de vecteurs propres

Soient E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, ) et u un endomorphisme symétrique
(i.e. pour tout (z,y) € E? : (u(z),y) = (z,u(y))) continu de E.

1. Montrer que 'application =z € E — (u(x),z) € R est différentiable sur E et calculer sa
différentielle.

2. On considére ’application :

v  E\{0} — R
€T —>

Etablir qu’il s’agit d'une application différentiable et calculer sa différentielle. Montrer que
pour tout élément non nul a de E, dy(a) = 0 si et seulement si a est un vecteur propre de u.

Remarque : Cet exercice a été corrigé en TD, mais nous avons vu au passage toutes les idées qui
permettent de démontrer une formule pour la différentielle d’'un quotient. Soit E un espace vectoriel
normé, f: E— R et g: E — R* deux applications différentiables. Alors 'application

x
P i@

9 9(x)
est différentiable, et pour tout = € F,

f _ g@)df (z) — f(x)dg(x)
¢ <g> (=)= g(x)?

Attention, il faut bien comprendre que c’est une égalité dans L.(F,R). Pour montrer ce résultat, on
utilise le théoréme des fonctions composées en introduisant les deux applications :

F : F — R x R*
z = (f(x),9(x))
et
h : RxR* - R
(z,y) = %

Alors g = ho F et il ne reste qu’a calculer les différentielles de F' et h pour conclure.

Exercice 16 :
Calcul concret de dérivées partielles

Etudier la continuité puis I’existence et la continuité des dérivées partielles premiéres de f: R? —
R définie par

2 2n 2 2 i
f(x’y):{a:y} (@ +9?) st (x.) # (0.0)
0 sinon

Correction :



— Pour tout (z,y) € R?, on a
(@2 + 42)? = ot + 2022 + ¢t > 222
donc pour tout (z,y) € R?\ {0},

1
|f(z,y)| = 2*y*| In(z® + y?)| < = (2® + ¥*)*|In(z* + y*)] — O
2 I(zw)l|—0

car tIn(t) — 0 lorsque t — 0F. Ainsi, f est continue en (0,0).

— FEn dehors de (0,0), f admet des dérivées partielles par rapport a chacune des variables, et on
peut les calculer : pour tout (x,y) € R?\ {0},

2z ?
92T ( 2 2 2,2 9,2 2, ,2
o1 f(z,y) = 2zy” In(z” + y*) + 2%y Ry = 2zy (111(3: +y )+x2+y2>
et
021 (r.) = 207 e +9) + 0% 5y = 2% (e 4 9) + L) = 0170y,
r,y) =2x"yln(z T =2z n(x = )T
b f (2, y y y VT e y V)t E L f(y

Remarque : on peut aussi montrer que 0o f(x,y) = O1f(y,x) en utilisant la question 2 de
Uexercice 6 et le fait que f est symétrique.

— Passons a la question de 'existence des dérivées partielles en (0,0). Pour tout t € R\ {0}, on a

FU0.0) +4(1,0)) = F(0,0) _ J(t0) _
t t t—0

Ainsi, 01 f(0,0) existe et est égale 4 0. Par symétrie de f on a aussi

t t—0

donc 05 f(0,0) existe et est égale & 0. Ainsi, nous avons montré que f admettait des dérivées
partielles par rapport aux deux coordonnées en tout point de R?.

— FEtudions la continuité des dérivées partielles.
of : R? — R
(:E,y) = alf(xay)

est clairement continue sur R? \ {0} car elle s’écrit comme une composée de fontions continues.
Tl nous reste & étudier la continuité en (0,0). Or pour tout (z,y) € R%\ {0}, on a
2+ y?

2

|01 f(z, )] = |22y* In(2? + y?) + 2?y? < yl(@® + y?) In(2® + y?) + |z

z? +y?
car 2|ry| < 22 + y2. En utilisant & nouveau le fait que ¢1In(¢) — 0 lorsque ¢ — 07, on en déduit
que |01 f(x,y)| tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0) dans R2. Ainsi, 9 f est continue sur
R?2. De plus, comme 02 f(z,y) = 01 f(y, ), la deuxiéme dérivée partielle est également continue
sur R2.

Conclusion : nous avons montré que les deux dérivées partielles existaient et étaient continues sur
tout R2, donc f est de classe C' sur R2.

Exercice 19 :
Différentiable ?

On considére f: R? — R définie par

fz,y) = {?ﬂi’z) si (z,y) # (0,0)

0 sinon

1. Montrer que f est continue.




2. f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) 7
3. f est-elle différentiable en (0,0)?

Correction : On note ||.|| la norme euclidienne sur R2.

1. Pour tout (z,y) € R?\ {0}, on a

2l sin(?)] __aly?
Flay)| = E I < T

car pour tout ¢t € R, |sin(t)| < |¢|. De plus, |z||y| < ””2”592, donc

Yl
f x,y < a
7@ )l 2 ||(zy)l|—0

Ceci montre la continuité de f en (0,0), et sa continuité partout ailleurs est claire.
2. Pour tout t € R*,
f((070)+t(170)) —f(0,0) f(t,()) —f(0,0)

t t t—0

donc 91 f(0,0) existe et vaut 0. De méme,

f(O,t) B f(OvO)
t

=0

pour tout t # 0, donc d2f(0,0) = 0.

3. Si f était différentiable en (0,0), alors on aurait
F(a,) = £(0,0) +ad4 £(0,0) + b(0,0) + o [0, D))
= o([[(a,0)]])
lorsque |[|(a,b)|| tend vers 0. Or pour t € R*,

f@0l  Jellsin@)] g2 1 440
IO (2 +2)VE2 +12 120 262¢/2[t]  2v/2

Donc f(t,t) n’est pas négligeable devant ||(¢, )| lorsque ¢ tend vers 0. Ainsi, f n’est pas
différentiable en (0,0).

Exercice 23 :
Lemme d’Hadamard

Soit © un ouvert convexe de R™ contenant 0 et soit f € C*(Q2,R). On suppose que f(0) = 0 et
df(0) = 0.

1. Montrer qu’il existe des fonctions g; ; € C*(Q,R), pour 4,5 € {1,...,n}, telles que :

VeeQ, f(x)= Z ;65 (x).

1,j=1

2. Généraliser.

Indication : Comme dans 'exercice 9 de la feuille de TD 3, qui s’appelait déja lemme d’Hadamard,
on peut utiliser la formule de Taylor avec reste intégral et le théoréme de régularité sous l'intégrale.



