Lecon 107 Représentations et caractéres d’un groupe
fini sur un C-espace vectoriel, exemples

Dorian Cacitti-Holland
2020-2021

Reéférences.
1. Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi
2. L’algebre discrete de la transformation de Fourier de Gabriel Peyré
3. Eléments d’algebre et d’analyse de Pierre Colmez

4. Représentations linéaires des groupes finis de Jean-Pierre Serre

Développements.
1. Théoréme de structure des groupes abéliens finis

2. [Table des caractéres de Sy

Table des matiéres

[1 Représentations linéaires d’un groupe fini|

[1.2  Sous-représentations et représentations irréductibles|
(1.3 G-morphismes| . . . . . . . . ...
(1.4 Lemme de Schur et théoréme de décomposition de Maschkel. . . . . . . . ..

2 Caracteéres linéaires d’un groupe fini en dimension finie|
2.1 Deéhnitions et premiéres propriétés/. . . . . . . . . . ...
2.2 Espace CY, fonctions centrales et orthogonalité] . . . . ... ... ... ...

(3 Etudier un groupe a partir de ses caracteres|
[3.1 Cas des groupes abéliens finis|

U W w N NN

[N


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/Abeliens.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/Caracteres.pdf

1 Représentations linéaires d’un groupe fini

1.1 Définition

(Chapitre 6.1 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére G un groupe fini.

1. Définition : Soit V' un C-espace vectoriel et p : G — GL(V), alors on dit que (p,V)
est une représentation linéaire si p est un morphisme de groupes, dans ce cas on dit
que V est un G-module

2. Exemple : p(g) = idy définit une représentation dite triviale
3. Définition : Soit (p, V') une représentation de V', alors le degré de (p, V') est dim(V')

4. Remarque : Si dim (V) < +o0o et b base de V" alors une représentation p : G — GL(V)
revient & se donner un morphisme de groupes G — G L, (C)

5. Remarque : Se donner une représentation p : G — GL(V) revient a se donner une
action a gauche (g,2) e G XV — gxz €V

6. Proposition : Soit (p;, V;)1<i<p est une famille de représentations de G, alors (p, V') est
P p P

une représentation de G avec V = @V, et Vg € G,Vz = > € V,p(g)(x) = >_pi(g)(x;)
‘ i=1 i=1

i=1
7. Corollaire : Dans ce cas, si dim(V;) < +oco alors dim (V) < 400 et si b; est une base de V;
alors b = (by, ..., b.) est une base V et Vg € G, Maty(p(g)) = diag(Maty, (p1(g)), ..., Maty,(p(g)))
8. Définition : Soit (p, V') une représentation, alors son noyau est ker(p) = {g € G, p(g) =
idy}
9. Définition : On dit qu’une représentation (p, V') est fidéle si ker(p) = {1}

10. Exemple : Si |G| = n = dim(V) < 400 et (ex)ree base de V alors la représentation
réguliere définie par V(g, k) € G2, p(g)(ex) = egr, appelé représentation réguliére, est
fideéle

1.2 Sous-représentations et représentations irréductibles

(Chapitre 6.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

On considére (p, V') une représentation de G.

1. Définition : On dit qu’un sous-espace F' de V' est G-invariant si Vg € G, p(g)(F) C F
2. Exemple : {0} et V sont G-invariants

3. Remarque : Si dim(V') < 400 et F' G-invariant alors Vg € G, p(g)(F') = F car p(g) €
GL(V), ainsi (p/®F) F) est une représentation induite de G

4. Définition : V¢ = {x € V,Vg € G, p(g)(x) = x} est Pensemble des points fixes de V'
sous l'action de G

5. Proposition : V& est un sous-espace vectoriel de V' G-invariant

6. Définition : On dit que (p,V) est irréductible (ou simple) si £ # {0} et les seuls
sous-espaces G-invariants sont {0} et V'

7. Exemple : Si |G| = dim(V) = n < 400 alors la représentation réguliére n’est pas

irréductible car Vect | > ey | est G-invariant
keG



1.3

G-morphismes

(Chapitre 6.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

Définition : Soit (p1, V1) et (pa, V2) deux représentations de G, alors on dit que u €
L(E, F) est un G-morphisme si Vg € G,uo p1(g) = p2(g) ou

Définition : Si de plus u est bijective alors on dit que u est un G-isomorphisme, dans
ce cas on dit que (p1, V1) et (p2, V5) sont isomorphes

Remarque : Dans ce cas, si dim(Vy) = dim(Vy) = n alors (p1, V1) et (pa, V) sont
isomorphes si et seulement si pour toute base b; de V] et by de V5, il existe P € GL,(K)
tel que Vg € G, Maty, (p1(g)) = PMaty,(p2(g))P~?

4. Définition : On note Lg(Vi, V,) I'ensemble des G-morphismes de V; dans V5

Remarque : Lg(Vi, Va) est un sous-espace vectoriel de L(Vy, Va)

Proposition : L’application 7 : ¢ € G —— [u € L(V4,Va) — pa(g) cuo pi(g) €
L(V1,V4)] € GL(L(V4, V3)) est une représentation de G dans L(V;, V)

Remarque : Si Vj et V4 sont de dimension finie alors (7, L(V}, V3)) est de degré dim/(Vy)dim(Vs) =
deg(p1, Vi)deg(pa, V2)

8. Corollaire : L’espace des points fixes de (7, L(E, F)) est L(V1,V5)¢ = Lg(Vi, V5)

1.4

Proposition : Soit u € Lg(Vi, V), alors ker(u) est G-invariant dans V; et Im(u) est
G-invariant dans V5

Lemme de Schur et théoréme de décomposition de Maschke

(Chapitre 6.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

Lemme de Schur : Soit (p1, Vi) et (p2, V2) sont irréductibles, alors :

(a) Si Vi et V3 ne sont pas G-isomorphes alors Lg(Vi, Va) = {0}

(b) Si E et F sont G-isomorphes et de dimension finie alors dim(Lg(E, F)) = 1, en

particulier Lg(F, F) est un corps
Théoréme : Soit (p1, V1) et (p2, V2) deux représentations de G, u € L(Vy,V3) et 4 =
& 2o p2(g) ouwopi(g™!), alors :
geG

— Si (p1, V1) et (p2, Vo) sont irréductibles non G-isomorphes alors 4 = 0

— Si (p1, V1) = (p2, Va) Zr)réductible de degré fini alors 4 = diz(&)
tr(u

dim (V1)

Lemme : Soit (p, V') représentation de GG, W un sous-espace vectoriel G-invariant de V'

et m € End(V) le projecteur d’image W, alors 7 = ﬁ Soplg)omop(g™) € La(V,V)
geG

idy,, ie 4 est ’homo-

thétie de rapport

est un projecteur d’image F et il existe W/ un sous-espace vectoriel G-invariant de V'
tel que V=W g W’

Théoréme de Machske : Soit (p, V') représentation de degré fini de G, alors (p, V)
est somme directe de sous-représentations irréducitbles, ie il existe des sous-espaces

p
vectoriels V; G-invariants de V' tel que V = @V;

=1



2 Caractéres linéaires d’un groupe fini en dimension finie

2.1

Définitions et premiéres propriétés

(Chapitres 6.3 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et VIII.2.2 de L’algébre
discréte de la transformation de Fourier de Gabriel Peyré)

1.

Définition : Soit (p, V') une représentation de G, alors le caractére associé a (p, V') est
I'application x : g € G — tr(p(g))

Définition : On dit que x est un caractére s'il existe une représentation (p, V) de G
telle que y soit le caractére associée a (p, V')

3. Exemple : Le caractére de la représentation triviale est x : g € G —— dim(V') € C

4. Théoréme : Soit y caractére d’une représentation (p, V'), alors :

© N>

2.2

— x(1) =deg(p, V) = dim(V)

— x est constante sur chaque classe de conjugaison, ie V(g,h) € G* x(ghg™) = x(h)

— Si (p, V) est somme directe de représentations alors x est somme des caractéres
correspondants

Application : Les sous-groupes distingués de G sont exactement les intersections de
noyaux de caractéres irréductibles

Théoréme : Deux représentations G-isomorphes ont le méme caractére associé
Proposition : Si g € G d’ordre r alors x(g) est somme de n racines r-iémes de 'unité

Proposition : Si g € G alors x(g7') = x(9) et |x(9)| < x(1) = dim(V)
Proposition : ker(p) = {g € G, x(9) = x(1) = dim(V)}

Espace C%, fonctions centrales et orthogonalité

(Chapitres 6.3 et 6.4 d’Algébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

Définition : C% est I’espace vectoriel des applications de G dans C

2. Remarque : dim(C%) = |G|

. Définition : V(u,v) € C%, (u,v) = ﬁZu(g)u(g_l) = > u(g)u(g) définit une forme

geG geG
bilinéaire sur C¢
Lemme : Cette forme bilinéaire est symétrique et non dégénérée sur CY, ainsi il s’agit
dun produit sclaire hermition sur C¢

Théoréme : Soit (V4, p1) et (Va, p2) sont deux représentations de G, alors :

— Xr = EXZ

— (X1, x2) = dim(Lg(V1,V2)) €N

— Si V3 # {0} alors (x1, x2) € N*

— Si (p1, V1) et (p2, Vo) sont irréductibles alors (1, x2) > 1 si et seulement si (py, V4)
et (p2, Vo) sont G-isomorphes si et seulement si x1 = x2

6. Remarque : Soit (p, V) irréductible, alors (x, x) =1

7. Théoréme : Les caracteéres irréductibles sont orthonormaux pour ce produit scalaire

4



10.
11.

12.

13.

2.3

Théoreme : Si xi, ..., Xp sont des caracteres irréductibles distincts de G alors il sont
linéairement indépendants, et particulier p < dim(C%) = |G|
Définition : On dit que ¢ € CY est centrale si ¢ est constante sur les classes de

conjugaisons de G, ie V(g, h) € G2, ¢o(gh) = ©(hg), on note H leur sous-espace vectoriel
de C¢

Exemple : Les caractéres sont des fonctions centrales

Remarque : H est muni du produit hermitien défini par V(p,v) € H? (p,¢) =

el ;Gso(g)w(g)

Lemme : Soit ¢ € H et (p, V) une représentation de G, alors p, = \_(1?| S (g Yplg) :
geG

V' — V est un G-morphisme de (p, V)

Proposition : Dans ce cas, si (p,V) est irréductible alors p, est une homothétie de

(e:x)
dim(V)

rapprt

Base orthonormale des fonctions centrales

(Chapitre 6.4 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

Théoréme : Les caractéres irréductibles de G forment une base orthonormée de H et
leur nombre est p := |Irr(G)| = dim(H) = |Cl(G)]

Définition : On note xi, ..., X, les caractéres irréductibles de G et g1, ..., g, les classes
de conjugaisons de GG

Théoréme : Si (4,7) € [1,p] alors :

- p
— Sti=jalors ¥ xi(9)x;(9) = Gl et Y xa(9:)xulgy) = 12
geG k=1
R p
— Sii#jalors 3 xi(g9)x;(9) =0 et > xx(gi)xx(g;) =0
geG k=1
p
Corollaire : > (dim(V},))? = |G|
=1

Corollaire : Soit (p, V') est une représentation irréductible de G, alors il existe i € [1, p]
tel que (p,V') et (p;, V;) soient isomorphes

Théoréme : Soit (p, V') et (p/, V') deux représentations de G décomposées en somme

’

directes de représentations irréductibles (p,V) = @(7, Vi) et (o', V') = D(7},V)),
i=1 j=1

alors les assertions suivantes sont équivalentes :
— Les représentations (p, V) et (o', V') sont G-isomorphes

- Xp = Xy
— m =m'et il existe 0 € S, tel que pour tout j € [1,m], (77, V]) et (75(;), Vo(j)) sont
G-isomorphes

p
Corollaire : Soit y caractére de G, alors il existe (my, ...,m,) € NP tel que x = > m;x;
i=1

Corollaire : Soit x caractére de G, alors x est irréductible si et seulement si (x, x) = 1
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3 Etudier un groupe a partir de ses caractéres

3.1

Cas des groupes abéliens finis

(Chapitres 1.2 de L’algebre discréte de la transformation de Fourier de Gabriel Peyré, 6.5
d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et 1.2 de Eléménts d’analyse et d’algébre
de Pierre Colmez)

On considére G un groupe abélien.

1. Théoréme : GG abélien si et seulement si tout caractére irréductible est de degré 1

Remarque : Il est donc normal d’étudier les morphismes de groupes x : G — C*
appelés caractéres, on note G leur groupe appelé groupe dual de G

Lemme : G et G sont isomorphes

4. Lemme : Il existe g € G d’ordre o(g) = N(G) avec N(G) := PPCM(o(h),h € G)

Iexposant de G

5. Proposition : G et G ont le méme exposant

3.2

Théoréme de structure des groupes abéliens finis : G ~ Z/diZ x ... X Z/d,Z avec
dit1 | d;

Tables de caractéres

(Chapitres VIIL.1.2 et VIII.1.4 de L’algébre discréte de la transformation de Fourier de
Gabriel Peyré)

1.

Définition : La table de caractéres de GG est le tableau avec en colonne les classes de
conjugaison de G et en ligne les caractéres irréductibles, il s’agit d’un tableau carré

Proposition : Si G est cyclique engendré par go alors GG est abélien et ses caractéres
2imk

irréductibles sont de la forme x(g) = x(g§) = e »

Corollaire : La table de caractére de G cyclique est une matrice de Vandermonde associé
a une racine n-iéme primitive de 1'unité

. Proposition : |[Irr(Sy)| = |Cl(Sy)| = 5 avec |Cl(id)| = 1,|Cl(ij)| = 6,|Cl(ijk)| =

8, |CU(ig) (kD) = 3, |CL(ijkD)| = 6

5. Remarque : La représentation triviale (1, C) est irréductible et Vo € Sy, x1(0) =1
6. Proposition : La représentation alternée € : 0 € Sy — ¢(0) € {—1,1} C C* ~ GL(C)

est irréductible

Proposition : f : u € Isom(T) — ujga,B,c,p} € Sia,B,c,py = Si, avec T' = ABCD le
tétraédre régulier de R?, est un isomorphisme de groupes

8. Corollaire : p=io f~!: S, — Isom(T) C GL(C?) représentation irréductible de S,

10.
11.

. Proposition : f : u € Isom™(C) — upp € Sp ~ Sy, avec C = ABCDA'B'C'D" et D

I’ensemble des quatre grandes diagonales de C', est un isomorphisme de groupes
Corollaire : p=1io0 f~1: Sy — Isom™ (C') C GL(C?) représentation irréductible de Sy

Application : On en déduit la table des caractéres irréductibles de Sy, ses sous-groupes
distingués et sa non abélienité
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