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1 Point de vue groupe

1.1

Lien avec les groupes cycliques

(Chapitres 10.1, 10.2, 1.4 et 1.5 d’Algeébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére n € Z et G un groupe.

1. Définition : Soit a,b € Z, alors on dit que a = b[n]sin|a—0b

© N oo

10.
11.

12.

13.

14.
15.

1.2

Proposition : La relation de congruence module n est une relation d’équivalence sur 7Z,
on note les classes @ = a + nZ et Z/nZ 'ensemble quotient des classes

. Corollaire : Z/nZ est un groupe pour @ +b = a + b

. Théoréme : Les générateurs de Z/nZ sont de la forme k avec k € [1,n — 1] premier

avec n

Exemple : Les générateurs de Z/87Z sont 1,3,5,7

Définition : L’indicatrice d’Euler est ¢(n) le nombre de générateurs de Z/nZ
Exemple : Si n = p premier alors p(n) =n —1

Définition : On dit que G est monogeéne s’il existe g € G tel que G = (g), si de plus G
est fini alors on dit que G est cyclique

Exemple : Le groupe U, des racines n-iemes de I'unité est un groupe cyclique d’ordre
n

Proposition : Si G cyclique d’ordre n alors G ~ Z/nZ

Corollaire : Si G = (g) cyclique d’ordre n alors les générateurs de G sont les g* ou
k € [1,n — 1] premier avec n

Théoréme : Si G de cardinal premier p alors il existe g € G\{1} d’ordre p et k + pZ €
7./pZ — g* € G est isomorphisme de groupes, donc G est cyclique

Théoréme : Les sous-groupes de Z/nZ sont cycliques d’ordre qui divise n, réciproque-
ment pour tout diviseur d de n il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d il
s'agit de H = (a) = {0,a, ..., (d — 1)a} avec ¢ = 2

Théoréme : Les sous-groupes de Z/nZ sont tous cycliques d’ordre divisant n

Corollaire : Pour tout d | n, il existe un unique sous-groupe d’ordre d de Z/nZ, il s’agit

de (27)

Caractéres de Z/nZ et groupes abéliens finis

(Chapitres 1.5 et 1.9 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi, 0.3.2 et 1.2.5
de Eléments d’analyse et d’algébre de Pierre Colmez et VIII.1 de L’algébre discréte de la
transformation de Fourier de Gabriel Peyré)

On considére un groupe abélien fini G.

1.

Théoréme : Un groupe abélien si et seulement si toutes ses représentations irréductibles
sont de degré 1

Théoréme : La table de caractéres de Z/nZ est une matrice de Vandermonde associée
a une racine n-iéme primitive de l'unité et ses puissances successives
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Définition : L’exposant de G est 'entier N(G) = PPCM (o(g),g € G)

4. Exemple : Si G = Z/9Z alors N(G) = 3

Définition : Un caractere de G est un morphisme de groupe de G dans C*, et on note
G 'ensemble des caractéres sur G

Exemple : Le morphisme g € G —— 1 € C* est la caractére trivial

. Proposition : Soit H sous-groupe de G et x caractére de H, alors y peut se prolonger

en un caractére sur GG

8. Lemme : G est un groupe et G et G sont isomorphismes

9. Proposition : G et G ont le méme exposant

10.
11.

Théoréme : 11 existe g € G d’ordre N(G)
Théoréme de structure des groupes abéliens finis : G ~ Z/d1Z x ...Z/d, 7 avec d; 4 | d;

2 Point de vue anneau

2.1

Propriétés

(Chapitres 10.2 et 11.5 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

SR

Théoréme : Z/nZ est un anneau avec @ X b = ab

Corollaire : 7 : Z — Z/nZ est un morphisme d’anneaux

Définition : (Z/nZ)* est le groupe multiplicatif des éléments inversibles de Z/nZ
Exemple : (Z/3Z)* = {1,2} ~ Z/27Z

Théoréme : Soit a € Z, alors @ € (Z/nZ)* si et seulement si a An =1 si et seulement
si @ est générateur de (Z/nZ,+)

6. Théoréme d’Euler : Soit a € Z premier avec n, alors a?™ = 1[n]

7. Corollaire : Théoréme de Fermat : Soit p € N premier et a € Z premier avec p, alors

aP~t = 1[p], donc pour b € Z, b = b[p]

8. Théoréme : n est premier si et seulement si Z/nZ est un corps

9. Exemple : Z /77 est un corps mais pas Z/97Z

2.2

Cyclicité du groupe des inversibles (Z/p“Z)*

(Chapitre 10.5 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

Soit p € P.

1. Lemme : Soit d divisant p — 1, alors il y a ¢(d) éléments d’ordre d dans (Z/pZ)*

2. Théoréme : (Z/pZ)* est cyclique

3. Exemple : (Z/5Z)* ~ Z/AZ

4. Théoréme : Si p impair, soit « € [2, +oo[, alors (Z/p*Z)* est cyclique

5. Corollaire : Soit n € N*, alors (Z/nZ)* est cyclique si et seulement si n = 2,4, p®, 2p*

avec p € P impair et a € N*



2.3 Restes chinois et systémes de congruence
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x
. Exemple : Le systéme ¢
x

(Chapitre 8.3 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1. Lemme : Soit aq, ..., a, éléments deux a deux premiers entre eux dans Z et pour tout &

;
dans [1,7], bx := []a; alors les by, ..., b, sont premiers entre eux dans leur ensemble
itk

i=1

. Théoréme des restes chinois : Avec les notations du lemme précédent, en notant de

plus a := ﬁak et les surjections canoniques 7 : Z — Z/aZ et wy : L — L]/ayZ
k=1
Z — Z]aZ X .. xZL]a,Z
— (71'1(55'),....,71}(.%))
d’anneaux surjectif, en particulier ¢ induit un isomorphisme d’anneaux
_ ZJdZ — Z]mZ X ..xZL]a,Z
' w() — (mi(e), ()
Z]aZ x ..2]a, L. — Z]aZ
——1

Y (@), e () — w(kilxkukbk) avec (u1; ...

pour k € [1,r], 'application ¢ : est un morphisme

d’inverse

Jup) € Z7 tel que 1 =

> urby,
k=1
L . . r = aln] .
. Application : On considére le systéme de congruences v = bm d’inconnue z € 7Z

et de paramétres (a,b,n,m) € Z* avec n et m premiers entre eux, alors il existe une
solution x € Z (unique modulo nm) de ce systéme

2[4]

3[5] a pour ensemble de solutions {838+ 180k, k € Z}
1[9]

car on a la relation de Bézout entre 4,5 et 9: 1 =1Xx5x9+11x4x9—-22x4 x5

Point de vue corps

3.1 Résidu quadratique modulo p

(Chapitres 13.6 et 13.7 d’Algébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi, I11.2.d du

Cours d’algebre de Daniel Perrin et V.C de Histoires hédonistes de groupes et de géométries
de Caldero et Germoni)

Soit p premier et [, = Z/pZ.
1. Théoréme : Il existe ’%1 carrés et ’%1 non carrés dans F,

. Théoréme de caractérisation des carrés : Si p > 2 premier, soit x € ), alors x est un

, . . p—1
carré dans IF; si et seulement si x 2 =1

3. Corollaire : —1 est un carré dans [, si et seulement si p = 1[4]

4. Application : Il existe une infinité de nombre premiers p = 1[4]



10.

11.

12.
13.

3.2

Définition : On dit que a non multple de p est un résidu quadratique modulo p si @ est

un carré dans [y et on note (%) = 1 si a est résidu quadratique et (%) = —1 sinon,

appelé symbole de Legendre

Exemple : 4> = 1[5], donc 4 est un résidu quadratique modulo 5

o . . * p—1 _ a * a
Proposition : Soit a € F,, alors 'z = (1—?> [p] et a € F} — (5) € {—1,1} est

I"unique morphisme de groupes non trivial

Exemple : 27 =2 —4= —1[5], donc 2 n’est pas un résidu quadratique modulo 5
Corollaire : i n = +][p{" alors (2) = (1) [T (&)
i=1 i=1

P21

Proposition : <%> =(-1)"=
Lemme : Soit a € F}, alors [{z € Fp,az” = 1}| =1+ <%>
Théoréme : Loi de réciprocité quadratique : (g) <%> = (—1)%%71

219

383) = 1 donc 219 est un résidu quadratique modulo 383

Exemple : (

Construction des corps finis

(Chapitres 13.4 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi, I11.2.b du Cours d’al-
gébre de Daniel Perrin et 4.3 de Extensions de corps de Josette Calais)
On considére g = p" avec p € N premier.

1.

Définition : On note U,(p) 'ensemble des polynomes unitaires irréductibles de degré n

dans F,[X] et I,(p) = |Un(p)|

Proposition : Soit P € U,(p), alors F,[X]/(P) est un [F,-espace vectoriel de dimension
n et est un corps de cardinal ¢ = p"

Exemple : VA € F,, X — X € U;(p) donc I;(p) = p et tous ces corps F,[X]/(X — \) sont
isomorphes a F,

Exemple : Comme P = X2 + AX + p est irréductible si et seulement si sans racines,
Ly(p) = 2l

. Lemme : En notant P, = X?" — X = X9 — X, tout diviseur irréductible de P, dans

[F,[X] est de degré divisant n, réciproquement pour tout diviseur d de n, tout polynoéme
P € U,(d) divise P,

Théoréme : P, est sans facteur carré dans F,[X] et on a la décomposition en irréduc-

tibles P, =] [ P

dinPeUy(p)
Théoréme : A isomorphisme preés, il existe un unique corps a ¢ = p" éléments, on le
note I, il s’agit de F,[X]/(P) avec P € U,(p), et du corps de décomposition de P,
sur [F,,

Exemple : Fy = Z/27Z,F, = Fy[X] /(X% + 1)



3.3 Irréductibilité de polynémes
(Chapitres I1.4.a et 111.3 du Cours d’Algebre de Daniel Perrin et 2.2 d’Algébre de Xavier
Gourdon)
1. Lemme : Soit P,Q € Z[X], P,Q € Z/ pZ[X] leurs images par la surjection canonique
prolongée et p € N premier, si P | @ alors P | Q
2. Théoréme : Critére d’irréductibilité d’Eisenstein : Soit P = a, X" +...+ag € Z[X] et p
premier tels que p ne divise pas a,, Vi € [0,n —1],p | a; et p* ne divise pas ay, alors P
est irréductible dans Q[X], si de plus P est primitif alors P est irréductible dans Z[X|
3. Exemple : X* 4 15X + 10 est irréductible

4. Exemple : P = XP~! + .+ X + 1 est irréductible car P(X + 1) vérifie le critére

précédent

Théoreéme : Critere d’irréductibilité modulo p : Soit p premier, P € Z[X] et P c
Z./pZ[X] sa réduction modulo p, si @, # 0 et P est irréductible sur Z/pZ, alors P est
irréductible sur 7Z

6. Exemple : X? — X — 1 est irréductible sur [F, donc sur Z

7. Remarque : La réciproque est fausse, par exemple P = X2 — 2X — 1 est irréductible

dans Z[X| mais réductible dans Fy[X]



	Point de vue groupe
	Lien avec les groupes cycliques
	Caractères de Z/nZ et groupes abéliens finis

	Point de vue anneau
	Propriétés
	Cyclicité du groupe des inversibles (Z/pZ)
	Restes chinois et systèmes de congruence

	Point de vue corps
	Résidu quadratique modulo p
	Construction des corps finis
	Irréductibilité de polynômes


