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1 La primalité dans un anneau

On considére un anneau A unitaire commutatif.

1.1

Les idéaux principaux

(Chapitres 7.5 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi, I1.1 du Cours d’algebre
de Daniel Perrin)
On considére un idéal I de notre anneau A.

1.

Définition : On dit que [ est principal s’il est engendré par un élément de A, ie s’il
existe a € A tel que I = (a) = aA

Exemple : Tous les ideaux de Z sont principaux

3. Remarque : Tous les idéaux d’un anneau ne sont pas principaux

4. Exemple : L’idéal I = (2,X) de l'anneau Z[X] n’est pas principal (Exercice 8.5.4

d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

5. Deéfinition : On dit que I est un idéal premier si V(a,b) € A2, abe [ =a€loubel

6. Exemple : L’idéal {0} est premier si seulement si A est intégre
7. Définition : On dit que I est un idéal maximal si I # A et pour tout idéal J de A tel

10.

11.

12.

1.2

que I C J,on ait J =1

Théoréme : Si A intégre alors :
— I est maximal dans A si et seulement si A/ est un corps
— [ est premier dans A si et seulement si A/ est un anneau intégre

Corollaire : Si I maximal et A intégre alors I est premier dans A, mais la réciproque
est fausse en général

Exemple : {0} x Z est un idéal premier non maximal de Z x Z (Exemple 3.24 des
Contre-exemples en mathématiques de Bertrand Hauchecorne)

Proposition : Soit p € A avec A intégre, alors p est premier si et seulement si 'idéal
(p) est premier

Corollaire : Soit p € A avec A intégre tel que (p) soit maximal alors p est irréductible

Anneaux principaux

(Chapitres 8.1 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et 11.3 du Cours d’al-
gébre de Daniel Perrin)

1.

Définition : On dit que A est un anneau principal s’il est intégre et si tout idéal de A
est principal

Exemple : Un corps est un anneau principal (Exerice 7.7.2 d’Algébre et géométrie de
Jean-Etienne Rombaldi)

3. Exemple : Les anneaux Z et K[X], pour K un corps, sont principaux

4. Proposition : Soit p € A\({0} U A¥), alors les assertions suivantes sont équivalentes :



— L’idéal (p) est premier
— p est premier

— p est irréductible

— L’idéal (p) est maximal.

5. Remarque : Cette proposition est utile pour montrer quun anneau n’est pas principal
en mettant en défaut 1'une des assertions

6. Exemple : Soit n > 3, alors Z[i\/n] n’est pas principal car 2 est irréductible non premier

1.3 Cas particulier des anneaux euclidiens
(Chapitres 9.1 et 9.5 d’Algébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1. Définition : On dit que A est un anneau euclidien s’il est intégre et s’il existe une applica-

3 . 2 a = bq+7”
tion ¢ : A\{0} — N telle que V(a,b) € AxA\{0},3(q,r) € A%, { r =0 ou o(r) < o(b)

2. Théoréme : Si A est un anneau euclidien alors A est un anneau principal, plus pré-

cisément pour tout idéal I de A non réduit a 0, I = (ag) avec ap € A tel que
ap) = min p(a).
Plao) = min p(a)
3. Remarque : La réciproque est fausse, un anneau principal est non nécessairement eu-
clidien

4. Exemple : Pour w = %ﬁ, I'anneau Z[w] = {a + bw, (a,b) € Z*} est prinipal et non
euclidien

2 L’arithmétique dans un anneau principal

2.1 L’existence de plus grand commun diviseur

(Chapitres 8.2 et 9.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et 11.3 du Cours
d’algebre de Daniel Perrin)

1. Définition : Soit (a,b) € A2, on dit que a et b admettent un plus grand commun diviseur
(PGCD) s'il existe d € A\{0} tel que d | a,d | b,Vd'" € A\{0},[d’ | a,d' |b] = d'|d

2. Remarque : On peut définir la méme notion pour une famille d’éléments (a4, ..., a,) €
(A\{0})" : on dit que ay,...,a, admettent un PGCD s’il existe d € A\{0} tel que
VE e [1,r],d | ax et Vd' € A\{0}, [Vk € [1,7],d' | ax] = d' | d

3. Théoréme : Soit a et b dans A principal, alors a et b admettent un PGCD, plus préci-
sément il existe d € A\{0} PGCD de a et b tel que (a,b) = (d), en particulier il existe
(u,v) € A% tel que d = au + bv

4. Remarque : Dans le cas d’'une famille (ay,...,a,) € (A\{0})" avec A principal, les
ai,...,a, admettent un PGCD d € A\{0} et il existe (uy,...,u,) € A" tel que d =

o
Z Uk A
k=1



2.2

Remarque : Dans le cadre des anneaux euclidiens, 'algorithme d’Euclide permet de
déterminer le PGCD entre deux éléments et 'algorithme d’Euclide étendu permet
également de déterminer une relation du type d = wja; + usay (appelé relation de
Bézout)

Définition : Soit (aq, ..., a,) € A", on dit que que ay, ..., a, sont premiers entre eux dans
leur ensemble si leur PGCD est dans A*

Corollaire : Théoréme de Bézout : Soit (aq,...,a,) € A", alors ay, ..., a, sont premiers
entre eux dans leur ensemble si et seulement s'il existe (ug,...,u,) € A" tel que 1 =

zukak

k=1

Application : Lemme des noyaux : Soit K un corps, £ un K-espace vectoriel, u dans
Endk(E) et P= P,...P, € K[X] avec Py, ..., P, premiers entre eux deux a deux, alors

ker(P(u)) = kEEker(Pk(u))

La factorialité d’un anneau principal

(Chapitres 7.6 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi, I1.3 du Cours d’algebre
de Daniel Perrin)

1.

Définition : On dit que A est un anneau factoriel si A est intégre et si tout élément non
nul de A s’écrit de maniére unique comme produit d’éléments irréductibles. Autrement

dit, pour a € A\{0} :
— Il existe u € A et pq, ..., p, € A irréductibles tels que a = u [ ] px.
k=1

S
— Sia=v]]q avec v € A* et q, ..., g irréductibles, alors r = s et il existe o € S,
k=1

tel que pour tout k € [1,r], g et py(x) soient associés.
Lemme : Les assertions suivantes sont équivalentes :
— A est un anneau factoriel
— A est intégre et :

— Toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire.

— Tout élément irréductible de A est premier.

Théoréme : Un anneau principal est factoriel

Remarque : La réciproque est fausse, un anneau factoriel est non nécessairement prin-
cipal

Exemple : I’anneau Z[X] est factoriel non principal

Proposition : Les assertions suivantes sont équivalentes :

— A[X] est euclidien

— A[X] est principal

— A est un corps

Théoréme de Gauss : On suppose que A est principal, en particulier factoriel, soit
(a,b,c) € A3 tel que a | be et a et b premiers entre eux, alors a | ¢

Théoréme d’Euclide : On suppose que A est principal, en particulier factoriel, soit
(p,a,b) € A% avec p irréductible et p | ab, alors p | a ou p | b

4



2.3 Un isomorphisme entre anneaux quotients

(Chapitre 8.3 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
1. Lemme : Soit aq, ..., a, éléments deux a deux premiers entre eux dans A principal et

.
pour tout k dans [1,7], b, := []a; alors les by, ..., b, sont premiers entre eux dans leur
ik
=1
ensemble

2. Théoréme des restes chinois : Avec les notations du lemme précédent, en notant de
T

plus a := []ax et les surjections canoniques 7 : A — A/(a) et m, : A — A/(ax)

k=1
A — A/(ay) x ... x A/(a,)

— (m(z), ..., m(x))

d’anneaux surjectif, en particulier ¢ induit un isomorphisme d’anneaux

_ Af(a) — Af(a) x...x Af(ar)

pour k € [1,7], Papplication ¢ : est un morphisme

m(z) — (1), .1 (2)) d’inverse
Al(ay) x ..A/(a,) — A/(a)
__1 . ” . B
2 (m1(x1)y .oy (7)) —> 77( xkukbk> avec (u1,...,u,) € A" tel que 1 =
k=1
> ugby,
k=1
3. Application : On considére le systéme de congruences { i i Z[[Z]] d’inconnue = € 7

et de paramétres (a,b,n,m) € Z* avec n et m premiers entre eux, alors il existe une
solution x € Z (unique modulo nm) de ce systéme

x = 2[4
4. Exemple : Le systéme ¢ = = 3[5] a pour ensemble de solutions {838+ 180k, k € Z}
x = 1[9]

car on a la relation de Bézout entre 45et 9: 1 =1x5x94+11x4x9—-22x4x5

3 Les entiers d’un corps quadratique

3.1 Les entiers de Q(0)

(Chapitres 5.1, 5.2, 5.3 et 5.7 de Théorie des nombres de Daniel Duverney et 8.4.A de
Extensions de corps de Josette Calais)
On considére K un corps quadratique.

1. Définition : On dit que K est un corps quadratique si K est une extension de degré 2

de Q
2. Théoréme : 1l existe d € Z sans facteur carré tel que K = Q(v/d) avec v/d désignant
la racine carré¢ de d sid > 0 et tv/—dsid <0

3. Définition : Soit z € Q(v/d), alors on dit que z est un entier de Q(d) (ou entier
quadratique) si z est racine d’un polynoéme unitaire de degré 2 a coefficients dans Z,
et on note Ay ensemble des entiers de Q(v/d)
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Exemple : Le nombre d’or ¢ = %5 est un entier de Q(v/5), i est un entier de Q(i) et
. ;2T . .

j =¢€'% est un entier de Q(iv/3)

Définition : Soit 2 € Q(v/d), alors, comme [Q(v/d) : Q] = 2 et (1,0) est une Q-base de
Q(Vd), il existe (z,y) € Q? tel que z = z + dy, ainsi on appelle :

— Conjugué de z : Z =z — dy

— Norme de z : N(z) = 2z = 2% — dy
— Tracede z : tr(z) =2+ z =2z

2

6. Remarque : Si d < 0 alors Z est également le conjugué complexe de z € C
7. Lemme : Soit z € Q(v/d), alors z € Ay <= tr(z) € Z,N(z) € Z
8. Lemme : Soit 2 = § + §0 € Ay C Q(V/d) avec (a,b) € Z x N* premiers entre eux et

10.
11.
12.
13.

14.

3.2

(o, B) dans Z x N* premiers entre eux, alors b € {1,2}, puis :
— Sib=1alors z=a+ ad
— Sib=2alors a,a impairs, § =2 et d = 1[4].

Théoreme : On a les deux cas suivants :

— Sid=2[4] oud=3[4] alors Ay = Z + Z5 = Z[/]

— Sinon d = 1[4] alors Ay = Z + Z2 = 7 [112]

Corollaire : L’ensemble A4 est un sous-anneau de Q(9)

Théoréme : Soit z € Ay, alors z € A] <= |[N(z)| =1

Théoréme : L’anneau A_; = Z[i] (car —1 = 3[4]) est euclidien avec N comme stathme

Remarque : Plus généralement ’application norme sur A, est un stathme sur Ay si
d € {2,3,5,13,—1,—-2,-3,—7,—11}, en particulier les anneaux correspondants A,
sont euclidiens donc principaux

Application : L’équation de Mordell (pour k = 2) y? = 2% — 2 d’inconnue (z,y) € Z?
a pour uniques solutions (3,5) et (3, —5) (Exercice 5.17 de Théorie des nombres de
Daniel Duverney)

L’utilisation de ’anneau des entiers de Gauss Z[i]

(Chapitre I1.6 du Cours d’algébre de Daniel Perrin)

1.

Définition : L’anneau des entiers de Gauss est 'anneau A_; des entiers de Q(7), comme
—1 = 3[4], il s’agit de Z]i]

2. Lemme : On a Z[i]* = {-1,1,i, —i}

3. Théoréme : L’équation de Mordell (pour k& = 1) 4> = 2® — 1 admet pour une unique

X N e

solution (z,y) = (1,0)

Définition : On définit ¥ = {n € N,3(z,y) € N2, n = 22 + ¢?}
Lemme : Soit n € N, alors n = 3[4] = n ¢ &

Lemme : Soit n € N, alors n € ¥ <= 3z € Z[i],n = N(z)
Proposition : L’ensemble ¥ est stable par multiplication

Lemme : Soit p € P, alors p € X si et seulement si p n’est pas irréductible dans Z[i]



10.

11.

12.

Théoréme : Soit p € P, alors p € X2 <= p =2 ou p = 1[4]

Exemple : 41,53 et 61 sont congrus a 1 modulo 4, donc sont sommes de deux carrés,
effectivement 41 = 5% 4+ 42,53 = 7% + 22,61 = 62 + 52

Théoréme : Soit n € N, alors :

— Sin e {0,1} alorsn € &

— Sinon on décompose n en facteurs irréductibles (car Z factoriel) n = []p**™ et
peEP

ainsi n € ¥ <= Vp € P,p = 3[4] = 1,(n) € 2N
Exemple : 882 =2 x 32 x 72 € X
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