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1 Un premier lien entre un polyndme et ses racines

1.1

Racines d’un polynéme

(Chapitre 12.5 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére K un corps et P € K[X].

1.
2.

1.2

Définition : La fonction polynomiale associée a P est p:x € K — P(x)

Exemple : Si on note P = Y a, X* alors p(0) = ay
k=0

3. Proposition : P — p est un morphisme de K-algébres non injectif a priori
4.
5
6

Exemple : Si K =Fy alors P = X? — X # 0 mais p =0

. Définition : Soit a € K, alors on dit que a est racine de P si P(a) =0

. Exemple : Un polynéme constant non nul n’a pas de racines et le polynéme nul a tous

les éléments de K comme racines

Proposition : Soit a € K, alors a racine de P si et seulement si X —a | P

Relation degré-racines

(Chapitres 12.5 et 12.10 d’Algébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et Exercice
5.D.26 de Histoires hédonistes de groupes et de géométries tome 1 de Caldero et Germoni)

1.

Définition : Si P non constant, soit a € K et m € N*, alors on dit que a est racine de
multiplicité m de P si (X —a)™ | P et (X —a)™"! ne divise pas P
Théoréme : Si P non constant, soit aq,...,a, € K deux a deux distincts, alors les

assertions suivantes sont équivalentes :
— Pour tout k € [1, 7], ay est racine de P de multiplicité my,

~ Texiste Q € K[X] tel que P = Q] (X — a)™ et Vk € [1,7], Q(ax) # 0
k=1

Corollaire : Si P non constant admet r racines distinctes aq, ..., a, € K de multiplicité

T
respectives my, ..., m, alors deg(P) > > my
k=1

4. Corollaire : Si deg(P) > 1 alors P admet au plus deg(P) racines

5. Remarque : Le résultat précédent est faux si K est un anneau commutatif unitaire

6. Exemple : Si K = Z/6Z et P = 3X alors P admet 0 et 2 comme racines distinctes et

deg(P) =1

. Application : Formes de Hankel : Si P € R[X] de degré n et de racines complexes

distinctes z1, ..., z; (t < n) de multiplicités respectives my, ..., m; et s, = mix¥+..myak,

alors og = > Si+jrx; est une forme quadratique sur R”, de plus si on note
0<i,j<n—1

(p,q) = sign(og) alors le nombre de racines de P est t = p + ¢ et et le nombre de

racines réelles distinctes de P est p — ¢

Proposition : Soit @ € K[X] de degré deg(Q) < deg(P) et coicinde avec P en deg(P)+1
points distincts, alors P = Q)



9. Application : Soit aq,...,a, € K distincts et bq,...,b, € K, alors il existe un unique
polynéme L € K[X] de degré deg(L) < n — 1, appelé¢ polynome interpolateur de
Lagrange, tel que Vi € [1,n], L(a;) = b;

10. Théoréme : Si |K| = +oo alors P € K[X] — p est injectif

2 Les polynémes symétriques pour un second lien

2.1 Fonctions symétriques élémentaires

(Chapitres 2.8.5 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et 2.4.2 d’Algebre de
Xavier Gourdon)

On considére P € K[ X, ..., X,].

1. Définition : On dit que P est symétrique si Vo € Sy, P = P(Xs1), .., Xo(n))

2. Exemple : Soit k € [1,n], alors ¥, = > Xj,...X, est un polyndéme symé-

1<ig <. <ip<n
trique, appelé fonction symétrique élémentaire

3. Exemple : ¥y, = > X, %, = X5..X,,
=1

1=
n
4. Remarque : Les fonctions symétriques élémentaires vérifient [[ (X — Xi,) = X" —

k=1
S X"+ 80, X2 4 L+ (1) X+ (1)
5. Théoréme : Si P symétrique alors il existe un unique polynéome @ € K|[Xy, ..., X,| tel
que P =Q(X1,,...Xnn)
6. Exemple :Si P = X3 + YS + Zd alors P = Z:i:; - 321,32273 + 32373
7. Application : Soit P € Z[X], ay,...,q, ses racines complexes et @ € Z[X, ..., X,]
symétrique alors Q(ay, ..., a,,) € Z

p
8. Définition : Les sommes de Newton sont les polynomes S, = >~ X' € R[X}, ..., X,)]
i=1

9. Proposition : Vk € [1,n — 1], Sk — 1,51 + . + (=) 151,51 + (=1)*kS,, =0

10. Proposition : Soit p € N, alors S,y —%1 1 Spin_1+-.+(=1)"15, 1, Spr1+(—=1)"%, .5, =
0

11. Application : Tout polynéome symétrique de R[X7, ..., X,,] peut s’exprimer comme un
polynoéme en les sommes de Newton Sy, ..., S,

2.2 Relation coefficients-racines

(Chapitres 0.4.4 de Eléménts d’analyse et d’algébre de Pierre Colmez et 2.4.2 d’Algebre
de Xavier Gourdon)

n
1. Théoréme : Soit P = Y ap X* avec a, € K* de racines aq, ..., o, dans un corps conte-
k=0
nant K, alors Vi € [1,n],a,_; = (—1)'a,Xi(cv, ..., i)



n n
ire - = _On—1 . — (—1)\"r%
Corollaire : Dans ce cas, Y a; = ===t et [[a; = (=1)"2°
i=1 =1
Exemple : Si P = X3+aX?4+bX +c admet trois racines oy, as, az alors aj+as+as = —a
et sy = —c¢

n—1
Corollaire : Soit P = X" + > a; X* € A[X] unitaire de racines ay, ..., a,,, alors Vi €
i=0
[0,n—1],Zi(aq, ..., ) = (=1)'a,_; € A[X]
Application : Les entiers algébriques a € C (il existe P € Z[X| unitaire tel que P(a) =
0) forment un anneau

. Proposition : Soit P = X3 + pX + ¢ € R[X] de racins complexes «, 3,7, alors A :=

(a—=B3)*(B—7)(v—a)® = —4p® +27¢°)

7. Application : Dans ce cas, P a trois racines réelles si et seulement si A > 0

8. Exemple : Si P = X3+ X 41 alors A = —31 donc P n’admet pas trois racines réelles

3

3.1

Localisation des racines

Premiers résultats avec P’ et Kronecker

(Exercices 2.2.6 d’Algebre de Xavier Gourdon, 5.28 de Oraux X-ENS Algebre 1 et 2.5.7
d(Algebre de Xavier Gourdon)

1.

Proposition : Si P € C[X]| de degré deg(P) > 2 alors les racines de P’ appartiennent a
I’enveloppe convexe des racines de P

. Corollaire : Si P € R[X]| dont toutes ses racines sont réelles et notées oy < ... < a,

alors P’ admet n — 1 racines (3; tel que a; < 1 < g < ... < B <

Exemple: Si P = (X —1)(X—-2)(X—-3) = X?—6X?+13X —6 alors P’ = 3X?—12X+13
admet deux racines ) et 5o telles que 1 < 51 <2 < B < 3

Théoréme de Kronecker (version 1) : Si P € Z[X] unitaire de racines complexes de

modules inférieurs & 1 et P(0) # 0 alors toutes les racines de P sont des racines de
I'unité

5. Lemme : Soit o € R\Q, alors Ve € R%, [e?™* — 1| < &

6. Théoreme de Kronecker (version 2) : Si P € Z[X] unitaire de racines complexes de

3.2

modules strictement inférieurs & 1 alors P = X ou il existe k € N* tel que P | X* —1

Corollaire : Dans ce cas, P = X ou P est égale a un polynome cyclotomique ¢,,

Utilisation des matrices compagnons avec les disques de Gehr-
shgorin

(Chapitres 20.3 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et 4.2 d’Algebre de
Xaiver Gourdon et Exercice 2.5 des Oraux X-ENS Algebre 2)



n
. Définition : Si P = X" — " a; X" alors on lui associe sa matrice compagnon Cp =

k=0
0 ... 0 agp
1 . aq
: -0
0 ... 1 Qp—1

Exemple : Si P = X3 + aX? + bX + c alors Cp =

O = O
_ o O
L O

Théoréme : Les polynomes minimal et caractéristique de Cp sont égaux a P

4. Corollaire : Les racines de P sont exactement les valeurs propres de C'p avec les mémes

10.

3.3

multiplicités
Définition : Soit A € M, (C), alors on dit que A est & diagonale strictement dominante
n
siVi e [[].,TL]], ‘a”| > Z]aij\ = R;
j=1

i

. Lemme d’'Hadamard : Soit A € M, (C) a diagonale strictement dominante, alors A €

GL,(C)
Théoréme de Gehrshgorin : Soit A € M,,(C), alors Sp(A) C Lnj D(ay;, R;)
i=1

Remarque : Les D(a;;, R;) sont appelés les disques de Gehrshgorin

n—1

Corollaire : Les racines de P € C[X] sont incluses dans |J D(0, R;) U D(a,-1, R,,) avec
i=1

Vi € [[Z,HH,RZ =1+ |CLZ'_1| et Rl = |CLO|

Exemple : Si P = X3 4+ aX? + bX + c alors les racines de P sont incluses dans
D(0,|c|) U D(0,1+ |b]) U D(a,1+ |al)

Approche des racines réelles par la méthode de Newton

(Exercice 4.49 du Petit guide de calcul différentiel de Francois Rouviére)

1.

Lemme : Soit f : [c,d] C R — R de classe C? avec f(c) <0 < f(d) et f' >0, alors f

admet un admet un unique point fixe a € |¢, d[ et pour tout = € [c, d], il existe z € [a, 2]
f(z) — lf"(Z)< _ a)2

Fa) ~ 2= 2@ \®

tel que F(z) —a:=x —

. Exemple : Si p(z) = 2* — y avec y € R%, alors p est de classe C?,p(0) = —y < 0 < p(d)

pour d assez grand
Lemme : Dans ce cas il existe C' € RY tel que Vz € [¢,d], |F(z) —a| < Clz — al? et il
existe @ € RY tel que I = [a — o, a + «] soit stable par F

Théoréme : Méthode de Newton : Dans ce cas, soit xy € I, alors z, — a avec
n—-+oo

Tp41 = F<xn)



d.

6.
7.

Corollaire : Si de plus f” > 0 alors I = [a,d] est stable par F et pour tout xy € I,

(T )nen est strictement décroissante (ou constante) avec 0 < z,41 —a < C(z, —a)? et
_ ~ 1f"a) 2

Tt @ n—+00 2 f'(a) (:En a)

Exemple : Cest le cas de p(z) = 22 — y avec y € R%,

Application : Soit y € R et f(z) = 2? — y, alors la méthode de Newton permet
d’approcher /y

4 Adjonction de racines

4.1

Polynoémes irréductibles

(Chapitre 12.8 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

Définition : On dit que P # 0 est irréductible s’il est non constant et n’est divisible
qur pas les constantes non nulles ou les polynémes AP avec A € K*

. Exemple : Si P = aX + b avec a € K*,b € K alors P est irréductible, de plus

si K algébriquement clos alors les polynéomes de degré 1 sont les seuls polyndmes
irréductibles

Théoréme de d’Alembert-Gauss : C est algébriquement clos, autrement dit si P € C[X]
non constant alors P admet une racine dans C

4. Proposition : Les polynomes cyclotomiqes ¢,, € Z[X] sont irréductibles

5. Proposition : Un polynome de degré 1,2 ou 3 est réductible dans K [X] si et seulement

4.2

s’il admet au moins une racine dans K

. Théoréeme d’Euclide : Si P irréductible et P | [[ Ax avec Ay, ..., A, € K[X] alors P
k=1

divise 'un des Ay,

Théoréme : P se décompose en produit de polynémes irréductibles et une telle décom-
position est unique a l'ordre et constante multiplicative pres

Corollaire : L’ensemble des polynémes unitaires irréductibles de K[X] est infini

Corps de rupture et de décomposition

(Chapitres 2.3.A et 2.3.C de Extensions de corps de Josette Calais, 13.2 d’Algebre et
géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et I11.1.c et I11.2.b du Cours d’algeébre de Daniel Perrin)

1.

Définition : Si P irréductible, soit L extension de K, alors on dit que L est un corps
de rupture de P sur K si L est une extension monogéne L = K(«) avec P(a) =0

2. Exemple : Un corps de rupture de X2 — 2 sur Q est Q(v/2)

3. Théoréme : Si P irréductible alors il existe un corps de rupture de P sur K unique &

isomorphisme preés, il s’agit de K[X]/(P)

Définition : Soit L extension de K, alors on dit que L est un corps de décomposition
de P sur K si dans L[X] P est produit de facteurs de degré 1 et L est minimal pour
cette propriété



5. Exemple : Un corps de décomposition de X3 — 2 est Q(3v/2, §)

6. Théoréme : Il existe un corps de décomposition de P sur K unique a isomorphisme

pres

. Application : Théoréme de I’élément primitif : Si K de caractéristique nulle ou fini,
soit L extension de degré fini de K, alors il existe o € L tel que L = K(«) (Probléme
2.5.8 d’Algebre de Xavier Gourdon)

. Application : Soit p € N premier et ¢ = p™, alors il existe un corps & ¢ éléments, unique
a isomorphisme pres, il s’agit du corps de décomposition de X? — X sur I,
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