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1 Algébres linéaire et bilinéaire

1.1

Matrices symétriques réelles et hermitiennes

(Exercice 1.18 d’Algebre linéaire de Joseph Grifone et Chapitre 8.3 d’Algebre linéaire de
Joseph Grifone)

1.

Définition : Soit A € M, (R), alors on dit que A est symétrique (respectivement anti-
symétrique) si A = A (respectivement A = —A), on note S, (R) (respecitvement
A, (R)) leur ensemble

Exemple : Si A = ( L ) alors A est symétrique

-1 2

Proposition : S,(R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R) de dimensions

n(n+1) n(n—1)
2 ot

Corollaire : M, (R) = S,(R) ® 4, (R)

respectives

1 2 1 3 0 —1
. — 2 2
.Exemple.<34)—(g4)+(% O)

. Définition : Soit A € M, (C), alors on dit que A est hermitienne si ‘A = A, on note

H,,(C) leur espace-vectoriel

7. Exemple : Les matrices symétriques réelles sont hermitiennes

8. Remarque : Les coefficients diagonaux d’une matrice hermitienne sont réels

1.2

Endomorphismes symétriques et hermitiens

(Chapitres 7.8, 7.13, 8.5 et 8.7 d’Algébre linéaire de Joseph Grifone)
On considére F, un espace euclidien et F,. un espace hermitien.

1.

Théoréme : Soit f € End(E,), alors il existe un unique f* € End(E,) tel que
(f(x),y) = (z, [*(2))

Définition : Dans ce cas f* est appelé I'adjoint de f, et si f = f* alors on dit que f est
auto-adjoint ou symétrique, on note S(F, leur espace vectoriel

3. Exemple : Une réflexion par rapport a un hyperplan est un endomorphisme symétrique
4. Remarque : Soit f € End(E,), e base orthonormée de E, et A = Mat.(f), alors

Mat.(f*) = 'A

Proposition : Soit f € End(FE,), alors f est symétrique si et seulement si la matrice
qui la représente dans une base orthonormée de E, est symétrique

Théoréme : Soit f € End(E.), alors il existe un unique f* € End(E.) tel que (f(x),y) =
(@, [*(y))

Définition : Dans ce cas f* est appelé I'adjoint de f, et si f* = f alors on dit que f est
auto-adjoint ou hermitien, on note H(FE.) leur espace vectoriel

Proposition : Soit f € End(E,.), alors f est hermitient si et seulement si la matrice qui
le représente dans une base orthonormeée est hermitienne



1.3 Formes bilinéaires symétriques et hermitiennes

(Chapitres 9.1, 9.2 et d’Algebre linéaire de Joseph Grifone)

1. Définition : Soit ¢ forme bilinéaire sur E, et e base de E, alors Mat.(¢) = (¢(e:, €j))1<ij<n
est la matrice de ¢ dans la base e

2. Définition : Dans ce cas, on dit que ¢ est symétrique si ¢(x,y) = ¢(y, )

3. Proposition : Soit ¢ forme bilinéaire sur FE,., alors ¢ est symétrique si et seulement si
sa matrice dans une base quelconque est symétrique

4. Théoréme : Soit ¢ forme bilinéaire symétrique sur E,., alors ¢(x) = ¢(z, z) définit une
forme quadratique sur F, réciproquement toute forme quadratique est de cette forme
(avec ¢ unique)

5. Exemple : Soit q(z) = 3z7 + 225 — 325 + b1 — 61173 + TxoT3, alors p(z,y) =
5a1y1 + 202y — 3T3ys + Sa1Ys + 2Tay — 3T1Ys — 3T3YL + 2Tays + ST3Yo

6. Définition : Soit ¢ forme sesqui-linéaire sur F., alors on dit que ¢ est hermitienne si
p(z,y) = ey, o)

7. Proposition : Soit ¢ forme sesqui-linéaire sur E., alors ¢ est hermitienne si et seulement
si sa matrice dans une base orthonormée est hermitienne

2 Reéduction et décomposition

2.1 Signature et réduction d’une forme quadratique

(Chapitres 15.3 d’Algebre et géomeétrie de Jean-Etienne Rombaldi et 9.5 d’Algébre linéaire
de Joseph Grifone)

1. Théoréme : Soit ¢ une forme quadratique sur E,., ie q(z) = @(x,z) avec ¢ forme
hermitienne sur E., alors il existe une base e de E tel que ¢(r) = 2? + ... + 22 avec
r =rg(q), autrement dit Mat,(q) = Mat.(q) = diag(I,,0,_,)

2. Corollaire : Soit H € H,(C), alors il existe P € GL,(C) tel que H = Pdiag(I,,0,_,)'P

3. Théoréme : Si E' un R-espace vectoriel, alors il existe une base e de E tel que g(x) =
i+ al—al, — .. — ), ie Mat(q) = diag(Ly, I,—p,0pnr)

4. Définition : Dans ce cas le couple sign(q) = (p,r — p) est appelé signature de ¢

5. Corollaire : Dans ce cas ¢ est définie négative si et seulement si sign(q) = (n,0) si et
seulement il existe une base orthonormée pour ¢, définie négative si et seulement si
sign(q) = (0,n), et non dégénéré si et seulement si sign(q) = (p,n — p)

6. Exemple : Si q(z) = 2% + 223 + 1522 — 42115 + 621703 — 87973 alors sign(q) = (2,1)
7. Corollaire : Soit S € S,,(R), alors il existe P € GL,(R) tel que S = Pdiag(l,, I,—p,0,—,)' P

2.2 Théoréme spectral

(Chapitres 7.13 et 8.7 d’Algebre linéaire de Joseph Grifone)

1. Lemme : Soit f € S(E,), alors les valeurs propres de f sont réelles
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2. Lemme : Soit f € S(E,) et F sous-espace de E, stable par f, alors F* stable par f

3. Proposition : Soit f € S(E,), alors les sous-espaces propres de f sont deux a deux

orthogonaux

Théoréme spectral (réel) : Soit f € S(E,), alors f est orthdiagonalisable, ie il existe
une base orthonormée de E composée de vecteurs propres de E,

5. Corollaire : Soit S € S,(R), alors il existe P € O, (R) tel que S = Pdiag(\y, ..., \,)' P

6. Remarque : Ce théoréme n’est pas vrai pour les matrices symétriques complexes

2.3

Exemple : Soit S = ( 2 g ) avec a, 3 € C tels que 5% + 402 = 0, alors yg =
X? — BX — o? admet une racine double, donc si S est diagonalisable alors S = §]2 ce
qui n’est pas

Théoréme : Soit f € H(E,), alors Sp(f) C R, f est diagonalisable et les sous-espaces
propres sont deux a deux orthogonaux, donc f est orthodiagonalisable

. Corollaire : Soit A € H,(C), alors il existe P € U,(C) tel que A = Pdiag(\, ..., \n)'P

Décomposition polaire

(Chapitres 22.9.4 d’Algébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et Exercice 2.28 de
Oraux X-ENS Algebre 3)

1.

© © N o
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3.1

Définition : Soit S € S,(R), alors on dit que S est positive (respectivement définie
positive) si Vo € R", (Ax, x) > 0 (respectivement Vo € R"\{0}, (Az, x) > 0)

. Exemple : Si ¢ est un produit scalaire sur R" alors (p(e;, €;))1<ij<n €st symétrique

définie positive
Théoréme : Soit A € S (R), alors il existe B € S;7(R) unique tel que A = B2, de plus
B est un polyndéme en A

. Théoréme de décomposition polaire : Soit A € GL,(R), alors il existe un unique couple

(0,8) € O,(R) x SHH(R) tel que A =085

. -1 -1 -1 0 11
Exemple.SlA_( . o )alorsA-OSavecO-( 0 _1>etS—(1 3)

Corollaire : A € GL,(R) — (0, S) € O,(R) x S (R) réalise un homéomorphisme

Théoréme : L’exponentielle exp : S,(R) — ST (R) est un homéomorphisme
Corollaire : GL,(R) 2~ O, (R) x Sy(R) =~ O, (R) x R*5™

Application : Les points extrémaux de B := {u € L(E), ||u|]| < 1}, ie les u € B tels
que B\{0} soit convexe, sont exactement les éléments de O(FE)

Analyse matricielle

Décompositions LU et de Cholesky

(Chapitre 5.7 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére (A,b) € M, (K) x K"



10.

3.2

. Définition : Les sous-matrices principales de A sont les Ay, = (a;j)1<i j<k et les déter-

minants principaux sont les Ay = det(Ay)

Lemme : Si a;; # 0 alors il existe des matrices de transvection P, ..., P, telles que

o a1 *
pena- ()

Théoréme : Si A € GL,(K) alors A peut étre de réduite a la forme triangulaire supérieur

en la multipliant par des matrices de transvection ou de dilatation de la forme D;(—1)

Théoréme : Décomposition LU : Si A € GL,(K) alors il existe L triangulaire inférieure
de diagonale unité et R triangulaire supérieure telles que A = LU si et seulement si
tous les déterminants principaux de A sont non nuls

. Remarque : Dans ce cas, une telle décomposition est unique et les coefficients diagonaux

6 A
de R sont donnés par rj; = aqq et ry, = dj:gff(lkk)l)

. Application : Si A € GL,(K) alors résoudre Az = b équivaut a résoudre Ly = b, Rz =y

avec A = LU la décomposition précédente

. Corollaire : Décomposition de Cholesky : Si A € M,(R) alors A € SIT(R) si et

seulement §’il existe B triangulaire inférieure et inversible telle que A = B'B

Remarque : De plus une telle décomposition est unique si on impose la positivité des
j—1 i—1
coefficients diagonaux de B, et b;; = (aij — Zbikbjk> et b = a; — > b3
7 k=1 k=1

Remarque : Le nombre d’opérations est en O(n?)
Application : La résolution de Ar = b se raméne & la résolution de deux systémes

triangulaires, et det(A) = []b2
i=1

Minimisation de fonctionnelle quadratique

(Chapitre 5.15 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi, Exercice 1.21 des Oraux
X-ENS Analyse 4)
On considére A € ST (R) et b € R™.

1.

AR ANl R

Théoréme : Soit U ouvert de R" et ¢ : U — R différentiable en xy € U tel que ¢
admette un extremum local en xg, alors dy(xy) = 0

Définition : La fonctionnelle quadratique associée & A et b est p(z) = $(Az, ) — (b, z)
Lemme : La fonctionnelle quadratique ¢ est différentiable sur R” et Vp(z) = Az — b
Théoréme : La solution de Az = b réalise le minimum global de la fonctionnelle ¢

Lemme : Soit 0 < A; < ...\, les valeurs propres de A, alors Vo € R™, (Az, z) > \, ||z||

Théoreéme : S'il existe o € RY tel que Vk € N, (1, 6,) > o ||ri]|, alors la suite () gen
converge vers la solution de Az = b

Théoréme : Méthode de gradient a pas optimal : Soit (z,)neny définie par xy € R,
Vn € N,z =z, — poVf(z,) avec Vn € N, p, = argmin(f(x, — pV f(z,)), alors
pERf,_

Tn — I, avec x, € RP unique minimum global de f
n—4o00



4 Calcul différentiel et probabilités

4.1

Utilisation pour étudier une application deux fois différentiables

(Chapitre 6 du Petit guide de calcul de différentiel de Frangois Rouviére)
On considére U un ouvert de R™.

1.

Proposition : Soit f : U — R différentiable, alors sa différentielle ou plutét son
gradient définit une application Vf : U — R"
Définition : On dit que f est deux fois différentiables si V f est différentiable, dans ce

cas on note d*f = d(df) et Hy = Jyy, ie Hy = (8328];-

>1gi,j§n
Remarque : Dans ce cas, pour a € U, h — (V f(a), h) est une forme linéaire sur R"
et (h, k) —" hH¢(a)k une forme bilinéaire sur R

4. Théoréme de Schwartz : Dans ce cas, Hy(a) est une matrice symétrique

5. Théoréme : Formule de Taylor avec reste intégral : Dans ce cas, si [a,a + h] C U alors

4.2

fla+h) = f(a)+df(a)(h) + fy (1= t)df(a+th)(h, h)dt = f(a)+ (Vf(a), h)+ [, (1—
t)'hH(a + th)hdt
M,(R) — S,(R)

M +—— MAM’
M,(R) — S, (R) est surjective et il existe un voisinage V' de Ay dans S,(R) et x :
V — GL,(R) de classe C' tels que VA € V, A = ¢(x(A)) = 'x(A)Agx(A) = 'MAM
Théoréme de Morse : Si 0 € U et f : U — R de classe C? tel que 0 soit un point
critique quadratique non dégénéré de f (ie df(0) = 0 et la matrice symétrique H(0)
est non dégénérée de signature (p,n — p)), alors il existe V, W voisinages de 0 et un
C'-diffecomorphisme ¢ : V. — W tel que ¢(0) = 0 et Vo € V, f(x) — f(0) =
p(2)] + .+ o(@)) = p(2)51 — o — p(2)7

Lemme : Soit Ay € S,(R) N GL,(R) et ¢ : alors dy(1,) :

Matrice de covariance et vecteurs gaussiens

(Chapitre IV.4 de Probabilité de Barbe et Ledoux)

1.

Définition : Soit X un vecteur aléatoire, alors on dit que X est gaussien si pour tout
a € R4, (a, X) suit une loi normale

. Proposition : Soit X vecteur gaussien, alors la loi de X est entiérement caractérisée

par son vecteur moyen m et sa matrice de covariance I'

3. Théoréme : Dans ce cas I' € S (R), donc il existe A € M, (R) tel que I' = A'A

4. Proposition : Soit X vecteur gaussien centré de matrice de covariance I' = A'A, alors

X a méme loi que AY avec Y vecteur gaussien centré de matrice de covarience Iy

Théoréeme : Soit X vecteur gaussien de matrice de covariance I' diagonale alors la
famille (X7, ..., Xy)
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