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1 Conséquence du caractére euclidien de 1’espace

1.1

Adjoint d’un endomorphisme

(Chapitre 22.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére E un espace vectoriel euclidien, ie un espace vectoriel réel de dimension
finie muni d’un produit scalaire.

1.

Lemme : Soit [ forme linéaire sur £, alors il existe un unique vecteur a € E tel que

f(@) = (2, a)

. Exemple : Soit (e;)1<i<, base orthogonale de E et [(z) = x; avec z; la coordonnée de

x dans cette base, alors [(x) = (z, ¢;)

Théoréme : Soit u € End(FE), alors il existe un unique u* € End(E) tel que (u(z),y) =

{z,u"(y))

4. Définition : Soit u € End(FE), alors u* du théoréme précédent est appelé adjoint de u

5. Exemple : Si u(z) = Az alors u*(y) = Ay

1.2

Propriétés de ’adjoint

(Chapitre 22.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

Théoréme : Soit (€;)1<;<, une base de E,G = ({e;, €;))1<ij<n la matrice de Gram
associéé et u € End(F) de matrice A dans la base e, alors la matrice de u* dans la

base e est G tAG

. Corollaire : Dans ce cas, si e est orthonormale alors la matrice de u* dans la base e est

tA
Corollaire : Soit u € End(F), alors det(u) = det(u*)

4. Proposition : Soit A € R,u,v € End(F), alors (Au+v)* = Au*+0v*, (u*)* = u, (uov)* =

S SR

v*ou*

Corollaire : Soit u € GL(FE), alors u* € GL(E) et (u*)™! = (u™!)*
Proposition : Soit u € End(E), alors ker(u*) = Im(u)t, Im(u*) = ker(u)*t
Corollaire : Soit u € End(F), alors rg(u*) = rg(u)

Théoréme : Soit u € End(E) et F sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F'*
est stable par u*

2 Endormorphismes orthogonaux

2.1

Définitions et propriétés

(Chapitres 22.3 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

2.

Définition : Soit u € End(FE), alors on dit que u est orthogonal si (u(x),u(y)) = (z,y),
et on note O(E) leur ensemble

Exemple : Les seules homothéties dans O(FE) sont idg et —idg
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Théoréme : Soit u € End(E), alors u € O(E) si et seulement si ||u(x)|| = ||z

4. Corollaire : Soit u € O(F), alors u € GL(E) et u* = u™!

5. Théoréme : Soit u € End(E), alors u € O(E) si et seulement si u envoie toute base

orthonormale de E sur une base orthonormale de E
Exemple : Si dim(E) = 2, soit u € End(E) rotation d’angle 7, alors u € O(E)

7. Théoréme : Soit (e;)1<i<n base orthonormée de E et u € End(FE) tel que Mat.(u) = A,

2.2

alors u € O(FE) si et seulement si A'A = "AA=1,

. Corollaire : Soit u € End(FE), alors det(u) € {—1,1}

Réduction dans O(F)

(Chapitres 22.4 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
1. Lemme : Soit u € O(FE), alors Sp(u) C {—1,1}

2.3

Lemme : Soit u € O(FE), alors il existe des sous-espaces vectoriels Fi, ..., F,. de E deux
a deux orthogonaux de dimension 1 ou 2 et stables par u tels que £ = @F;

i=1
Proposition : Soit u € O(F) et F sous-espace vectoriel de E stable par F, alors F'* est
stable par u
Théoréme de réduction des endomorphismes orthogonaux : Soit u € O(E), alors il

existe une base orthonormée e de E telle que Mat.(u) = diag(1,,I,, Ry, ..., R,.) avec
p,q € [1,n], R; = R(6;),0; € 10,27[ \{~7}

Propriétés du sous-groupe O(FE) de GL(E)

(Chapitres 22.3 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et I1.3 et 11.4 de His-
toires hédonistes de groupes et de géométries tome 1 de Caldero et Germoni)

1.
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3.1

Théoréme : O(E) est un sous-groupe de GL(E)

Théoréme : O(E) est un compact de End(FE)

Définition : SO(F) := O(E) N SL(E)

Exemple : SO(R) = O(R) N GL(R) = {idgr}

Proposition : SO(F) est connexe

Corollaire : Les composantes connexes de O(E) sont SO(E) et O~ (E) := O(E) N
det='({—1})

Application : SO3(R) est un groupe simple

Projections et symétries orthogonales

Définitions et propriétés

(Chapitres 22.1 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et V.4 du Cours d’ala-
gébre de Daniel Perrin)



3.2

. Théoréme de projection orthogonale : Soit C' sous-espace vectoriel de E et x € G,

alors il existe un unique pe(x) € C tel que d(x,C) = ||z — pe(z)||, de plus on a la
caractérisation y = po(z) si et seulement siy € Cyx —y € Cct

Définition : Dans ce cas, pc : E — C' est appelé la projection orthogonale de E sur C'

n
Corollaire : Dans ce cas, si (€;)1<i<n est une base de C, alors po(z) = > (x, e;)e;

i=1
Exemple : La projection orthogonale de R™ sur Vect(e;) est donnée par p(z) =
(x,e1)eq

Définition : Soit F' sous-espace vectoriel de E, alors la symétrie orthogonale par rapport
a I est sp(x) = pr(z) — ppe(2)

Exemple : La symétrie orthogonale de R™ par rapport a Vect(e;) est donnée par s;(z) =

(x,e1)e; — i(x, €i)e;

1=2

. Définition : Soit F' sous-espace vectoriel de E, alors on dit que sp est une réflexion si

dim(F+) = 1, un retournement si dim(F~+) = n—1 et un renversement si dim(F~+) = 2

(z,a) (z,a)
llal® [lall?

Théoréme : Soit F' sous-espace vectoriel de E, alors sp est une isométrie involutive
auto-adjointe

Exemple : Si F' = Ra alors sp(z) = 2:2%a—x et si F' = (Ra)* alors sp(r) = 2—22%a

Générateurs et centres de O(F) et SO(F)

(Chapitres 22.5 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et VI.2 du Cours d’Al-
gébre de Daniel Perrin)
On suppose dim(E) =n > 3.

1.

Théoréme : O(F) est engendré par les réflexions, plus précisément si u € O(FE) alors u
est produit d’au plus n réflexions

. Lemme : Soit 7, 75 deux réflexions de F, alors il existe o1, 09 deux renversements tels

que 71 079 = 01 © 09

Corollaire : SO(E) = O(E) N SL(E) est engendré par les renversements, plus précisé-
ment si u € SO(F) alors u est produit d’au plus n renversements

4. Théoréme : Le centre de O(E) est Z(O(E)) = {idg, —idg}
5. Corollaire : O(FE) n’est pas un groupe abélien
6. Corollaire Z(SO(FE)) = {idg} si n impair et Z(SO(E)) = {idg, —idg} si n pair

3.3 Meéthode des moindres carrés

(Exercice 7.23 d’Algebre linéaire de Joseph Grifone)
On considére E et F' deux espaces euclidiens et f € L(E, F).

1.

Lemme : Si ¢ = dim(E) < dim(F) = n et f injective alors det(f* o f) #0

2. Proposition : Soit p : FF — F' la projection orthogonale sur I'm(f), alors p = fo(f*o

N~



Définition : f~ := (f* o f)~' o f* est appelé l'inverse généralisé de f

2 1
18 15 -1
A — - L
Exemple : A := } 31 50< 5 _10 14 )

5. Remarque : f~ o f =idg, fo f~ = p et si f bijective alors f~ = f~!

6. Définition : Soit b € F', si f injective alors on appelle solution des moindres carrés de

f(z) = ble vecteur zy € E tel que ||f(xg) — b|| = inf || f(z) — b
el

Théoréme : La solution des moindres carrés de f(x) = b est donnée par xy = f~(b)

1

48 —a
. . . , o 1
Exemple : La solution des moindres carrés de Az = CZL est Tg = 5 ( 994 14a )

4 Les endomorphismes symétriques

4.1

Définitions et propriétés

(Chapitres 22.6 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

Définition : Soit u € End(F), alors on dit que w est symétrique si (u(z), y)x, u(x)), ie
u* = u, et on note S(FE) leur ensemble

2. Exemple : Les dilatations sont des endomorphismes symétriques

4.2

. Théoreme : Soit u € End(FE), alors u € S(E) si et seulement si sa matrice dans toute

base orthonormale de E est symétrique

. Corollaire : dim(S(E)) = n(n+1)

2

Orthodiagonalisation dans S(F)

(Chapitres 22.7 et 22.9.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
1. Lemme : Soit u € S(F), alors Sp(u) C R

Lemme : Soit u € S(E) et A\, € Sp(u) distincts, alors Ey\ = ker(u — Aidg) et E,, =
ker(u — pidg) sont orthogonaux

. Théoreme spectral : Soit u € S(F), alors u est diagonalisable dans une base orthonor-

mée de F

Corollaire : Soit A € M,(R) symétrique, alors il existe P € O,(R) et D € M,(R)
diagonale tels que A = PD'P

Corollaire : Soit (u;)icr € S(E)!, alors il existe une base orthonormale de diagonalisa-
tion commune aux u; si et seulement si les u; commutent entre eux deux a deux



4.3

Décomposition polaire et homéomorphismes

(Chapitres 22.9.4 d’Algébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et Exercice 2.28 de
Oraux X-ENS Algébre 3 et chapitre 7.1V.2 d’Algébre d’Aviva Szpirglas)

1.

Définition : Soit S € S,(R), alors on dit que S est positive (respectivement définie
positive) si Vo € R™, (Ax,x) > 0 (respectivement Vo € R"\{0}, (Az, z) > 0)

Exemple : Si ¢ est un produit scalaire sur R™ alors (¢(e;, €;))1<ij<n €st symétrique
définie positive

Théoréme : Soit A € S (R), alors il existe B € S;7(R) unique tel que A = B2, de plus
B est un polynéme en A

Théoréme de décomposition polaire : Soit A € GL,(R), alors il existe un unique couple
(0,8) € O,(R) x S;H(R) tel que A =085

. -1 -1 -1 0 11
Exemple.SlA—( . 9 )alorsA-OSavecO-( 0 _1>et5—<1 3>

6. Corollaire : A € GL,(R) — (0, S) € O,(R) x ST (R) réalise un homéomorphisme
7. Corollaire : Soit A € M, (R), alors il existe (O, S) € O,(R) x ST (R) tel que A =0S
8. Application : Les points extrémaux de B := {u € L(E), ||u|| < 1}, ie les u € B tels

10.

11.

que B\{u} soit convexe, sont exactement les éléments de O(FE)
Lemme : L'espace dual de M, (R) est (M,(R))" = {tr(A x idu, &), A € M,(R)}
Lemme : Soit C' un convexe fermé non vide de M, (R) et M € M,(R) tel que Vo €
(M (R))', (M) < sup(p(N)), alors M € C

NeC

Théoréme : L’enveloppe convexe de O, (R) est la boule unité fermé pour la norme ||-||,,

ie Conv(On(R)) = Bjy,(0,1)
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