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1 Formes quadratiques et algébre bilinéaire

1.1 Lien entre formes bilinéaires et formes quadratiques

(Chapitre 15.1 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére F un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Définition : On dit que ¢ : E x E — K est une forme bilinéaire si ¢(x,-) et (-, y)
sont linéaires, symétrique si p(z,y) = ¢(y, ), anti-symétrique si p(z,y) = —p(y, x)

2. Exemple : Sil},ly : E — K formes linéaires alors (z,y) € E* — p1(2)p2(y) € K
est une forme bilinéaire sur F

3. Définition : On note Lo(E), So(F), As les espaces vectoriels respectifs

4. Définition : On dit que ¢ : F — K est une forme quadratique s’il existe ¢ € Lo(E)
tel que Va € F, q(z) = ¢(z,x), et on note Q(F) leur espace vectoriel

5. Remarque : Il n’y a pas unicité de la forme bilinéaire associée

6. Exemple : Les formes bilinéaires ¢1(x,y) = z1y1 + T2y et wo(z,y) = 2191 + T1Y2 —
Toy1 + Toyo définissent la méme forme quadratique

7. Théoréme : Soit g € Q(F), alors il existe une unique ¢ € Sy(FE), appelé forme polaire,
tel que Vr € F, q(x) = o(z,x)

8. Corollaire : Q(E) =~ Sy(E)

9. Proposition : Soit ¢ € Q(FE) et ¢ sa forme polaire, alors on a V(z,y) € E? p(x,y) =
3(a(@ +y) —a(x) —a(y)) = 1(a(x +y) — g(z —y)) et V(\,2) € K x E,q(\z) = Nq()

10. Corollaire : Soit (@1, ¢2) € Sa2(E), alors @1 = ¢ si et seulement si ¢ (x, z) = po(z, )

1.2 Matrice associée a une forme quadratique

(Chapitre 15.1 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)

1. Définition : Soit b = (e;)icp1,n] base de E et ¢ € Ly(E), alors la matrice de ¢ dans la
base b est Mat,(¢) = (p(e;, ej))lgz',jgn
2. Théoréme : Soit p € Ly(F) et b base de E, alors V(z,y) € E? p(x,y) = 'XAY

3. Corollaire : Dans ce cas, V(z,y) € E?,o(z,y) = >, aizy;
1<ij<n
4. Théoréme : Soit ¢ : E x E — K, alors ¢ € Ly(F) si et seulement s’il existe A €
M, (K) et ly,...,l, € E* linéairement indépendantes telles que V(z,y) € E? ¢(z,y) =

> aijli(x)lj (y)

1<ij<n

5. Théoréme : Si ¢ € Ly(FE) alors ¢ est symétrique (respectivement anti-symétrique)
si et seulement si pour tout base b de E, Mat,(p) est symétrique (respectivement
anti-symétrique)

6. Corollaire : Q(E) ~ S3(E) ~ S, (K) et Ay(E) ~ A,(K), donc dim(Q(E)) = dim(S2(E)) =
dim(S,(K)) = "5

7. Proposition : Soit b; et by deux bases de E, P la matrice de passage, ¢ € Lo(E) et
Ay, Ay les matrices de ¢ dans les bases by, by, alors Ay = ‘PA P
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2.1

Définition : Soit ¢ € Lo(E) et b base de E, alors le discriminant de ¢ dans la base b
est Ay(p) = det(Maty(ip))

Proposition : Soit ¢ € Ly(E) et by, by des bases de E, alors Ay, (¢) = (det(P))*Ay, (¢)

Définition : Soit ¢ € Q(F) de forme polaire ¢ et b base de E, alors Maty(q) = Mat,(p)
et Ap(q) = Ap(ep)
Proposition : Soit ¢ € Q(F) de forme polaire ¢, b base de F et A = Maty(q), alors

Vo € E,q(x) = 'XMaty ()X = Y ayziz; =Y auzi+2 > ayzx; et V(z,y) €
1<ij<n i=1 1<i<j<n

E? ¢(z,y) = (AX,Y)

Outils pour étudier les formes quadratiques

Orthogonalité et isotropie

(Chapitres 15.2 d’Algebre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi et 9.4 d’Algébre linéaire
de Joseph Grifone)
On considére ¢ € Q(F) de forme polaire .

IR

2.2

Définition : On dit que (z,y) € E? sont orthogonaux relativement & ¢ si ¢(z,y) = 0
Définition : X+ = {y € E,Vx € E, p(z,y) = 0}

Exemple : {0}t = F

Théoréme : Soit X C Y C E, alors X+ sous-espace de E, X C (X+)t et Y+ C X+
Remarque : En général E+ # {0}

Exemple : Pour le produit scalaire usuel sur R?, (R?)* = {0} mais pour la forme
bilinéaire ¢(z,y) = r1y1 — T2y» alors (R*)* = {(z1, —11), 21 € R}

Définition : On dit que z € E est isotrope relativement & ¢ s’il est orthogonal & lui
méme, ie ¢(z) = p(x,z) =0

. Définition : Le cone isotrope de ¢ est C, = {z € E,q(z) = 0}

Exemple : Dans R?, si ¢(z) = af+a3—x3 alors Cp, = {(21, 22, 73) € R3, 25 = /2% + 3
dont le dessin est en annexe

Noyau et rang

(Chapitres 15.2 d’Algebre et géomeétrie de Jean-Etienne Rombaldi et 9.4 d’Algebre linéaire
de Joseph Grifone)

1.
2.
3.

Définition : ker(p) = E+
Lemme : ker(yp) C C,,

Théoréme : Soit b base de E, A = Mat,(p) et u € End(A) tel que Maty(u) = A alors
ker(p) = ker(u)

Définition : On dit que ¢ € So(F) est non dégénérée si ker(p) = {0}
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13.
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Remarque : ¢ est non dégénérée si et seulement si pour toute base b de E, Mat,(p) €

GLu(K) e Ay(p) £ 0

Définition : On dit que ¢ € Q(F) est définie si Vo € E\{0},q(z) # 0
Remarque : ¢ est définie si C, = {0}

Proposition : Si ¢ définie alors ¢ non dégénérée car ker(p) C Cy,
Définition : Le rang de ¢ est rg(q) = n — dim(ker(q))

Remarque : Soit b base de E et A = Maty(q), alors rg(q) = rg(A)
Proposition : ¢ est non dégénérée si et seulement si rg(q) =n

Théoréme : Soit F sous-espace vectoriel de E, alors dim/(F)+dim(F*) > dim(E) avec
égalité si et seulement si ¢ est non dégénérée

Corollaire : Dans ce cas E = F @ F* si et seulement si qr est non dégénérée

Théoréme : Soit ¢ non dégénérée, si C, # {0} alors il existe une base de E formée de
vecteurs isotropes

3 Reéduction et classification des formes quadratiques

3.1

Réduction et méthode de Gauss

(Chapitres 7.3 et 9.5 d’Algebre linéaire de Joseph Grifone)

1.

Définition : Une base (e;)1<i<,, de E est dite orthogonale (respectivement orthonormé)
pour ¢ si ¢(e;, e;) = 0;;0(e;, €;) (respectivement 6;;

Proposition : Soit (e;)1<i<n, base de E, alors e est une base orthogonale pour ¢ si et
seulement si Mat.(q) = diag(q(ey), ..., q(en))

Remarque : Dans ce cas le rang de ¢ est le nombre de ¢(e;) non nuls

4. Proposition : S’il existe une base orthonormée alors g est de rang n

5. Théoréme : Il existe une base orthogonale de E pour ¢, autrement dit il existe une base

e de E telle que q(x) = ayz? + ... + a,2? avec a; = q(e;) et r = rg(q), autrement dit
Mat.(q) = diag(ai, ..., apr, 0, ..., 0)

Corollaire : Théoréme spectral : Soit A € 5,,(K), alors il existe P € GL,(K) tel que
tPAP soit diagonale

Proposition : Méthode de réduction de Gauss avec un terme carré : Soit e la base

canonique de K™, si (@) = a1127 + ... + apn22 + ... + a;;2;25 + ... avec a;y;, # 0, alors :

— On ordonne suivant la variable z;,

— On écrit les termes contenant x;, comme le début d'un carré

— On obtient le carré d’une forme linéaire plus des termes sans x;

— On recommence 'opération sur les termes qui ne contiennent pas de x; jusqu’a
obtenir une somme de carrés de formes linéaires

Exemple : Si q(z) = 22 + 223 + 5x§ + 2129 — 4xox3 alors a;; = 1 # 0, donc on écrit
q(x) = (71 + x29)* — 23 + 223 + 5x3 — dxoxs, puis q(x) = (71 + x9)* + (12 — 223)* + 22



10.

11.

12.

3.2

Proposition : Méthode de réduction de Gauss avec que des termes rectangles : Soit e
base de E, si ¢(z) = ajpx122 + ... + @ipZi%p + ... + Ap_1,Tn_12, alors :
— On choisit un terme rectangle a coefﬁcient non nul kz;z; avec k # 0

1 0q Oq

— On calcule les dérivées partielles 8q et 5L - pour écrire q(x) = % D, Do, + ..

— On obtient ¢(z) = 1¢1(2)pa(z) —i— .. avec ... sans termes en T; ou en r;, et avec
1, o des formes linéaires

— On écrit pip2 = 1((97 + 92)* = (91 — ¥2)?)

— Si dans les termes correctifs on a un terme carré alors on procéde comme dans la
proposition précédente

— S’il n’y a que des termes rectangle alors on recommence

Exemple : Si q(z) = 5z125 + 62123 +3m2x3, on a 5L = 5z, +6x3, = 5x1 + 3x3, donc

q(z) = %(5@ + 623) (571 + 3x3) — 2a3, puis ¢(x ) = 5 (51 + 5x2 —I— 9:133) — 5 (bxy +

5y — 3w3)? — B}

Théoréme : A partir de la réduction de Gauss, on peut déterminer une base orthogonale
= ¢i(z)
pour ¢ en résolvant oo avec ; obtenus grace a la réduction de Gauss,
!

on obtient x = Px’ avec P € GL,(K) dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs de
la base orthogonale pour ¢

Exemple : Si ¢(z) = 23 + 323 + 722 + 21129 + 8223 alors la réduction de Gauss donne

Ty = 1+ X9
q(x) = (r1+22)*+2(22+2x3)* — 23, ainsi le systéme a résoudre est ¢ =), = x4 213
T3 = I3
1 —1 2
ce qui donne 0], 1 1 -2 comme base de vecteurs orthogonaux
0 0 1

Classification et signature

(Chapitres 15.3 d’Algébre et géoémtrie de Jean-Etienne Rombaldi, 9.5 d’Algebre linéaire
de Joseph Grifone et Exercice 5.D.26 de Histoires hédonistes de groupes et de géométries
tome 1 de Caldero et Germoni)

1.

Théoréme : Si £ un C-espace vectoriel, alors il existe une base e de E tel que ¢(z) =
2?2 + ... + 22 avec r = rg(q), autrement dit Mat.(q) = diag(I,,0,_,)

Corollaire : Dans ce cas il existe une base orthonormée pour g si et seulement si rg(q) =
n ie ¢ non dégénérée

Théoréme : Si E' un R-espace vectoriel, alors il existe une base e de E tel que ¢(x) =
4. al—a — .. —x}, ie Mat.(q) = diag(1y, I, _p, I )

4. Définition : Dans ce cas le couple sign(q) = (p,r — p) est appelé signature de ¢

5. Corollaire : Dans ce cas ¢ est définie négative si et seulement si sign(q) = (n,0) si et

seulement il existe une base orthonormée pour ¢, définie négative si et seulement si
sign(q) = (0,n), et non dégénéré si et seulement si sign(q) = (p,n — p)



6. Exemple : Si q(z) = 2% + 223 + 1522 — 4x175 + 621703 — 87973 alors sign(q) = (2,1)
7. Application : Formes de Hankel : Si P € R[X]| de degré n et de racines complexes

distinctes 1, ..., z; (t < n) de multiplicités respectives my, ..., m; et sp = myaxk+..muak,
alors ogp := Y,  S;4;z;x; est une forme quadratique sur R”, de plus si on note
0<i,j<n—1

(p,q) = sign(og) alors le nombre de racines de P est ¢ = p + ¢ et et le nombre de
racines réelles

4 Utilisations en arithmétique et en calcul différentiel

4.1 Formes quadratiques sur un corps fini et loi de réciprocité qua-
dratique

(Chapitres 15.6 et 13.6 d’Algébre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi, I11.2.d du
Cours d’algebre de Daniel Perrin et V.C de Histoires hédonistes de groupes et de géométries
tome 1 de Caldero et Germoni)

On considére p nombre premier impair, ¢ = p”, K =F,, ¢ € Q(E) et ¢ sa forme polaire.

1. Lemme : [l y a % carrés dans I,

2. Lemme : Soit a,b, c € F}, alors az? + by? = ¢ admet une solution dans F, x F,

3. Théoréme : Si rg(q) = r, soit a € Fq\]Fg, alors il existe une base b de F telle que
Maty(q) = diag(l,-1,9,0,,) avec 6 € {1, a}

4. Corollaire : Soit ¢, ¢ € Q(F) non dégénérées, alors ¢ et ¢’ sont dégénérées si et seule-

Ap(q')
Ap(q)

ment si, pour toute base b de E, est un carré dans [}

5. Définition : Soit a € F, alors le symbole de Legendre de a est <%> défini par 1 si a est

un carré dans IF; et —1 sinon

6. Exemple : Pour p impair, (%) = (—1)1)11

7. Proposition : Soit a € [y, alors (%) = a%;l[p] et a —> (%) est un morphisme de

groupes de [ dans {-1,1}

8. Lemme : Soit a € Z* non divisible par ¢ premier impair, alors |{z € F,,az? =1}| =
1+ (2)

9. Théoréme : Soit (p,q) € (P\{2})? distincts, alors (§> (%) = (—1)%%1

10. Exemple : (%) = 1 donc 219 est un résidu quadratique modulo 383

4.2 Représentation d’entiers par des formes quadratiques entiéres

(Chapitre 6.5 de Théorie des nombres de Daniel Duverney)

1. Définition : Un forme quadratique binaire a coefficients entiers est ¢(z,y) = az® +
bxy + cy? avec a,b,c € Z3, de plus A := b> — 4ac est le discriminant de ¢



Remarque : A = b?[4] donc A est un multiple de 4 si b pair et A = 1 si b impair

3. Proposition : ¢ est définie positive si A < 0 et a > 0, dans ce cas ¢ > 0 et p(z,y) >0

si (z,y) # (0,0)

4. Exemple : p(z,y) = 22 + y* est définie positive

5. Définition : Soit n € Z, alors on dit que n est représenté par ¢ s’il existe x,y € Z tels

que n = p(z) = azx® + bry + cy?

6. Exemple : Soit p premier, alors p représenté par ¢ = (1,0, 1) si et seulement si p = 1[4]

7. Définition : Deux formes quadratiques g1, @9 sont dites équivalentes s’il existe f(x,y) =

10.
11.

12.
13.

14.

4.3

(px + qy,rx + sy) € Z* tel que ps —qr =1 et o1 = py0 f

Exemple : f(z,y) = (y,—2), f(z,y) = (z +y,y), f(z,y) = © — y,y) sont de telles
applications appelées transformations unimodulaires

Exemple : (a,b,¢) ~ (¢, =b,a), (a,b,c) ~ (a,b+2a,a+b+c), (a,b,c) ~ (a,b—2a,a—b+c)
Proposition : Deux formes équivalentes représentenant les méme entiers

Théoréme : Si ¢ définie positive alors ¢ ~ (a,b,¢) avec —a < b <a <coul <b <
a = ¢, on dit que (a, b, ¢) est une forme réduite

Exemple : (10, 34,29) ~ (1,0,1)

Corollaire : Il existe un nombre fini de classes d’équivalence de formes quadratiques de
discriminant A < 0 donné

Exemple : Si A = —4 alors il existe une unique forme quadratique réduite de discrimi-
nant —4, il s’agit de ¢ = (1,0, 1)

Applications deux fois différentiables et matrice hessienne

(Chapitre 6 du Petit guide de calcul de différentiel de Frangois Rouviére)
On considére U un ouvert de R™.

1.

Proposition : Soit f : U — R différentiable, alors sa différentielle ou plutét son
gradient définit une application Vf : U — R"

Définition : On dit que f est deux fois différentiables si V f est différentiable, dans ce
cas on note d*f = d(df) et Hy = Jyy, ie Hy = ( o/

Bwiaacj > lﬁi,jﬁn

Remarque : Dans ce cas, pour a € U, h — (Vf(a),h) est une forme linéaire sur R”
et (h, k) —" hH¢(a)k une forme bilinéaire sur R”

Théoreme de Schwartz : Dans ce cas, Hy(a) est une matrice symétrique

5. Théoréme : Formule de Taylor avec reste intégral : Dans ce cas, si [a,a + h] C U alors

fla+h) = f(a)+df(a)(h)+f01(1—t)dzf(a+th)(h, h)dt = f(a)+(Vf(a),h>+f01(1—
t)'hH(a + th)hdt
M,(R) — S.(R)

M +— 'MAM’
M,(R) — S,(R) est surjective et il existe un voisinage V' de Ay dans S,(R) et x :
V — GL,(R) de classe C' tels que VA € V, A = ¢o(x(A)) = 'x(A)Aox(A) = "M AM

Lemme : Soit Ay € S,(R) N GL,(R) et ¢ : alors dy(1,) :



7. Théoréme de Morse : Si 0 € U et f: U — R de classe C? tel que 0 soit un point
critique quadratique non dégénéré de f (ie df(0) = 0 et la matrice symétrique H(0)
est non dégénérée de signature (p,n — p)), alors il existe V, W voisinages de 0 et un
Cl-difféeomorphisme ¢ : V. — W tel que ¢(0) = 0 et Vo € V, f(z) — f(0) =
(@)} + ot pl@)2 — @)1 — . — (o)
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