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1 Formes quadratiques réelles

1.1 Définition à partir de formes bilinéaires

(Chapitre 15.1 d’Algèbre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considère E un R-espace vectoriel de dimension finie.

1. Définition : On dit que q : E −→ R est une forme quadratique s’il existe ϕ ∈ L2(E)
tel que ∀x ∈ E, q(x) = ϕ(x, x), et on note Q(E) leur espace vectoriel

2. Remarque : Il n’y a pas unicité de la forme bilinéaire associée
3. Exemple : Les formes bilinéaires ϕ1(x, y) = x1y1 + x2y2 et ϕ2(x, y) = x1y1 + x1y2 −
x2y1 + x2y2 définissent la même forme quadratique

4. Théorème : Soit q ∈ Q(E), alors il existe une unique ϕ ∈ S2(E), appelé forme polaire,
tel que ∀x ∈ E, q(x) = ϕ(x, x)

5. Corollaire : Q(E) ' S2(E) ' Sn(R), donc dim(Q(E)) = n(n+1)
2

6. Proposition : Soit q ∈ Q(E) et ϕ sa forme polaire, alors on a ∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) =
1
2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) = 1

4
(q(x+ y)− q(x− y)) et ∀(λ, x) ∈ R×E, q(λx) = λ2q(x)

7. Définition : Soit ϕ ∈ L2(E) et b base de E, alors le déterminant de ϕ dans la base b
est ∆b(ϕ) = det(Matb(ϕ))

8. Proposition : Soit ϕ ∈ L2(E) et b1, b2 des bases de E, alors ∆b2(ϕ) = (det(P ))2∆b1(ϕ)

9. Définition : Soit q ∈ Q(E) de forme polaire ϕ et b base de E, alorsMatb(q) = Matb(ϕ)
et ∆b(q) = ∆b(ϕ)

10. Proposition : Soit q ∈ Q(E) de forme polaire ϕ, b base de E et A = Matb(q), alors

∀x ∈ E, q(x) = tXMatb(q)X =
∑

1≤i,j≤n
aijxixj =

n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj et ∀(x, y) ∈

E2, ϕ(x, y) = 〈AX, Y 〉

1.2 Réduction et méthode de Gauss

(Chapitres 7.3 et 9.5 d’Algèbre linéaire de Joseph Grifone)

1. Définition : Une base (ei)1≤i≤n de E est dite orthogonale (respectivement orthonormé)
pour ϕ si ϕ(ei, ej) = δijϕ(ei, ei) (respectivement δij)

2. Proposition : Soit (ei)1≤i≤n base de E, alors e est une base orthogonale pour ϕ si et
seulement si Mate(q) = diag(q(e1), ..., q(en))

3. Remarque : Dans ce cas le rang de q est le nombre de q(ei) non nuls
4. Proposition : S’il existe une base orthonormée alors q est de rang n
5. Théorème : Il existe une base orthogonale de E pour q, autrement dit il existe une base
e de E telle que q(x) = a1x

2
1 + ... + arx

2
r avec ai = q(ei) et r = rg(q), autrement dit

Mate(q) = diag(a11, ..., arr, 0, ..., 0)

6. Corollaire : Théorème spectral : Soit A ∈ Sn(R), alors il existe P ∈ GLn(R) tel que
tPAP soit diagonale
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7. Proposition : Méthode de réduction de Gauss avec un terme carré : Soit e la base
canonique de Rn, si q(x) = a11x

2
1 + ...+ annx

2
n + ...+ aijxixj + ... avec ai0i0 6= 0, alors :

— On ordonne suivant la variable xi0
— On écrit les termes contenant xi0 comme le début d’un carré
— On obtient le carré d’une forme linéaire plus des termes sans x1
— On recommence l’opération sur les termes qui ne contiennent pas de x1 jusqu’à

obtenir une somme de carrés de formes linéaires
8. Exemple : Si q(x) = x21 + 2x22 + 5x23 + 2x1x2 − 4x2x3 alors a11 = 1 6= 0, donc on écrit
q(x) = (x1 + x2)

2 − x22 + 2x22 + 5x23 − 4x2x3, puis q(x) = (x1 + x2)
2 + (x2 − 2x3)

2 + x23

9. Proposition : Méthode de réduction de Gauss avec que des termes rectangles : Soit e
base de E, si q(x) = a12x1x2 + ...+ aikxixk + ...+ an−1,nxn−1xn alors :
— On choisit un terme rectangle à coefficient non nul kxixj avec k 6= 0
— On calcule les dérivées partielles ∂q

∂xi
et ∂q

∂xj
pour écrire q(x) = 1

k
∂q
∂xi

∂q
∂xj

+ ...

— On obtient q(x) = 1
k
ϕ1(x)ϕ2(x) + ... avec ... sans termes en xi ou en xj, et avec

ϕ1, ϕ2 des formes linéaires
— On écrit ϕ1ϕ2 = 1

4
((ϕ2

1 + ϕ2)
2 − (ϕ1 − ϕ2)

2)
— Si dans les termes correctifs on a un terme carré alors on procède comme dans la

proposition précédente
— S’il n’y a que des termes rectangle alors on recommence

10. Exemple : Si q(x) = 5x1x2 +6x1x3 +3x2x3, on a ∂q
∂x1

= 5x2 +6x3,
∂q
∂x2

= 5x1 +3x3, donc
q(x) = 1

5
(5x2 + 6x3)(5x1 + 3x3) − 18

5
x23, puis q(x) = 1

20
(5x1 + 5x2 + 9x3)

2 − 1
20

(5x1 +
5x2 − 3x3)

2 − 18
5
x23

11. Théorème : A partir de la réduction de Gauss, on peut déterminer une base orthogonale

pour q en résolvant


x′1 = ϕ1(x)
...

...
...

x′n = ϕn(x)

avec ϕi obtenus grâce à la réduction de Gauss,

on obtient x = Px′ avec P ∈ GLn(R) dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs de
la base orthogonale pour q

12. Exemple : Si q(x) = x21 + 3x22 + 7x23 + 2x1x2 + 8x2x3 alors la réduction de Gauss donne

q(x) = (x1+x2)
2+2(x2+2x3)

2−x23, ainsi le système à résoudre est


x′1 = x1 + x2
x′2 = x2 + 2x3
x3 = x3

ce qui donne

 1
0
0

 ,

 −1
1
0

 ,

 2
−2
1

 comme base de vecteurs orthogonaux

1.3 Orthogonalisation simultanée

(Chapitre 9.10 d’Algèbre linéaire de Joseph Grifone)
On considère q une forme quadratique et 〈, 〉 un produit scalaire sur E.

1. Lemme : Soit ϕ la forme polaire de q, alors il existe un unique fϕ ∈ End(E) tel que
〈x, fϕ(y)〉 = ϕ(x, y)
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2. Lemme : Dans ce cas, fϕ est auto-adjoint pour 〈, 〉
3. Lemme : Dans ce cas, les sous-espaces propres de fϕ sont orthogonaux deux à deux

pour 〈, 〉
4. Théorème : Il existe une base de E orthogonales pour q et pour 〈, 〉
5. Corollaire : Soit e base de E et S = Mate(q), alors on peut construire une base de E

orthogonale pour q formée de vecteurs propres de S, de plus sign(q) = (n+, n−) avec
n+(n−) le nombre de valeurs propres strictement positives (négatives) de S

6. Exemple : Si E = R3 et q(x) = −2x21 − 2x22 − 2x23 + 6x1x2 + 6x2x3 + 6x1x3 alors

v1 =

 1
1
1

 , v2 =

 1
0
−1

 , v3 =

 1
−2
1

 est une base orthogonale de R3 pour q et

〈, 〉

2 Classification des formes quadratiques

2.1 Cas complexe et signature

(Chapitres 15.3 d’Algèbre et géoémtrie de Jean-Etienne Rombaldi et 9.5 d’Algèbre linéaire
de Joseph Grifone)

1. Théorème : Si E un C-espace vectoriel, alors il existe une base e de E tel que q(x) =
x21 + ...+ x2r avec r = rg(q), autrement dit Mate(q) = diag(Ir, 0n−r)

2. Corollaire : Dans ce cas il existe une base orthonormée pour q si et seulement si rg(q) =
n ie q non dégénérée

3. Théorème : Si E un R-espace vectoriel, alors il existe une base e de E tel que q(x) =
x21 + ...+ x2p − x2p+1 − ...− x2r, ie Mate(q) = diag(Ip, Ir−p, In−r)

4. Définition : Dans ce cas le couple sign(q) = (p, r − p) est appelé signature de q
5. Corollaire : Dans ce cas q est définie négative si et seulement si sign(q) = (n, 0) si et

seulement il existe une base orthonormée pour q, définie négative si et seulement si
sign(q) = (0, n), et non dégénéré si et seulement si sign(q) = (p, n− p)

6. Exemple : Si q(x) = x21 + 2x22 + 15x23 − 4x1x2 + 6x1x3 − 8x2x3 alors sign(q) = (2, 1)

2.2 Utilisation pour étudier le nombre de racines d’un polynôme
réel

(Exercice V.D.26 de Histoires hédonistes de groupes et de géométries tome 1 de Caldero
et Germoni)

On considère P ∈ R[X].

1. Définition : Soit x ∈ R, alors on dit que x est une racine de P si P (x) = 0, de plus on
dit que x est de multiplicité m si (X − x)m | P et (X − x)m+1 ne divise pas P

2. Théorème : P est scindé sur C
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3. Lemme : On note x1, ..., xt les racines complexes distinctes de P , m1, ...,mt leurs multi-
plicité respectives et sk = m1x

k
1+...mtx

k
t appelé somme de Newton, alors

∑
0≤i,j≤n−1

si+jXiXj

définit une forme quadratique σ sur Cn et une forme quadratique σR sur R
4. Proposition : Dans ce cas, soit ϕk(y) = y0 + xky1 + ...+ xn−1k yn−1, alors les ϕk sont des

formes linéaires indépendants sur Cn, σ =
t∑

k=1

mkϕ
2
k et le nombre de racines distinctes

de P est t = p+ q avec sign(σR) = (p, q)

5. Corollaire : Dans ce cas, le nombre de racines réelles distinctes de P est p− q
6. Exemple :

2.3 Utilisation pour étudier une application deux fois différentiables

(Chapitre 6 du Petit guide de calcul de différentiel de François Rouvière)
On considère U un ouvert de Rn.

1. Proposition : Soit f : U −→ R différentiable, alors sa différentielle ou plutôt son
gradient définit une application ∇f : U −→ Rn

2. Définition : On dit que f est deux fois différentiables si ∇f est différentiable, dans ce
cas on note d2f = d(df) et Hf = J∇f , ie Hf =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
1≤i,j≤n

3. Remarque : Dans ce cas, pour a ∈ U , h 7−→ 〈∇f(a), h〉 est une forme linéaire sur Rn

et (h, k) 7−→t hHf (a)k une forme bilinéaire sur Rn

4. Théorème de Schwartz : Dans ce cas, Hf (a) est une matrice symétrique
5. Théorème : Formule de Taylor avec reste intégral : Dans ce cas, si [a, a+ h] ⊂ U alors
f(a+h) = f(a) +df(a)(h) +

∫ 1

0
(1− t)d2f(a+ th)(h, h)dt = f(a) + 〈∇f(a), h〉+

∫ 1

0
(1−

t)thHf (a+ th)hdt

6. Lemme : Soit A0 ∈ Sn(R) ∩ GLn(R) et ϕ :
Mn(R) −→ Sn(R)

M 7−→ tMA0M
, alors dϕ(In) :

Mn(R) −→ Sn(R) est surjective et il existe un voisinage V de A0 dans Sn(R) et χ :
V −→ GLn(R) de classe C1 tels que ∀A ∈ V,A = ϕ(χ(A)) = tχ(A)A0χ(A) = tMA0M

7. Théorème de Morse : Si 0 ∈ U et f : U −→ R de classe C2 tel que 0 soit un point
critique quadratique non dégénéré de f (ie df(0) = 0 et la matrice symétrique Hf (0)
est non dégénérée de signature (p, n − p)), alors il existe V,W voisinages de 0 et un
C1-difféomorphisme ϕ : V −→ W tel que ϕ(0) = 0 et ∀x ∈ V, f(x) − f(0) =
ϕ(x)21 + ...+ ϕ(x)2p − ϕ(x)2p+1 − ...− ϕ(x)2n

3 Application à l’étude des coniques

3.1 Définition d’une conique à partir d’une forme quadratique et
d’une forme linéaire

(Chapitre A.12 d’Algèbre linéaire de Joseph Grifone)
On considère q ∈ Q(R2)\{0}, ϕ ∈ (R2)∗ et k ∈ R,
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1. Définition : Une conique C est l’ensemble des v ∈ R2 tels que q(v) + ϕ(v) = k

2. Remarque : Quitte à échanger les signes on peut supposer sign(q) = (2, 0), (1, 1), (1, 0)

3. Proposition : Soit e la base canonique de R2, alors dans cette base l’équation de C est
αx2 + 2βxy + γy2 + λx+ µy = k

4. Exemple : Si α = γ = k = 1, β = λ = µ = 0 alors on retrouve l’équation du cercle
unité

5. Théorème : D’après l’orthodiagonalisation simultanée, il existe une base b de R2 or-
thogonale pour q et 〈, 〉, ainsi dans cette base l’équation de la conique est ax2 + by2 −
2rx− 2ry = k

3.2 Classification des coniques

(Chapitre A.12 d’Algèbre linéaire de Joseph Grifone)

1. Proposition : Si q est non dégénérée alors a, b 6= 0, donc l’équation de la canonique
dans une base de R2 ax2 + bx2 = h avec h ∈ R

2. Corollaire : Dans ce cas, si sign(q) = (2, 0) alors :
— Si h < 0 alors C = ∅
— Si h = 0 alors C = {0}
— Si h > 0 alors C est une ellipse d’équation x2

A2 + y2

B2 = 1

3. Corollaire : Dans ce cas, si sign(q) = (1, 1) alors ab < 0 :
— Si h = 0 alors C est l’ensemble des deux droites d’équations y =

√∣∣a
b

∣∣x et y =

−
√∣∣a

b

∣∣x
— Si h 6= 0 et a < 0 < b alors C est une hyperbole d’équation − x2

A2 + y2

B2 = 1

— Si h 6= 0 et b < 0 < a alors C est une hyperbole d’équation x2

A2 − y2

B2 = 1

4. Proposition : Si q est dégénérée alors ab = 0 et sign(q) = (1, 0), alors l’équation de C
est de la forme a

(
x− r

a

)2 − 2sy = h

5. Corollaire : Dans ce cas, si s 6= 0 alors C est une parabole d’équation y = ax2

6. Corollaire : Dans ce cas, si s = 0 alors l’équation de C est de la forme x2 = h
a
, ainsi :

— Si h < 0 alors C = ∅
— Si h = 0 alors C est la droite d’équation x = 0

— Si h > 0 alors C est l’ensemble des droites d’équations x =
√

h
a
et x = −

√
h
a

7. Remarque : Les différentes coniques sont représentées en annexe

3.3 Point de vue géométrique

(Chapitre 16.1 d’Algèbre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considère R2 le plan affine eudlidien, D une droite affine de R2, F ∈ R2\D et z ∈ R∗+.

1. Définition : On appelle conique de directriceD, de foyer F et d’excentricité e, l’ensemble
C = {M ∈ P , d(M,F ) = ed(M,D)}
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2. Définition : Dans ce cas on dit que C est une ellipse si e < 1, une parabole si e = 1 et
une hyperbole si e > 1

3. Remarque : d(M,D) = 0⇔M ∈ D donc C = {M ∈ R2\D, d(M,F )
d(M,D)

= e}

4. Remarque : Si H = pD(M) alors C = {M ∈ R2\D, MF
MH

= e}
5. Définition : La perpendiculaire ∆ à D passant par F est appelée axe focal (ou grand

axe) de la conique
6. Théorème : Si C est une parabole alors C coupe son axe focal en unique point qui est

le milieu de [FK] avec K projeté orthogonal de F sur D
7. Théorème : Si C est une ellipse ou une hyperbole alors C coupe son axe focal en deux

points qui sont le barycentre de {(F, 1), (K, e)} et le barycentre de {(F, 1), (K,−e)}
8. Remarque : Si O ∈ ∆, ~i = 1

FK
~FK et ~j ∈ ~D alors (O,~i,~j) est un repère orthonormée

de R2

9. Théorème : Dans ce repère C a pour équation (1− e2)x2 + y2 + 2(e2xK − xF )x+ x2F −
e2x2K = 0
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