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1 Approximation par des fonctions polynomiales

1.1 Approximation locale et formules de Taylor

(Chapitres 10.1, 10.2, 10.3, 10.4 et 11.1 d’Eléments d’analyse réelle de Jean-Etienne
Rombaldi)

1. Théoréme de Taylor-Lagrange : Soit f : [a,b] — R de classe C™ et n+ 1 fois dérivable
sur |a, b[, alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(b) = Z%(b —a)+ SR AR (b—a)"*!
k_

(n+1)!

2. Corollaire : Inégalité de Taylor-Lagrange : Soit f : [a,b] — E de classe C", n + 1 fois

F(b) = - L — a)t

k=0

dérivable sur Ja, b et f™*) majorée par M € R*, alors <

(n+1 (b - a)nJrl

3. Théoréme de Taylor avec reste intégral : Soit f : [a,b] — E de classe C"! avec E de
Banach, alors f(b) = Z e >(a Lb—a)k + f; W(b —t)"dt

4. Théoréme de Taylor-Young : Soit f : I — R n fois dérivable en a € I, alors f(x) =

z“”@< a)* + o (z — a)")

. . . o n ﬁ N B n (—l)kx% i1 . B n (_1)k$2k+1
5. Application : e* = kE:jOk, +o(x"), cos(x) o kgo—(%), +o(z?" ), sin(x) =, kgo—(%ﬂ)! +
o(x?*2) (1 4+ 2)* = 1+ wa + o(z")
z—0 k=1

1.2 Densité dans les fonctions continues

(Chapitre 11.4.1 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
1. Définition : Soit K compact et A sous—algébre de ’algébre de Banach C(K,R), alors
on dit que A sépare les points de K si V(z,y) € K*, v #y = 3f € A, f(z) # f(y)

2. Théoréme de Stone-Weierstrass (cas réel) (admis) : Soit K compact et A sous-algébre
de 'algébre de Banach C(K,R) tel que A contienne les constantes et sépare les points
de K, alors A est dense dans C'(K,R) pour la norme uniforme

3. Remarque : A contient les constantes si et seulement si 1 € A

4. Corollaire : Soit K compact de R? alors I’algébre des fonctions polynomiales sur K &
d variables est dense dans C'(K,R)

5. Remarque : On retrouve le théoreme de Weierstrass qui peut se démontrer par le
théoréme de Bernstein

6. Théoréeme de Weierstrass : Soit [a, b] C R alors I'espace des fonctions polynomiales sur
la, b] est dense dans C([a, b], R) pour la norme infini

7. Théoréme de Bernstein : Soit f : [0,1] — C continue, w son module de continuité,

B, = 3 ()X*(1 — X)"* £ (£) € C[X], alorsB, Z5 LS = Ball < Cw (ﬁ) et

I'inégalité est optimale (Chapitre XIIL.II.1.c d’Analyse de Queffélec et Zuily)
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8. Application : si f € C([0,1],R) tel que Vn € N, fo t)t"dt = 0 alors f =0

9. Théoréme de Stone-Weierstrass (cas complexe) : Soit K compact et A sous-algébre de
C(K,C) tel que A contienne les constantes, sépare les points de K et soit stable par
conjugaison complexe, alors A est dense dans C'(K,C)

10. Exemple : L’ensemble des fonctions polynémiales sur K & coefficients complexes en les
variables z et Z est dense dans C'(K,C)

1.3 Densité dans L*(1,p) et polynémes orthogonaux

(Chapitres 3.1.5 d’Objectif agrégation et I1.5 d’Analyse numérique et équations différen-
tielles de Florent Berthelin)

1. Définition : Soit p : I C R — R mesurable, alors on dit que p est une fonction poids
siVn e N, [, |z["p(x)dr < +o00

2. Exemple : p(z) = e est une fonction poids

3. Proposition : LQ(I p) = {f : 1 — C, [, |f(z)]’p(x)dz < +o0} est un espace de Hilbert

pour (f, g) f[ p(x)dx

4. Théoréme : Il ex1ste une unique suite de polynémes unitaires (p,)nen de degrés respec-
tifs n, deux a deux orthogonaux, appelés polyndémes orthogonaux pour p

5. Remarque : Ils s’obtiennent par procédé d’othogonalisation de Gram-Schmidt de la
famille libre (1, z,...2",...)
6. Exemple : Si I = R et Vo € R, p(z) = e alors il s’agit des polynomes de Hermite

2
$2 —Z
(Hower = (L4~ 3,08 — 3o, ) H, = (-1 0D

7. Lemme : Soit f € L*(1, p), alors il existe un unique polynéme r,, € P,, appelé polynome
de meilleur approximation quadratique de f a lordre n, tel que ||f — r,|| = d(f,Py)
et r,
8. Théoréme : Si I est borné et f € L*(I,p) alors ||f — 7| -0
n——+0oo

9. Application : Si les P, sont connus alors on peut calculer les p,, grace aux (f, P,)

10. Théoreéme : S'il existe a € R, tel que [, e**lp(z)dz < +o00 alors (p,)nen est une base
hilbertienne de L?(1, p)

11. Corollaire : Les polynomes de Hermite forment une base hilbertienne de L2(I,e™*")

2 Approximation des fonctions périodiques par des po-
lynémes trigonométriques

2.1 Polyndémes trigonométriques et coefficients de Fourier
(Chapitres IV.I et IV.IV.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1. Définitions : On note Cs, lespace des fonctions continues 2m-périodiques sur R, L5
I’espace des fonctions mesurables 27-périodiques telles que fo% |f(t)[Pdt < +oo, P le
sous-espace de Cy, engendré par les e, (t) = ¢™ et ¢y = {(un)neny € CV, u, T 0}

+oo



Remarque : Co, C L}
Définition : Soit f € L), alors ¢, (f) :=
Remarque : Soit f € L3_ alors ¢,(f) =
Lemme : Soit f € L} et Va € R, 7,(

L[ f(t)emintdt

(fsen)
£) = o (-+a), alors [ f) = fll, — 0
Proposition : Soit f € L3 .a € R, (k,n) € Z?, alors :

— cn(f o (—idr)) = c—n(f)
— alP) = o)

— cal(7a(f)) = €™ en(f)

7 cn(ekf> = Cn—k(f)

T f *€p = Cn(f)en

— Si f € (R, C) et C' par morceaux alors ¢, (f’) = inc,(f)

SIS

N
7. Proposition : Soit (ay)nez tel que ( > anen> converge uniformément vers f,
n=—N

NeN
alors f € Cor et Vn € N, a,, = ¢, (f)

8. Lemme de Riemann-Lebesgue : Soit f € L} (R, C), alors ¢,(f) — 0

n—+oo
9. Exemple : Soit ¢ € 0, 7] et 0. € LY tel que o.(t) = 1 sur [—,¢] et o.(t) = 0
sur [—7,7]\[—e, €], alors c,(f.) = #2409 g £ 0 et ¢o(0.) = £, donc Sy(o.,t) =

N ‘ nm
£1+23 —smé:m cos(nt)
n=1

2.2 Introduction de noyaux pour approcher les fonctions

(Chapitre IV.II d’Analyse de Queffélec et Zuily)

N
1. Définition : Soit N € N, alors le noyau de Dirichlet est Dy = > e,
n=—N

9 P o . . 1 2 . . sin((N+%)x)
. Proposition : Dy est pair, 5= [ Dy(t)dt =1 et Vo € R, Dy(z) = B i
3. Proposition : Soit N € Net f € L, alors Sy(f) = f x Dy

N—1
4. Définition : Soit N € N*, alors le noyau de Féjer est Ky = % > D,

n=0

5. Remarque : (Ky)nyen)« est la suite des moyennes de Cesaro de (Dy)yen

N sin( Xz 2
6. Proposition : Soit N € N* alors Ky = ) (1 — %) en, Vo € R, Ky(x) = % ( ( 2 ))
N

n=—

OetV(SE]O,ﬂ],%fk‘x'gKN(x)dx — 0

N—+o00

N
7. Définition : Soit f € L}, alors la somme de Féjer de f est on(f) = & > Su(f)

n=0
8. Remarque : (0n)nen+ est la suite des moyennes de Cesaro de (Sy)nen
N
9. Proposition : Soit f € L), alors on(f) = f*x Ky = > <1 — %) cn(f)en
n=—N
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2.3 Résultats de convergence
(Chapitres IV.IIT et IV.IV.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1. Théoréme de convergence de Féjer :

— Soit f € Oy, alors YN € N*, |lon (f)|| o < |1 fllo et on(f) NC—>V+U
—+o00
— Soit f € Ly, alors YN € N*, [lon(f), < [ f]l, et on(f) M
N—+4o00

2. Corollaire : P dense dans Cy (R, C)

3. Corollaire : Soit f € Cy, et zy € R tel que Sy (f)(xo) N [ € C, alors f(xg) =1
)

N

+o00
4. Corollaire : Soit f € Cy, tel que Sy (f) NCL}] fralors f = > cn(flen = Nlizz > en(f)en
—+00 — 0 — oonsz

2

en particulier pour f € Lj_,

5. Corollaire : (e,)nez est une base orthonormale de L3 |
= II-1
S lealPI = 11 et S () M2 7
—00 —+00
6. Proposition : Soit f € Cy, de classe C!' par morceaux, alors (Sx(f))yen converge
+o0
normalement vers f et f = > c,(f)e,
7. Théoréme de Dirichlet : Soit f € L} (R, C) et 2y € R tel qu'il existe 6 € R% tel que
. + —~
f(xo+1) tt?? fH(z0) € C, f(xo + 1) gf (zo) € C
— ’f(wo+t);f+(wo) ’ dt < +oo, [ | Lze=0t" )| g < 4oq
+(x (@
Alors Sy (f) (o) N_)_—:OO I 0);f (zo0)
8. Remarque : En pratique on a souvent :
— fl@wo+1t) Q))f+($o) €C, f(zo+1) fo(xo) cC

t>0 t<0

e ARGy o R e Y
t—0 t—0
t>0 t<0

9. Remarque : La continuité de f ne suffit pas pour que f coincide avec sa série de Fourier,
le théorme de Banach-Steinhaus permet d’établir 'existence d’un contre-exemple

+oo |
sin(na) _ w—a

n 2

10. Exemple : Sy(o.,e) — %+ =1 ainsi pour a = §,
N—+oco n

=1
3 Approximation par des fonctions réguliéres

3.1 Approximation de 'unité

(Chapitre IV.14.4 de Théorie de I'intégration de Briane et Pages)

1. Remarque : Il n’existe pas d’unité pour la convolution dans L!(R¢)

2. Définition : Soit (v )nen € (LH(RY))N] alors on dit que (ay, )nen est une approximation
de l'unité si :



3.2

. Exemple : Soit a € L'(R?) tel que [, a(z)dz = 1, alors (o, )nen+ = (n(a 0 nidga))

— VneN, [poan(z)de =1
— suprd |, (z)]|dz < 400
— Vs ERL, [pc lon(z)ldz — 0

n——+00

neN*
est une approximation de 'unité

Théoréme : Soit (,)nen app roximation de 1'unité, p € [1,+oo| et f € LP(RY), alors
[
VneN* fxa, € LP(RY) et f*xa, — f
n—-+00
Théoréme : Soit (,)nen approximation de I'unité et f € L°(RY), alors :
— Pour tout n € N*, fx*q,, est uniformément continue sur R? et bornée par || f| _ [|al];

) ) ) ) CVU(B)
— Si f est uniformément continue sur B alors f * «, 4 f
n——+00

Corollaire : Soit f € L®(R?), alors :
— Si f continue en xy € R? alors f * oy, () —+> f(xo)
n—-+0oo

. . , . cvu
— Si f uniformément continue sur R? alors f * o, — f
n—+00
. . CVU(K
— Si f continue sur K C R? compact alors f * a, VUG f
n——+00

Régularisation par convolution

(Chapitre IV.14.5 de Théorie de l'intégration de Briane et Pages)

1.

Theéoréme : Soit p € C7(RY) et f € L} (R?), alors fxp € C"(RY) et Vi € [1,d], 2> (f *
) =[x o2

Définition : Soit (a,)nen € (L(RY))N, alors on dit que (ay,)nen est une suite régulari-
sante si (a, )nen est une approximation de I'unité et Vn € N, a;,, € C°(RY)

Exemple : (v, )nens avec a = Vn € N*, o, = n%(aonidga) et Vo € R p(z) =

¥
f]Rd (‘D(Z)dl’ !

1
el*I’ =11 g1y ()

4. Théoréme : C2°(R?) est dense dans C.(R?) pour la norme infini

5. Théoreme : C°(R?) est dense dans LP(R?) pour la norme ||-||,

3.3

Applications multiples

(Chapitre I11.1.5 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1.

Proposition : Soit U ouvert de R? et K compact de U alors il existe ¢ € C®(R?) tel
que 0 < p <1 et =1 sur un voisinage de K dans U

2. Corollaire : Soit K compact de R? tel que K C |J Uy avec Uy, ..., U, ouverts de R™, alors

k=1

il existe 1, ..., p, € C(R?) tel que Supp(pr) C Uk, dor < letVo € K, > pi(z) =1
k=1 k=1



3. Théoréme : Soit U ouvert de R, alors f € L, (U) — [p € C(U) — [, f(z)p(z)dz] €
D'(U) est une application linéaire injective (Chapitre X.2.1 du Cours d’analyse fonc-

tionnelle de Daniel Li)

4. Théoréme : La transformation de Fourier de L' dans C est continue de norme 1
(Chapitre I11.2.1 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
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