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1 Approximation par des fonctions polynomiales

1.1 Approximation locale et formules de Taylor

(Chapitres 10.1, 10.2, 10.3, 10.4 et 11.1 d’Eléments d’analyse réelle de Jean-Etienne
Rombaldi)

1. Théorème de Taylor-Lagrange : Soit f : [a, b] −→ R de classe Cn et n+1 fois dérivable

sur ]a, b[, alors il existe c ∈ ]a, b[ tel que f(b) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k + f (n+1)(c)
(n+1)!

(b− a)n+1

2. Corollaire : Inégalité de Taylor-Lagrange : Soit f : [a, b] −→ E de classe Cn, n+ 1 fois

dérivable sur ]a, b[ et f (n+1) majorée par M ∈ R∗+, alors
∥∥∥∥f(b)− n∑

k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k
∥∥∥∥ ≤

M
(n+1)!

(b− a)n+1

3. Théorème de Taylor avec reste intégral : Soit f : [a, b] −→ E de classe Cn+1 avec E de

Banach, alors f(b) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(b− a)k +
∫ b
a
f (n+1(t)

n!
(b− t)ndt

4. Théorème de Taylor-Young : Soit f : I −→ R n fois dérivable en a ∈
◦
I, alors f(x) =

x→a
n∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k + o((x− a)n)

5. Application : ex =
x→0

n∑
k=0

xk

k!
+o(xn), cos(x) =

x→0

n∑
k=0

(−1)kx2k
(2k)!

+o(x2n+1), sin(x) =
x→0

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k+1)!
+

o(x2n+2), (1 + x)α =
x→0

1 +
n∑
k=1

α(α−1)...(α−k+1)
k!

xk + o(xn)

1.2 Densité dans les fonctions continues

(Chapitre II.4.1 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
1. Définition : Soit K compact et A sous–algèbre de l’algèbre de Banach C(K,R), alors

on dit que A sépare les points de K si ∀(x, y) ∈ K2, x 6= y ⇒ ∃f ∈ A, f(x) 6= f(y)

2. Théorème de Stone-Weierstrass (cas réel) (admis) : Soit K compact et A sous-algèbre
de l’algébre de Banach C(K,R) tel que A contienne les constantes et sépare les points
de K, alors A est dense dans C(K,R) pour la norme uniforme

3. Remarque : A contient les constantes si et seulement si 1 ∈ A
4. Corollaire : Soit K compact de Rd alors l’algèbre des fonctions polynomiales sur K à
d variables est dense dans C(K,R)

5. Remarque : On retrouve le théorème de Weierstrass qui peut se démontrer par le
théorème de Bernstein

6. Théorème de Weierstrass : Soit [a, b] ⊂ R alors l’espace des fonctions polynomiales sur
[a, b] est dense dans C([a, b],R) pour la norme infini

7. Théorème de Bernstein : Soit f : [0, 1] −→ C continue, ω son module de continuité,

Bn =
n∑
k=0

(
n
k

)
Xk(1 − X)n−kf

(
k
n

)
∈ C[X], alorsBn

CV U−→
n→+∞

f, ‖f −Bn‖∞ ≤ Cω
(

1√
n

)
et

l’inégalité est optimale (Chapitre XIII.II.1.c d’Analyse de Queffélec et Zuily)
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8. Application : si f ∈ C([0, 1],R) tel que ∀n ∈ N,
∫ 1

0
f(t)tndt = 0 alors f = 0

9. Théorème de Stone-Weierstrass (cas complexe) : Soit K compact et A sous-algèbre de
C(K,C) tel que A contienne les constantes, sépare les points de K et soit stable par
conjugaison complexe, alors A est dense dans C(K,C)

10. Exemple : L’ensemble des fonctions polynômiales sur K à coefficients complexes en les
variables z et z est dense dans C(K,C)

1.3 Densité dans L2(I, ρ) et polynômes orthogonaux

(Chapitres 3.1.5 d’Objectif agrégation et II.5 d’Analyse numérique et équations différen-
tielles de Florent Berthelin)

1. Définition : Soit ρ : I ⊂ R −→ R∗+ mesurable, alors on dit que ρ est une fonction poids
si ∀n ∈ N,

∫
I
|x|nρ(x)dx < +∞

2. Exemple : ρ(x) = e−x
2 est une fonction poids

3. Proposition : L2(I, ρ) = {f : I −→ C,
∫
I
|f(x)|2ρ(x)dx < +∞} est un espace de Hilbert

pour 〈f, g〉 =
∫
I
f(x)g(x)ρ(x)dx

4. Théorème : Il existe une unique suite de polynômes unitaires (pn)n∈N de degrés respec-
tifs n, deux à deux orthogonaux, appelés polynômes orthogonaux pour ρ

5. Remarque : Ils s’obtiennent par procédé d’othogonalisation de Gram-Schmidt de la
famille libre (1, x, ...xn, ...)

6. Exemple : Si I = R et ∀x ∈ R, ρ(x) = e−x
2 alors il s’agit des polynômes de Hermite

(Hn)n∈N =
(
1, x, x2 − 1

2
, x3 − 3

2
x, ...

)
, Hn = (−1)nex2

2
d(e−

x2

2 )
dx

7. Lemme : Soit f ∈ L2(I, ρ), alors il existe un unique polynôme rn ∈ Pn, appelé polynôme
de meilleur approximation quadratique de f à l’ordre n, tel que ‖f − rn‖ = d(f,Pn)
et rn

8. Théorème : Si I est borné et f ∈ L2(I, ρ) alors ‖f − rn‖ −→
n→+∞

0

9. Application : Si les Pn sont connus alors on peut calculer les pn grâce aux 〈f, Pn〉
10. Théorème : S’il existe α ∈ R∗+ tel que

∫
I
eα|x|ρ(x)dx < +∞ alors (pn)n∈N est une base

hilbertienne de L2(I, ρ)

11. Corollaire : Les polynômes de Hermite forment une base hilbertienne de L2(I, e−x
2
)

2 Approximation des fonctions périodiques par des po-
lynômes trigonométriques

2.1 Polynômes trigonométriques et coefficients de Fourier

(Chapitres IV.I et IV.IV.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily)
1. Définitions : On note C2π l’espace des fonctions continues 2π-périodiques sur R,Lp2π

l’espace des fonctions mesurables 2π-périodiques telles que
∫ 2π

0
|f(t)|pdt < +∞, P le

sous-espace de C2π engendré par les en(t) = eint et c0 = {(un)n∈N ∈ CN, un −→
n→+∞

0}
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2. Remarque : C2π ⊂ Lp2π

3. Définition : Soit f ∈ L1
2π, alors cn(f) :=

1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−intdt

4. Remarque : Soit f ∈ L2
2π alors cn(f) = 〈f, en〉

5. Lemme : Soit f ∈ Lp2π et ∀a ∈ R, τa(f) := f ◦ (·+ a), alors ‖τa(f)− f‖p −→a→0
0

6. Proposition : Soit f ∈ L2
2π, a ∈ R, (k, n) ∈ Z2, alors :

— cn(f ◦ (−idR)) = c−n(f)
— cn(f) = c−n(f)
— cn(τa(f)) = einacn(f)
— cn(ekf) = cn−k(f)
— f ∗ en = cn(f)en
— Si f ∈ C2π(R,C) et C1 par morceaux alors cn(f ′) = incn(f)

7. Proposition : Soit (αn)n∈Z tel que
(

N∑
n=−N

αnen

)
N∈N

converge uniformément vers f ,

alors f ∈ C2π et ∀n ∈ N, αn = cn(f)

8. Lemme de Riemann-Lebesgue : Soit f ∈ L1
2π(R,C), alors cn(f) −→

n→+∞
0

9. Exemple : Soit ε ∈ ]0, π[ et σε ∈ L∞2π tel que σε(t) = 1 sur [−ε, ε] et σε(t) = 0

sur [−π, π]\[−ε, ε], alors cn(fε) = sin(nε)
nπ

si n 6= 0 et c0(σε) = ε
π
, donc SN(σε, t) =

ε
π
+ 2

N∑
n=1

sin(nπε
nπ

cos(nt)

2.2 Introduction de noyaux pour approcher les fonctions

(Chapitre IV.II d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1. Définition : Soit N ∈ N, alors le noyau de Dirichlet est DN =
N∑

n=−N
en

2. Proposition : DN est pair, 1
2π

∫ 2π

0
DN(t)dt = 1 et ∀x ∈ R, DN(x) =

sin((N+ 1
2)x)

sin(x
2 )

3. Proposition : Soit N ∈ N et f ∈ L1
2π, alors SN(f) = f ∗DN

4. Définition : Soit N ∈ N∗, alors le noyau de Féjer est KN = 1
N

N−1∑
n=0

Dn

5. Remarque : (KN)N∈N)∗ est la suite des moyennes de Cesàro de (DN)N∈N

6. Proposition : SoitN ∈ N∗, alorsKN =
N∑

n=−N

(
1− |n|

N

)
en,∀x ∈ R, KN(x) =

1
N

(
sin(Nx

2 )
sin(x

2 )

)2

≥

0 et ∀δ ∈ ]0, π], 1
2π

∫
δ<|x|≤πKN(x)dx −→

N→+∞
0

7. Définition : Soit f ∈ L1
2π, alors la somme de Féjer de f est σN(f) = 1

N

N−1∑
n=0

Sn(f)

8. Remarque : (σN)N∈N∗ est la suite des moyennes de Cesàro de (SN)N∈N

9. Proposition : Soit f ∈ L1
2π, alors σN(f) = f ∗KN =

N∑
n=−N

(
1− |n|

N

)
cn(f)en
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2.3 Résultats de convergence

(Chapitres IV.III et IV.IV.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1. Théorème de convergence de Féjer :
— Soit f ∈ C2π, alors ∀N ∈ N∗, ‖σN(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ et σN(f)

CV U−→
N→+∞

f

— Soit f ∈ Lp2π, alors ∀N ∈ N∗, ‖σN(f)‖p ≤ ‖f‖p et σN(f)
‖·‖p−→

N→+∞
f

2. Corollaire : P dense dans C2π(R,C)
3. Corollaire : Soit f ∈ C2π et x0 ∈ R tel que SN(f)(x0) −→

N→+∞
l ∈ C, alors f(x0) = l

4. Corollaire : Soit f ∈ C2π tel que SN(f)
CV U−→

N→+∞
f , alors f =

+∞∑
−∞
cn(f)en := lim

N→+∞

N∑
n=−N

cn(f)en

5. Corollaire : (en)n∈Z est une base orthonormale de L2
2π, en particulier pour f ∈ L2

2π,
+∞∑
−∞
|cn(f)|2 = ‖f‖22 et SN(f)

‖·‖2−→
N→+∞

f

6. Proposition : Soit f ∈ C2π de classe C1 par morceaux, alors (SN(f))N∈N converge

normalement vers f et f =
+∞∑
−∞
cn(f)en

7. Théorème de Dirichlet : Soit f ∈ L1
2π(R,C) et x0 ∈ R tel qu’il existe δ ∈ R∗+ tel que :

— f(x0 + t) −→
t→0
t>0

f+(x0) ∈ C, f(x0 + t) −→
t→0
t<0

f−(x0) ∈ C

—
∫ δ
0

∣∣∣f(x0+t)−f+(x0)
t

∣∣∣ dt < +∞,
∫ δ
0

∣∣∣f(x0−t)−f−(x0)t

∣∣∣ dt < +∞

Alors SN(f)(x0) −→
N→+∞

f+(x0)+f−(x0)
2

8. Remarque : En pratique on a souvent :
— f(x0 + t) −→

t→0
t>0

f+(x0) ∈ C, f(x0 + t) −→
t→0
t<0

f−(x0) ∈ C

— lim
t→0
t>0

f(x0+t)−f+(x0)
t

∈ C, lim
t→0
t<0

f(x0−t)−f−(x0)
t

∈ C

9. Remarque : La continuité de f ne suffit pas pour que f coïncide avec sa série de Fourier,
le théorme de Banach-Steinhaus permet d’établir l’existence d’un contre-exemple

10. Exemple : SN(σε, ε) −→
N→+∞

0+1
2

= 1
2
, ainsi pour a = ε

2
,
+∞∑
n=1

sin(na)
n

= π−a
2

3 Approximation par des fonctions régulières

3.1 Approximation de l’unité

(Chapitre IV.14.4 de Théorie de l’intégration de Briane et Pagès)

1. Remarque : Il n’existe pas d’unité pour la convolution dans L1(Rd)

2. Définition : Soit (αn)n∈N ∈ (L1(Rd))N, alors on dit que (αn)n∈N est une approximation
de l’unité si :
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— ∀n ∈ N,
∫
Rd αn(x)dx = 1

— sup
n∈N

∫
Rd |αn(x)|dx < +∞

— ∀ε ∈ R∗+,
∫
|x|>ε |αn(x)|dx −→n→+∞

0

3. Exemple : Soit α ∈ L1(Rd) tel que
∫
Rd α(x)dx = 1, alors (αn)n∈N∗ =

(
nd(α ◦ nidRd)

)
n∈N∗

est une approximation de l’unité
4. Théorème : Soit (αn)n∈N app roximation de l’unité, p ∈ [1,+∞| et f ∈ Lp(Rd), alors

∀n ∈ N∗, f ∗ αn ∈ Lp(Rd) et f ∗ αn
‖·‖p−→

n→+∞
f

5. Théorème : Soit (αn)n∈N approximation de l’unité et f ∈ L∞(Rd), alors :
— Pour tout n ∈ N∗, f∗αn est uniformément continue sur Rd et bornée par ‖f‖∞ ‖αn‖1
— Si f est uniformément continue sur B alors f ∗ αn

CV U(B)−→
n→+∞

f

6. Corollaire : Soit f ∈ L∞(Rd), alors :
— Si f continue en x0 ∈ Rd alors f ∗ αn(x0) −→

n→+∞
f(x0)

— Si f uniformément continue sur Rd alors f ∗ αn
CV U−→
n→+∞

f

— Si f continue sur K ⊂ Rd compact alors f ∗ αn
CV U(K)−→
n→+∞

f

3.2 Régularisation par convolution

(Chapitre IV.14.5 de Théorie de l’intégration de Briane et Pagès)

1. Théorème : Soit ϕ ∈ Cn
c (Rd) et f ∈ L1

loc(Rd), alors f ∗ϕ ∈ Cn(Rd) et ∀i ∈ J1, dK, ∂
∂xi

(f ∗
ϕ) = f ∗ ∂ϕ

∂xi

2. Définition : Soit (αn)n∈N ∈ (L1(Rd))N, alors on dit que (αn)n∈N est une suite régulari-
sante si (αn)n∈N est une approximation de l’unité et ∀n ∈ N, αn ∈ C∞c (Rd)

3. Exemple : (αn)n∈N∗ avec α = ϕ∫
Rd ϕ(x)dx

, ∀n ∈ N∗, αn = nd(α◦nidRd) et ∀x ∈ Rd, ϕ(x) =

e
1

‖x‖2−11B(0,1)(x)

4. Théorème : C∞c (Rd) est dense dans Cc(Rd) pour la norme infini
5. Théorème : C∞c (Rd) est dense dans Lp(Rd) pour la norme ‖·‖p

3.3 Applications multiples

(Chapitre III.1.5 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1. Proposition : Soit U ouvert de Rd et K compact de U alors il existe ϕ ∈ C∞c (Rd) tel
que 0 ≤ ϕ ≤ 1 et ϕ = 1 sur un voisinage de K dans U

2. Corollaire : SoitK compact de Rd tel queK ⊂
n⋃
k=1

Uk avec U1, ..., Un ouverts de Rn, alors

il existe ϕ1, ..., ϕn ∈ C∞c (Rd) tel que Supp(ϕk) ⊂ Uk,
n∑
k=1

ϕk ≤ 1 et ∀x ∈ K,
n∑
k=1

ϕk(x) = 1
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3. Théorème : Soit U ouvert de R, alors f ∈ L1
loc(U) 7−→

[
ϕ ∈ C∞c (U) 7−→

∫
U
f(x)ϕ(x)dx

]
∈

D′(U) est une application linéaire injective (Chapitre X.2.1 du Cours d’analyse fonc-
tionnelle de Daniel Li)

4. Théorème : La transformation de Fourier de L1 dans C0 est continue de norme 1
(Chapitre III.2.1 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

7


	Approximation par des fonctions polynomiales
	Approximation locale et formules de Taylor
	Densité dans les fonctions continues
	Densité dans L2(I,) et polynômes orthogonaux

	Approximation des fonctions périodiques par des polynômes trigonométriques
	Polynômes trigonométriques et coefficients de Fourier
	Introduction de noyaux pour approcher les fonctions
	Résultats de convergence

	Approximation par des fonctions régulières
	Approximation de l'unité
	Régularisation par convolution
	Applications multiples


