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1 Du préhilbertien a I’hilbertien

1.1

Espace vectoriel muni d’un produit scalaire

(Chapitre II.1 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
On considére H un espace vectoriel réel ou complexe.

1.

Définition : Un produit scalaire sur H est une forme bilinéaire symétrique (respective-
ment hermitienne) définie positive dans le cas réel (respectivement complexe), dans ce
cas on dit que H est préhilbertien

Exemple : (z,y) = Y 27 définit un produit scalaire sur C"
k=1

Remarque : Soit (-, -) un produit scalaire sur H, alors ||-|| = /(-, ) définit une norme
sur H

. Proposition : Soit (z,y) € H?, alors ||z +y||* = ||z]|> + |yl|* + 2(z,y) dans le cas réel

et |z +yl|* = ||z|* + |jy||* + 2Re((z, y)) dans le cas complexe
Théoréme : Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit (z,y) € H?, alors |[(z,y)| < ||z| [ly]]

avec égalité si et seulement si x et y sont linéairement liés
Corollaire : Soit y € H, alors ¢, : v € H — (x,y) est une forme linéaire continue de
norme ||¢y|| = [y

Définition : Soit (z,y) € H?, alors on dit que z et y sont orthogonaux si (x,y) = 0, ce
qu’on note x L y

8. Théoréme : Soit (z,y) € H?, alors z L y <= ||z 4+ y|* = ||z|>+ ||ly||” (dans le cas réel)
9. Définition : Soit A C H, alors I'othogonal de A est At :={y € H,Vx € A,z Ly)}

10.

11.
12.

1.2

Proposition : Soit A C H, alors At est la plus grande partie orthogonale & A et est un
sous-espace vectoriel fermé de H

Définition : Si H est complet alors on dit que H est de Hilbert
Exemple : Si H est de dimension finie alors H est de Hilbert, L*(R) est de Hilbert

Existence d’un projeté orthogonal

(Chapitres 11.2.1 et 11.2.2 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
On considere H un espace de Hilbert.

1.

Théoréme de projection sur un convexe fermé non vide : Soit C' convexe fermé non vide
de H, alors pour tout x € H, il existe un unique pc(x) € C' (appelé projeté de x sur
C) tel que ||z — y|| = d(z,C), de plus on a la caractérisation, pour y € H, y = pc(x)
si et seulement siy € C et Vz € C, Re({(z —y,z2 —y)) <0

Corollaire : Soit C' convexe fermé non vide de H, alors 'application pc : H — C est
1-lipschitzienne, donc continue

Théoréme : Soit F' sous-espace vectoriel fermé de H, alors pr : H — F est linéaire
continue et pour x € H, on a la caractérisation, pour y € H, y = pp(x) si et seulement
siye Fetax—yeFt



4. Corollaire : Soit F' sous-espace vectoriel de H, alors F' est dense dans H si et seulement

Pt = {0}

5. Application : Les fonctions continues & support compact sur R sont denses dans L?*(R)

1.3

Conséquences sur le dual et 'existence d’un adjoint

(Chapitre 11.2.3 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1.
2.

Définition : H* est 1’espace vectoriel des formes linéaires continues sur H

Théoréme de représentation de Riesz : Soit ¢ € H*, alors il existe un unique y € H tel
que Vo € H, ¢(z) = (z,y)

Corollaire : Soit T € L(H), alors il existe un unique 7% € L(H) tel que V(z,y) €
2, (T'(x),y) = (z,T"(x))

. Application : Théoréme de Lax-Milgram : Si H espace Hilbertien réel, soit a forme

bilinéaire symétrique continue et coercive sur H et ¢ € H*, alors il existe un unique
z € H tel que Vy € H,a(z,y) = ¢(y), de plus z est caractérisé par sa(z,z) — ¢(x) =
min (%a(y, y)— oY),y € H) (Application 3.33 d’Objectif agrégation)

5. Définition : Soit T" € L(H ), alors on dit que que T est auto-adjoint si T* =T

6. Exemple : La transformation de Fourier sur L*(R) est un opérateur auto-adjoint de

2

2.1

I2(R)

Bases hilbertiennes

Familles orthonormales et série de vecteurs convergentes

(Chapitre 11.3.2 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1.

Définition : Soit (u;)ic; € H', alors on dit que (u;);e; est une famille orthonormée si
Viel,||ul=1etV(i,j) € I*i#j=u L u;

Exemple : Dans L3, la famille (e™),c; est orthonormée pour le produit scalaire
(f.9) = 5= Jy" F@)g(D)dt

Proposition : Soit (uq,...,u,) famille orthonormée de H et (aq,...,a,) € K", alors

n 2 n
Sarugl| = > |ag]?
k=1 k=1

4. Corollaire : Toute famille orthonormée est libre

5. Proposition : Inégalité de Bessel : Soit (u;);e; famille orthonormée de H et x € H,

alors " |(x, u)? < ||z
iel

+oo

Proposition : Soit (u,)nen famille orthonormale de H et x = Y ayu,, alors Vn €
n=0

N, a, = (z,u,)



2.2

Application : Formule du projeté sur un sous-espace vectoriel de dimension finie :
+o00o
Soit (un)nen famille orthonormale de H, x = Y ayu, et F,, = Vect(uo, ..., u,), alors
n n n=0
pr, () = Y apur = (T, ug)uy,
k=0 k=0
+oo

. Théoréme : Soit (u,)nen famille orthonormée de H et (a,)neny € 12, alors > a,u,

n=0
converge dans H

. Remarque : Autrement dit S : & € H — ((x, u,) )nen € [* est surjective

Existence de bases orthonormeées

(Chapitres 11.3.3 et 11.3.4 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1.

2.3

Définition : Soit (uy,)neny € HY, alors on dit que (u,)nen est une base hilbertienne de
H si (uy,)nen est orthonormale et totale (ie Vect(u,,n € N) est dense dans H)

Remarque : Une base hilbertienne n’est pas en général une base algébrique, ie tout
vecteur ne s’écrit pas comme combinaison linéaire finie de vecteurs de la base

+o0
Théoréme : Soit (u,),en base hilbertienne de H et x € H, alors x = Y (x, u,)u,
n=0

+oo
Corollaire : Formule de Parseval : Dans ce cas ||z]|* = 3 |(z, u,)|?
n=0

Corollaire : Dans ce cas S : x € H — ({x, uy))nen €st un isomorphisme conservant le
produit scalaire

Théoréme : Si H séparable alors H posséde une base hilbertienne

. Corollaire : Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie est isomorphe a [?

Application a la convergence faible

(Chapitre VIII.1.2 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
On considére (e,,)nen base hilbertienne de H de Hilbert séparable.

1.

Définition : Soit (z,).eny € HY et x € H, alors ,, fa%blf rsiVp € H* p(x,) — ()

n—-+o0o n—-+o0o

faible

. Théoréme : Soit (z,)nen € HY et © € H, alors 2, — x si et seulement si Vy €

n—-+0o

H (zn,y) — (z,y)

n—-+oo

faible

. Corollaire : Soit (z,)neny € HY et € H tels que z,, — =z et ||z,|| — |l=]|, alors
n—+oo n

—+00
Tn — T
n——+0o
Remarque : Cette propriété est vraie dans les espaces LP, pour p € |1, +oo[ mais plus

difficile, cependant ce résultat est faux dans C([0, 1])
Exemple : Soit f, € C([0,1]) tel que f, =1 sur [0 1} U [%, 1}, fn (2) =0 et f, affine

‘n n

faibl -
sur [1] et sur [2, 2], alors f, n%; L [ folls e 1 mais || f, — 1| . 1

4



3 Etupe de l’espace L?

3.1

Avec les séries de Fourier dans L3 _

(Chapitres 1V.1.2, TV.1.3, IV.IIL.1 et IV.II1.2 d’Analye de Queffélec et Zuily et 11.4.2 du
Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1.

2.

Définition : Soit n € Z, alors e, := ¢ € L2 (R) et, pour f € L3 (R), c,(f) = (f,en)

N
Remarque : Pour N € N, on note Dy := > e,
k=—N

Exemple : Soit € € ]0,7[ et 0. € LY tel que o.(t) = 1 sur [—¢,¢] et o.(t) = 0
sur [—m,w|\[—¢,¢], alors ¢,(f:) = % sin # 0 et o) = £, donc Sy(o.,t) =

N
£1+23 s";f%cos(nt)

n=1

Théoréme de convergence de Féjer (dans le cas Cy,) @ Soit f € Cyr(R), alors

N-—1
on(f) = f* %’;)Dk N%zoo /

. Théoréme de convergence de Féjer (dans le cas L2 ) : Soit f € L2 (R), alors

L2
on(f) ot

6. Corollaire : (e,)nez est une base hilbertienne de L3 _(R)

7. Application : Les polynomes trigonométriques sont denses dans L3_(R)

3.2

+oo
. Exemple : Avec f(t) =t sur [0,1] et f € L}(R), on obtient ) -5 = =

+oo
Application : Soit f € L3 _(R), alors || f||5= 3 |ea(f)]?

n=—oo

2

6
n=1

Avec les polynémes orthogonaux dans L*(I, p)

(Chapitres 3.1.5 d’Objectif agrégation et I1.5 d’Analyse numérique et équations différen-
tielles de Jean-Pierre Demailly)
On considere [ intervalle réel.

1.

Définition : Soit p : I — R, alors on dit que p est une fonction poids si p est mesurable
strictement positive et Yn € N, [, |z|"p(z)dz < +o00

2. Proposition : L?(I, p) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert

3. Théoréme : Il existe une unique famille de polynémes (P,),en unitaires orthogonale

deux a deux tels que deg(P,) =n

Remarque : On appelle ces polynémes les polynémes orthogonaux et elles s’obtiennent
par procédé d’orthogonalisation de Graam-Schmidt a (X"),en

5. Exemple : Si p = e~ alors les polynomes obtenus sont les polynomes de Hermite

6. Corollaire : Soit f € L*(I,p) et n € N, alors il existe un unique polynéme P, de degré

n tel que do(f, Pn) = ||f — Pally



7. Théoréme : S’il existe a € RY tel que f[ e*lp(z)dr < o0, alors mes polynomes
orthogonaux forment une base hilbertienne de L*(I, p)

8. Application : Les fonctions de Hermite h,(z) = (2"ﬁn!)’%Hn(9§)e’§ forment une
base hilbertienne de L?*(R) constituées de vecteurs propres de F : L*(R) — L*(R) :
Vn € N, F(h,) = (—i)"h, (Exercice 111.3.2.29 du Cours d’analyse fonctionnelle de
Daniel Li)

4 Etude de ’espace H'(I)

4.1 Dérivation faible et définition de H'(I)

(Chapitre IX.2 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

On considére I = |a,b[ C R avec (a,b) € R” tel que a < b.

1. Définition : Soit uw € L?*(I), alors on dit que u admet une dérivée faible s'il existe
v e L*(I) tel que Vo € CI(I), [;u(t)¢'(t)dt = — [;v(t)e(t)

2. Remarque : Il s’agit de généraliser la formule d’intégration par parties

3. Exemple : Soit u: x € | — 1,1 xlp (), alors v’ = Ly ()

4. Lemme : Soit (vi,v2) € Lj,.(I)? tel que Yo € CHR), [;vi(t)p(t)dt = [, va(t)p(t)dt,
alors v; = vy presque partout

5. Proposition : Soit u € L*(I) admettant une dérivée faible, alors la dérivée faible est
unique et on la note v’ € L?(I)

6. Définition : H'(I) est espace vectoriel des v € L*(I) admettant des dérivées faibles
u € L*(I)

7. Proposition : H'(I) est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire (, u,v) =
<u7 U>2 + <u,7 U,>2

8. Théoréme d’'immersion : Soit u € H'(I), alors il existe une unique fonction @ € C(I)
tel que uj; soit un représentant de u, de plus ¥(z,y) € I?, a(y) — a(z) = [V u/(t)

4.2 Sous-espace H] et équations différentielles

(Chapitre IX.3 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

On se limite a I =)0, 1[.

1. Définition : H} = {u € H',u(0) = u(1) = 0}

2. Proposition : Soit u € Hy, alors ||u|| < \/§||u’||2

3. Corollaire : u — |||, définit une norme équivalente de ||-|| sur H]

4. Lemme : Soit f € L?(0,1), alors il existe un unique u € H_ tel que Vv € H}, f01 (ug(z)v(z)+
ugy(z)v'(x))de = fol f(z)v(z)dr (Exercice IX.6 du Cours d’analyse fonctionnelle de Da-~
niel Li)

5. Application : Probléme de Dirichlet : Soit f € C([0, 1]), alors le ug précédent vérifie le

probléme —u”+u = f,u(0) = u(1) = 0 (Exercice IX.6 du Cours d’analyse fonctionnelle
de Daniel Li)
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