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1 Théorie des équations différentielles linéaires

1.1

Existence et unicité

(Chapitres 1.1 et 3.2 d’Equations différentielles de Florent Berthelin)
On considére I intervalle de R, U ouvert de RY et f: I x U — U.

1.

1.2

Définition : Une équation différentielle (résolue) est de la forme y' = f(¢,y) d’inconnue
y, et on dit qu'il s’agit d’une équation différentielle linéaire si f(t,y) = A(t)y + B(¢)
avec A: [ — My(K)et B: I — KV

Remarque : A partir d'une équation différentielle scalaire (linéaire) d’ordre n, on peut
se ramener a une équation différentielle vectorielle (linéaire) d’ordre 1

Définition : On dit que f est globalement lipschitzienne par rapport a la variable
d’état si pour tout compact I, C I, il existe k € R% tel que V(¢,41,92) € I X

U27 “f(tayl> - f(tny)H <k Hyl - yQH

. Lemme : Soit (¢, %0, v, B,70) € R x CV x [0, +o0[*x 0, +00], I = [to — a,ty + ],

f I x B(yo,m0) — CV continue et globalement lipschitzienne par rapport a la
variable d’état, ¢ : y € C(I, B(yo,70)) — [t el — o(y)(t) =yo + ftz f(s,y(s))ds},
si ¢(C(1, B(yo,m0))) € C(I,B(yo, 1)) alors il existe une unique solution globale de
y' = f(ty),y(te) = yo

Théoréeme de Cauchy-Lispchitz globalement lipschitzien : Si f continue et globalement
lipschitzien par rapport a la variable d’état alors il existe une unique solution globale

de y' = f(t,y),y(to) = to

Corollaire : Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire : SiV(t,y) € I xU, f(t,y) = A(t)y+
B(t) avec A € C(I, My(C)) et B € C(I,C") alors il existe une unique solution globale
de y' = Ay + B, y(to) = yo

Définition : L’équation différentielle homogeéne associée a y' = A(t)y + B(t) est ¢y =
At)y

Structure de ’espace des solutions de I’équation homogéne

(Chapitre 2.3 d’Equations différentielles de Florent Berthelin)

1.

Théoréme : L’ensemble des solutions Sy de y' = A(t)y est un espace vectoriel de
dimension N

. Corollaire : L’ensemble des solutions S de 3y’ = A(t)y + B(t) est un espace affine de

dimension N et de direction Sy

Remarque : Autrement dit les solutions de y' = A(t)y + B(t) sont de la forme y =7 +g
avec 7 solution de y' = Ay et  solution particuliere de y' = A(t)y + B(¢)

4. Exemple : Les solutions de 3" — 2y’ + y = 0 sont de la forme y(t) = ae' + bte*
5. Proposition : Si N = 1 alors la solution globale de ' = A(t)y + B(t),y(to) = yo est

y(t) _ yoeftto a(s)ds 4 JZ) b(S)efst a(u)du ] g
Exemple : Les solutions de y' = 2y + 1 sont de la forme y(t) = \e? — % avec A € K
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1.3 Matrice fondamentale et Wronksien

(Chapitre 2.4 d’Equations différentielles de Florent Berthelin)

1. Définition : Un systéme fondamental de solutions de v/ = A(t)y est une famille (y1, ..., yn)
de solutions linéairement indépendantes de y' = A(t)y, la matrice ¢(t) = (y1,-.., yn)
est appelée matrice fondamentale et W (t) = det(¢(t)) le wronskien

2. Proposition : Soit (yi, ..., yn) systéme fondamental de solutions et y solution de y' =
A(t)y, alors y(t) = Miy1 + .. Avyy = ¢(t)C avec (A1, ..., \n,C) € K x ... x K x KV

3. Corollaire : Soit ¢ matrice fondamentale de y' = A(t)y, alors la solution de 3’ =
A(t)y, y(to) = to est y(t) = d(t)(to)'yo
4. Exemple : La solution de 3" — 2y’ +y = 0,y(0) = 1,4/(0) = 2 est y(t) = (t + 1)é*

2 Reésolution explicite

2.1 Cas des coefficients constants

(Chapitres 2.4 et 2.7 d’Equations différentielles de Florent Berthelin et Exercice 6.2.3.4
d’Analyse de Xavier Gourdon)
On considére A € My(K).

1. Lemme : Une matrice fondamentale de 3/ = Ay est ¢ = et/

2. Proposition : Les solutions de y' = Ay sont de la forme y = e*4C avec C € KV

3. Corollaire : L'unique solution du probléme de Cauchy v = Ay,y(ty) = yo est Y =
(t—to)A
€ Yo

4. Proposition : Les solutions de y' = Ay + B(t) sont les y(t) = fto et=AB(z)dx + AC
avec C' € K"

5. Corollalre L’unique solution du probléme de Cauchy y' = Ay + B(t),y(to) = yo est
L (t—x)A B d.il? + etAyO

6. Lemme : Soit P, = (X — a)" € C[X] et D le morphisme de dérivation, alors les
solutions de 1’équation différentielle P,(D)(y) = 0 sont de la forme ¢t — e* F'(t) avec
F fonction polynomiale de degré au plus n — 1

k
7. Théoréme : Soit P = ZanJ = [[(X — )™, alors les solutions de P(D)(y) = 0 sont

i=1
de la forme t — ealtF (t) + ... + e*'Fi(t) avec Fi, ..., F} fonctions polynomiales de
degré au plus ny — 1, ...,n5 — 1
8. Proposition : On considére y”(t) + ay'(t) + by(t) = 0, avec (a,b) € C? de polynome
caractéristique P = X? + aX + b, alors :
— Si P admet deux racines distinctes (r;,72) € C? alors il existe (A1, Ag) € C? tel que
y(t) = At + Age™!
— Si P admet une unique racine r € C alors il existe (A, Ay) € C? tel que y(t) =
()\1 + )\Qt)e”'
9. Corollaire : On considére y”(t) + ay'(t) + by(t) = 0, avec (a,b) € R? de polynome
caractéristique P = X? + aX + b, alors :



10.

2.2

— Si P admet deux racines distinctes (ry, ) € R? alors il existe (A1, A2) € R? tel que
y(t) = Ae™t 4 Age™??

— Si P admet une unique racine r € R alors il existe (A1, \2) € R? tel que y(t) =
()\1 + )\Qt)e”

— Sinon P admet deux racines complexes conjuguées p + io, p — io, dans ce cas il
existe (A1, A2) € R? tel que y(t) = e’ (Acos(at) + Aasin(ot))

Exemple : Les solutions de y” — 3y’ — 4y = 0 sont de la forme y(t) = Ae™" + pde!

Cas des coeflicients non constants et méthode de la variation
des constantes

(Chapitre 2.6 d’Equations différentielles de Florent Berthelin)

1.

2.3

Remarque : Il n’existe pas de méthode générale pour résoudre une équation différen-
tielle homogéne mais a partir d’un systéme fondamental de solutions on peut résoudre
I’équation différentielle

Proposition : Soit ¢ matrice fondamentale de ¢y = A(t)y, alors on cherche une solution
de 3y = A(t)y + B(t) de la forme y(t) = ¢(t)C(t) avec C' : [ — KV
Corollaire : Soit ¢ matrice fondamentale de y' = A(t)y, alors la solution de ¢y =
A(t)y + B(t), y(to) = yo est y(t) = d(t)d(to) "yo + [, d(t)d(s) ™ B(s)ds
Remarque : Soit (y1,y2) systéme fondamental de solutions de y” + a1 (t)y’ + ao(t)y = 0,
les solutions de y” + ay(t)y’ + ao(t)y = b(t) sont de la forme y = A\ (t)y1 + Aa(t)y2 avec
{ N (t)yr + Xo(t)y2 = 0

A (@)yr + A5(t)ys = 0

Exemple : La solution de y”" — 2y +y = €', y(—=1) = 0,/ (—1) = 1 est y(t) =
<§+t(e+1)+e+%)et

Cas des coefficients non constants développables en série entiére

(Chapitre X.VI1.3 d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1.

Remarque : Pour 'équation y” + p(z)y’ + q(x)y = 0, il est intéressant de chercher une
solution particuliére développable en série entiére si p et ¢ le sont, en particulier si ce
sont des polynomes

. Théoréme : Sip = > p,a™ et ¢ = > g,x" sont convergentes sur B(0, R) alors pour

neN neN
tout (ag,a;) € K?, il existe une unique solution y de y” + p(z)y’ + q(x)y = 0,y(0) =
ao,y'(0) = aq, de plus y est développable en série entiére convergente sur | — R, R|

. Exemple : La solution de 'équation d’Airy y” + zy = 0,y(0) = 1,4'(0) = 0 est donnée

p
par y | a,x™ avec aspt1 = aspro = 0,a0 = 1, a3, = (—1)P[] m pour tout p € N*
j=1

Remarque : Cette méthode s’adapte pour des équations linéaires d’ordre plus élevé du
type ¥ +py" + qy’ + sy =0
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3.1

Etude qualitative de la stabilité

Points stationnaires et solutions stables

(Chapitres 5.1, 5.4 et 6.1 d’Equations différentielles de Florent Berthelin)
On considére U ouvert de RY f: R x U — R continue et localement lipschizienne.

3.2

1. Définition : On dit que ' = f(¢,y) est autonome si f ne dépend pas de t ie ¢y = f(y)
2. Définition : Soit y € U, alors on dit que y est un point stationnaire si f(y) =0

3.

4. Définition : Soit y,,, solution de v = f(t,v),y(to) = o, alors on dit que yy, ,, est

Remarque : Si f(y) = Ay avec A inversible alors 'unique point stationnaire est y = 0

stable si :

— Il existe o € R¥ tel que pour tout y; € U tel que ||yo — v1]| < @, sy, est définie
pour tout ¢ € [tg, +00]

— Vee Rj—? 30 € ]07 a]’vyl ev, ||y1 - yD” <do=Vie [tOv +OO[7 ”yto,m(t) - ?/tmyo(t)H <
€

Remarque : Si f(t,y) = A(t) € GLy(K) alors toute solution proche de 0 reste proche

de 0

. Définition : On dit que yy, ,, est solution asymptotiquement stable si elle est stable et

s'il existe & € R tel que Vy1 € U, [|[yo — v1ll <0 = Yio,0(t) — Yto,: (1) o 0

Remarque : Si f(t,y) = A(t) € GLy(K) alors toute solution proche de 0 tend vers 0

Cas des systémes linéaires a coefficients constants dans R?

(Chapitres 5.4 d’Equations différentielles de Florent Berthelin et A.13 d’Algébre linéaire
de Joseph Grifone)
On considére A € My(K) et y solution de 3y = Ay.

1.

Proposition : Si A a deux valeurs propres réelles distinctes A\; et \g, soit v; et vy deux

vecteurs propres associés, alors y = cle)‘ltvl + 026’\2%2

. Corollaire : Dans ce cas, si :

— A1, A9 < 0 alors 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable
— A1, A9 > 0 alors 0 est un point d’équilibre instable
— Ap et A9 de signes contraires alors 0 est un point col

Proposition : Si A a deux valeurs propres complexes conjugués A et A, soit vy et vy deux
vecteurs propres associés alors @ = ceMv; + ceMuy = & wy + Ewy avee wy, wy € (R?)?

Corollaire : Dans ce cas, en coordonnées polaires, la trajectoire est décrite par & = ce,

et on peut obtenir des spirales logarithmiques, 0 foyer stable, instable ou des solutions

périodiques

Proposition : Si A a une unique valeur propre réelle alors :

— Si A est diagonalisable alors les trajectoires sont des demi-droites partant de I'ori-
gine

— Si A n’est pas diagonalisable alors 0 est un noeud dégénéré stable ou instable



3.3 Stabilité dans un systéme non linéaire grace a un systéme li-
néaire
(Chapitres 6.1 de Equations différentielles de Florent Berthelin et exercice 3.46 du Petit
guide de calcul différentiel de Frangois Rouviére)

1. Théoréme : Si f(y) = Ay avec A € My(C) de valeurs propres \i,...\,, alors les
solutions de 3’ = Ay sont
— Stables si et seulement si pour tout j € [1,m], Re(A;) < 0 ou le bloc de Jordan
correspondant est diagonalisable
— Asymptotiquement stables si et seulement si Vj € [1,m], Re(\;) <0

2. Théoréme de stabilité de Liapounov : Si f : RN — RY est de classe C*, f(0) =0 et
A = Df(0) de valeurs propres dans R* +iR alors 0 est une solution asymptotiquement
stable de y' = Ay

3. Exemple : Soit ¥ + Csin(y) = 0 avec C' € R, alors 0 est un point d’équilibre asymp-
totiquement stable (Exercice 6.5 d’Equations différentielles de Florent Berthelin)
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