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1 Séries réelles et complexes

1.1

Suite des sommes cumulées d’une suite numérique

(Chapitre 2.1 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)
On considére (u,),en suite réelle ou complexe.

1.

Définition : La série associée a (un)nen est la suite (S, )nen définie par Vn € N, S, =

n
> uy, et est noté > uy,
k=0

+o0o
. Définition : On dit que ) u,, est convergente si S,, — S, on le note > u, =S
n—-+00 n=0
+o0o
Exemple : Soit a € C tel que |a|, alors Y a™ est convergente de somme > a™ = ﬁ
n=0

4. Définition : Si ) w, converge alors R, := S — S, est le reste d’ordre n de > u,

5. Proposition : L’ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel

6. Théoréme : Si > wu, converge alors u,, — 0

~

o ®

10.

1.2

n—r—+00

Remarque : La réciproque est fausse : Y In (1 + %) diverge mais In (1 + %) — 0

n——+o0o
Définition : On dit que ) u,, converge absolument si ) |u,| converge
Théoréme : Si > u, converge absolument alors » _ u,, converge
. - . Q _ 1 1 x
Remarque : La réciproque est fausse : Si ug, = —5 et ug,_y = pour tout p € N* alors

>, converge mais ne converge pas absolument

Cas particulier des séries de termes positifs

(Chapitre 2.2 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)
On considére (uy,)nen €t (vy)neny deux suites de termes positifs.

1.
2.

Lemme : ) u, converge si et seulement si (S, ),en est majorée

Théoréme : Régle de comparaison : Si w < v alors :

+o0 +o00
— Si Y v, converge alors Y u, également et > u, < > v,
n=0 n=0

— Si ) u, diverge alors ) v, également

3. Exemple : Z% diverge donc ) \/Lﬁ également

. Théoreéme : Regle d’équivalence : Si w,, ~ v, alors > u, et Y v, sont de méme

n—+00
nature, en cas de cas de convergence les restes sont équivalents, en cas de divergence

les sommes partielles sont équivalents

Remarque : La positivité est nécessaire dans le théoréme précédent : > (% + %)

diverge et > % converge méme si les termes sont équivalents (Exemple 7.6 des
Contre-exemples en mathématiques de Bertrand Hauchecorne)



Théoréme : Siu, = O(v,) (respectivinent o) et Y v, converge alors Y _ u,, converge

n—r+00
+oo +oo
et > ux = O > v (respectivement o)
k=n+1 NTTO k=n+1

7. Remarque : Le théoréme précédent reste vrai en remplacant w,, par |u,|

1.3

Théoréme de comparaison série-intégrale : Soit a € R, f : [a,+00] — R positive
décroissante alors > f(n) et f:oo f(t)dt sont de méme nature, en cas de convergence
+oo
+00 +o0
Jur F@®)dE < 55 f(k) < [ f(8)dt
k=n+1
Exemple : > ;n)g converge si et seulement si @ > 1 ou (o, ) € {1}x ]1, +o0[

nin(

Régles et critéres de convergence

(Chapitres 2.1, 2.3, de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

1.

10.

11.

. Théoréme : Reégle de D’Alembert : Si

Théoréme : Critére de Cauchy : ) u, converge si et seulement si Ve € R%,IN €
n-+p

> U

k=n

N,.VneN,Vpe N*n>N = <e

. Exemple : La série harmonique Z% diverge
. Théoréme : Reégle de Cauchy @ Si ™y/|u,| - A alors :
n—-+0oo

— Si A < 1 alors ) u, converge absolument
— Si A > 1 alors > u, diverge

’I’L2
Exemple : > (1 —2)" converge

— A alors :

n—-+00
— Si A < 1 alors ) u, converge absolument

— Si A > 1 alors ) u, diverge
Exemple : ) % converge si 0 < a < 1 et diverge si a > 1

Un+1
n

. Remarque : Si A = 1 alors on ne peut conclure : 3 % converge et Y L (Exemples 7.14

et 7.15 des Contre-exemples en mathématiques de Bertrand Hauchecorne)

Proposition : Si la régle de D’Alembert peut étre appliqué alors celle de Cauchy éga-
lement

Remarque : La réciproque est fausse : Si u,, = 3% si n pair et u, = :;in si n impair alors
on peut appliquer la régle de Cauchy mais pas la régle de D’Alembert (Exemple 7.16

des Contre-exemples en mathématiques de Bertrand Hauchecorne)

Proposition : Transformation d’Abel : Soit (p,q) € N? tel que ¢ > p + 1, alors
k

q q q—1

Yoowvr = ug Y, v+ . (ug —uk—1) >, v; (Exercice 7.9 des Contre-exemples
k=p+1 k=p+1 k=p+1 J=p+1
en mathématiques de Bertrand Hauchecorne)

n

Théoréme d’Abel : Si (u,)nen décroissant vers 0 et (Z’%) bornée alors > u,v,
k=0 neN

converge (Exercice 7.9 des Contre-exemples en mathématiques de Bertrand Hauche-

corne)



12.

int
Exemple : ) &= converge

2 Etudes de séries entiéres

2.1

Séries définies avec un rayon de convergence

(Chapitre 5.1 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)
On considére (a,)nen € CV.

1.

Définition : Une série entiére est une série de fonctions > a,, 2" et la somme de la série

+o0o
enticre est la fonction S(z) = Y a,z" pour z € C tel que > a,z" converge
n=0

Lemme d’Abel : Soit 2y € C tel que (a,z{)nen soit bornée, alors pour z € D(0,|z)|),
> a,z" converge absolument

Corollaire : II existe un unique R € R* (appelé rayon de convergence) tel que pour
z € C,si|z| < R alors ) a,2" converge et si |z| > R alors ) a,2" diverge

4. Remarque : On a R = sup(r € Ry, (a,7")nen bornée)

9.
10.

2.2

. Remarque : D(0, R) est le disque de convergence, C(0, R) est le cercle d’incertitude :

R(3>2") =1 mais ) 1" diverge, R (3 %) = 1 mais ) 13 converge

An41

n

— LeR, alors R =

n—-+00

Proposition : Régle de Cauchy : Si

S

. Exemple : R (Y %) = 400

Théoréme : Formule de Hadamard : R = (limsup]an]}z>

n—-+40o

Exemple : R (> 2"2%") = %

Corollaire : Regle de Cauchy : Si |a, |« - L alors R = ¢
n——+0oo

Opérations et propriétés

(Chapitres 5.2, 5.3 et 5.4 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

1.

Proposition : Soit > a,z™ et Y b,z" deux séries enticres, alors R(>_(a, + b,)z") >
min(Rq, Ry) et R(> c,2™) > min(R,, Ry) avec Y ¢,z" produit de Cauchy, ie ¢, =

E arbn_i
k=0

2. Théoréme : > a,z" converge normalement sur tout compact de D(0, R)

3. Corollaire : S est continue sur D(0, R)
4. Théoréme d’Abel angulaire : Si R = 1 et Y a,, converge, soit 0y € [0, 3 [, Ay, défini en

+oo
annexe, alors S(z) — > a, (Exercice 4.10 d’Analyse de Xavier Gourdon)
zZ—r n=0
zeAgo

+o00
Remarque : La réciproque est fausse : Y (—1)" diverge mais ) (—1)"z" = :
n=0 Z—r+00

|z]<1



6.

7.

2.3

Théoréme taubérien faible : Si R =1, il existe S € C tel que f(z) — Seta, =
zai?o n—-+00

+o0
o (%) alors 3" a, converge et S = > a,, (Exercice 4.11 d’Analyse de Xavier Gourdon)
n=0
Théoréme : Si ) a,x™ série entiére entiére de variable réelle alors la fonction somme S
est de classe C™ sur | — R, R]

Fonctions développables en série entiére

(Chapitre 5.5 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)
On consideére f: X C R — C.

1.

Définition : On dit que f est développable en série entiére en 0 s’il existe > a,z™ de
rayon de convergence R € R* et r € ]0, R tel que | —r,r[ C X et Vo € | —r,7[, f(z) =

“+o00
> aa”
n=0

2. Remarque : On dit que f est développable en série entiére en 0 si f(- — xq) l'est en 0

3. Exemple : Tout polynome est développable en série entiére sur R d’aprés la formule de

Taylor

Proposition : SI f développable en série entiére en xy € X alors f est de classe C'™ au
voisinage de xq

1
Remarque : La réciproque est fausse : f = e 22 Ir; est de classe C® mais non déve-
loppable en série entiére en 0

Application : Un développement en série entiére et une interversion série intégrale
permettent de calculer des intégrales

+ n
Exemple : L’intégrale f(;roo iy de est convergente et f0+°° e = 220%

3 Des séries pour tous les gouts

3.1

Analycité des fonctions holomorphes

(Chapitre 3.4 d’Analyse complexe d’Amar et Matheron)
On considére €2 ouvert de C et f: Q) — C

1.

T2 L
Théoréme : Si f € H(D(z, R)) alors f(z) = Zm(z — 2p)" avec convergence

normale sur tout compact de D(zg, R)

Corollaire : Si f € H(Q2) alors f est développable en série entiére au voisinage de chaque

point, ie f est analytique

Remarque : Si f € H(D(0,R)) alors les coefficients de son développement en série
i f™o) _ f(Q)

entiére sont —— = 5= faD(o,r) Wd{

n! 247
Théoréme : Si Q connexe et f € H(Q) tel qu'il existe zy € Qtel que Vn € N, £ (z,) = 0
alors f =0



5. Corollaire : Principe du prolongement analytique : Si © connexe et (f,g) € H(Q2)?

coincidant sur un ouvert non vide de €2 alors f =g

6. Application : H(f2) est un anneau intégre

3.2 Séries de Fourier

(Chapitre 6.3 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)
On considére f € C'My,(R)

1. Définition : Soit n € Z, alors le n-iéme coefficient de Fourier de f est c¢,(f) =

= 0% f(t)e™dt, et la série de Fourier de f est S(f) = cu(f)e, avec e,(t) = ™

2. Théoréme de Dirichlet : Si f de classe C'' par morceaux alors S(f) converge simplement
vers f avec Vt € R, f(t) - w

3. Remarque : La continuité de f ne suffit pas, le théoréme de Banach-Steinhaus permet
d’établir I'existence d’un contre-exemple

4. Corollaire : Si f de classe C! par morceaux et continue alors S(f) converge normalement

vers f
5. Application : Formule sommatoire de Poisson : Si f de classe C' avec f(x) :‘ |=
x|—-+00
O(%)et fllx) = O(%)alorsVz eR, Y flz+n) =Y F(f)(n)e*™* (Exercice

|z|—+o0 nez nez

4.6.4 d’Analyse de Xavier Gourdon)
6. Lemme : Soit dz := ) d,, alors §z € S'(R) dz = F(dz)

nez
7. Application : Inversion de Fourier : Soit ¢ € S(R), alors Vo € R, p(z) = [, F(p)(£)e* ™ d¢

3.3 Fonctions génératrices et lemme de Borel-Cantelli

(Chapitre 5.3 de Probabilités tome 1 de Jean-Yves Ouvrard et Probabilité de Barbe et
Ledoux)

On considére X variable aléatoire a valeurs dans N.
1. Définition : Gx = +oolP(X = n)s”
n=0

2. Exemple : Si X ~ B(n,p) alors Gx = (sp+1—p)"

3. Théoréme : Gx est continue sur [—1,1] et de classe C* sur | — 1,1[ et Yn € N, P(X =
_ G
n)="—=

n!

4. Corollaire : G x caractérise la loi de X

5. Lemme de Borel-Cantelli : Soit (A,,)nen suite d’événéments, alors :
— Si Y P(A,,) converge alors P(limsupA,) =0

n—-+00

— Si les A,, sont indépendants et > P(A,) diverge alors P(limsupA,) = 1

n—-+00
6. Corollaire : Soit (X, )nen suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire, alors :
— Si pour tout € € R%, Y P(|X,, — X| > ¢) converge alors z,, 5 x

n—-+o0o



— Si les X, sont mutuellement indépendants alors X, P55 i et seulement si pour

n—-+0o
tout e € R, Y P(|X,,| > ¢€) < +o0
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