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1 Préliminaires théoriques

1.1

Normes matricielles

(Chapitre 3.1 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)

1.

1.2

Théoréme : Soit ||-|| norme sur K", alors ||A|| = sup |[|Az| définit une norme sur
z€S5(0,1)

M, (K)

Définition : On dit que [|-]] est la norme matricielle induite ou subordonnée par z —

]l

n n
- Exemple : Al = maz 3 jay. 4], = maz 3oy

1<j<n, 5
Exemple : Soit P € GL,(K), alors ||z|| = [P~ 'z|, est une norme sur K" et || Al =
|P~*AP|| est la norme subordonnée
. Théoréme : Soit ||-|| une norme matricielle induite, alors on a :
(a) [[Zull =1
(b) 4] = sup |Az| = sup Ll
z€B(0,1) zeK™\{0}

(c) [[Az| < || A]l [|=|]

(d) [[AB|| < ||A[l[|B]]

(e) Il existe x € S(0,1) tel que ||A]| = || Ax||

(£) |A]| =inf(a € Ry, Vo € K", ||Az]| < o|z]))

Rayon spectral

(Chapitre 3.4 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére A € M, (C).

1.

A

Définition : Sp(A) est 'ensemble des valeurs propres de A et son rayon spectral est
p(4) = maz |
AESP(A)
Remarque : p(A*) = p(A)*
Lemme : Si A normale (ie AA* = A*A) alors ||A||, = p(A)
Théoréme : ||All, = /[JA*A[], = /p(A*A)

Théoréme : Soit ||-|| une norme matricielle, alors p(A) < ||A]|, p(A) < inf HA’“H%
keN~

6. Théoréme : Soit € € R*, alors il existe une norme matricielle telle que || Al < p(A) +¢

7. Corollaire : p(A) = inf ||A|| avec N ensemble de toutes les normes matricielles

[I-leN

8. Théoréme : p est continue sur M, (C)

9. Théoreme : Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) AF — 0

k——+o0



1.3

(b Tpy1 = AZL‘k k—>—+><>o 0
p(A) <1
Il existe ||-|| tel que HAH <1

(€) I, — A € GLy(C) et ZAk (I, — A)!

(f) I, — A€ GL,(C) et Ztr(Ak) =tr((I, — A1)

k=0

(g) tr(AF) — 0

k—4o00

Conditionnement

(Chapitre 3.5 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére (A, b) € GL,(K) x K™ et ||-|| une norme matricielle.

1.

Remarque : Soit = € K" solution de Az = b alors on se demande comment sera modifiée
cette solution si les coefficients du second membre ou de la matrice sont modifiés
Théoréme : Soit A € GL,(K) et € K" solution de Az = b telle que x + dx soit

solution de Ay = b+ 0b alors Wij"' < || A|l[|A7Y| H”erbHII

Théoréme : Soit z € K" solution de Az = b telle que x+dx soit solution de (A+J5A)y = b

oz o4
alors plS5be < |l Al |4~ Tl

Définition : cond(A) := W
Théoréme : cond(A) € ]0,1], cond(A) = cond(A™1), cond(aA) = cond(A)

est appelé le conditionnement de A relativement a ||-||

. Théoréme : condy(A) = ,/ me avec [hmin €t lmaer les plus petite et grande valeurs

propres de A*A
min |\
1<i<n

mazx |\
1<i<n

Corollaire : Si A est normale alors conds(A) =

2 Reésolutions de systémes linéaires Ax = b

2.1

Méthodes de Cramer et du pivot de Gauss

(Chapitres 5.1, 5.3, 5.4 et 5.5 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére (A,b) € GL,(K) x K™.

1.

Proposition : Si on note A; la matrice obtenue de A en remplagant sa j-iémre colonne
det(A;)
det(AJ)

par b alors la solution de Az = b est donnée par les formes de Cramer z; =
Remarque : Cette méthode comporte nn! opérations élémentaires ce qui est beaucoup
trop grand

Proposition : Si A est triangulaire supérieure alors la résolution de Az = b se fait en

remonant x,, = ab—”,xz- = § amxj>
nn
Jj=i+1



Définitions : On appelle matrice de transvection (respectivement de dilatation) toute
matrice de la forme T;;(\) = I, + AE;; (respectivement D;(\) = I, + AEj;) avec
1 <i# 7 <n,AeK" et on appelle matrice élémentaire toute matrice de transvection
ou de dilatation

Lemme : Une matrice élementaire est inversible et V(i, j, A) € [1,n]" x K*, T;;(A\)~! =

Tij(=X), Di(A) ™ = D; (5)

Théoréme : Si A € GL,(K) alors il existe des matrices de transvections telles que
A= P..P.D,(det(A))Q1...Qs

7. Application : GL} (R) et GL;, (R) sont connexes par arcs et sont les connexes de GL,,(R)

8. Proposition : Méthode des pivots de Gauss : On peut transformer Ax = b en Rx = ¢

10.

2.2

avec R triangulaire supérieure par opérations élémentaires sur les lignes, en particulier
det(A) = tdet(R), la méthode consiste en les étapes suivantes :

— On se rameéne a a; # 0 par Ly <— L; avec a;; # 0

— On élimine x; dans les équations 2, ...,n par ng) «— L

— On se raméne agy # 0 par Lg) —> L§2) avec ag) #0

() _ au (D

) ap; 1

(%)

i

(k) al o (k)
— L7 — aziZk)Lk

On a det(A) = (—=1)?det(AP) avec p nombre de permutations nécessaires

— On élimine x;, dans les équations k + 1,...,n par L

Remarque : Pour éviter de faire une division par un nombre trop petit, on permute les
lignes pour avoir le plus grand pivot possible

Remarque : Le nombre d’opérations est en O(n?)

Décompositions LU et de Cholesky

(Chapitre 5.7 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére (A,b) € M, (K) x K"

1.

Définition : Les sous-matrices principales de A sont les Ay = (a;;)1<ij<k et les déter-
minants principaux sont les Ay = det(Ay)

Lemme : Si a;; # 0 alors il existe des matrices de transvection P, ..., P, telles que

o a1 *
pera— ()
Théoréme : Si A € GL,(K) alors A peut étre de réduite a la forme triangulaire supérieur
en la multipliant par des matrices de transvection ou de dilatation de la forme D;(—1)

Théoréme : Décomposition LU : Si A € GL,(K) alors il existe L triangulaire inférieure
de diagonale unité et R triangulaire supérieure telles que A = LU si et seulement si
tous les déterminants principaux de A sont non nuls

Remarque : Dans ce cas, une telle décomposition est unique et les coefficients diagonaux

: det(A
de R sont donnés par r1; = a1 et rg = de:(,gkk)l)

Application : Si A € GL,(K) alors résoudre Az = b équivaut a résoudre Ly = b, Rz = y
avec A = LU la décomposition précédente



10.

2.3

Corollaire : Décomposition de Cholesky : Si A € M,,(R) alors A € S, (R) si et seulement
s’il existe B triangulaire inférieure et inversible telle que A = B'B

Remarque : De plus une telle décomposition est unique si on impose la positivité des
j—1 i—1

coefficients diagonaux de B, et b;; = <aij — Zbikbjk> et bZ = a; — >_ b3

77 k k=1

-1
Remarque : Le nombre d’opérations est en O(n?)

Application : La résolution de Ax = b se raméne a la résolution de deux systémes

triangulaires, et det(A) = []b%
i=1

Meéthodes itératives

(Chapitre 5.11 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére b € R" et A € GL,(R) tel que A = M — N avec (M, N) € GL,(R) x M, (R).

1.

Définition : La méthode itérative de la résolution de Az = b définit une suite (z%)en
par 0 € Rrgt+D) = M—TNz®) — p—1p

2. Remarque : Si cette suite converge alors la limite est la solution de Ax =b

Définition : On dit que la méthode itérative est convergente si pour tout (¥ la suite
(") en définie précédemment est convergente

4. Théoréme : La méthode itérative converge si et seulement si p(M~1N) < 1

5. Corollaire : S’il existe une norme matricielle ||-|| tel que ||M~'N|| < 1 alors la méthode

2.4

itérative est convergente

Minimisation de fonctionnelles quadratiques

(Chapitre 5.15 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi, Exercice 1.21 des Oraux
X-ENS Analyse 4)
On considére A € ST (R) et b € R™.

1.

Théoréme : Soit U ouvert de R" et ¢ : U — R différentiable en xy € U tel que ¢
admette un extremum local en zg, alors dy(zg) =0

2. Définition : La fonctionnelle quadratique associ¢e a A et b est p(z) = 3(Az, ) — (b, )

. Lemme : La fonctionnelle quadratique précédente p est différentiable sur R" et V() =

Ax —b

4. Théoréme : La solution de Az = b réalise le minimum global de la fonctionnelle ¢

(Tk75k>

5. Remarque : On considére de plus (0;)reny € (R™)N unitaires, x4 = x5 — s 5k>5k avec

T, = Vo(rg) = Axg — b= Az — u)

6. Lemme : rpyq L 0p

7. Lemme : Soit 0 < \; < ...\, les valeurs propres de A, alors Vo € R™, (Az,z) > Ay ||z][;

8. Théoreme : S'il existe o € R tel que Vk € N, (1, 0;) > o ||ri]|, alors la suite () gen

converge vers la solution de Az = b



3 Recherche de valeurs propres

3.1 Localisation

(Chapitre 1.2 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére A € M,(C), L Z|aml C; = Ylayl, L = 177<w<:c(Li + |ai|) et C =
]7&1 i;j T

max (C + |ajj|)

1<j<n
1. Théoréme de Gerschgorin-Hadamard : Sp(A) C U Blag, L)

2. Corollaire : YA € Sp(A), |\| < min(L,C)

3. Définition : On dit que A € M,(C) est a diagonale strictement dominante si Vi €
[[1,71]], \a“] > Lz

4. Remarque : Si A est a diagonale strictement dominante alors A inversible
5. Théoréme d’Ostrowski : Va € [0, 1], Sp(A) C U B(ay, L8C! ™)
i=1

6. Corollaire : VA € Sp(A), i € [1,n], |M? < (L; + |ay|)(C; + |as))

3.2 Meéthode de la puissance itérée

(Chapitre 6.2 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)

On considére A € M, (R) telle que la valeur propre \; de module maximum soit unique.

1. Théoréme : A\; € R est simple, et on a R" = ker(A — M\1I,) @ Im(A — M\ 1,) avec
ker(A — M\ 1,) droite vectorielle stable par A

2. Définition : On note Ey = ker(A — M\ 1,,), [1 = Im(A Ail,) et on définit (2)),ey €
(R™)N par 20 =¢; + f avec e; € EN\{0}, f1 € F, et D) — WAm(k)

3. Théoréme : Avec les notations précédentes, on a :

(k) _
) [[Az @ — Pl = p(4)

(b) 20— o, 2@+ 4y = signe(A;)v; avec vy vecteur propre associé a A
k—+oco k——+oc0

(c) Soit j € [1,n] tel que ey ; # 0, alors (Az((f;)j — A
J

k—+o00

4. Corollaire : Si A € GL,(R) alors en appliquant la méthode précédente, on peut appro-
cher la valeur propre de A de plus petit module

3.3 Meéthode de Jacobi pour les matrices symétriques

(Chapitre 6.3 d’Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi)
On considére A € S,(R).



. Remarque : Par théoréme spectral A est diagonalisable sur R et on chercher & construire
(R(0k))ren suite de matrices de rotations pour que (Ag)ren converge vers une matrice
diagonale avec Ay, 1 = R(0x) 1 ALR(6}),

I, 4 0 0
. Définition : Soit (p, ¢,0) € [1,n]**xR tel que p < g, alors R, ,(0) = 0 ppqe@) 0
0 0 I,

c 0 -5
avec pp ()= 0 I,—pr1 0 |,c=cos(h),s = sin(0)
s 0 c

. Lemme : Les coefficients de A, ,(6) := R, ,(0)""AR, ,(6) symétrique sont donnés par

’m;j:mij st Z#patbj#p?q
m;p = CMip + SMig st 1 7& b, 9q
my,, = My, + §°Mgq + 2¢5Mpg
My, = CMig — S si 1 #£p,q
Ml = 8 My, 4 Mg — 265Myg
[ My = (2 = %)My — sc(myp — mgq)

. Lemme : Si m,, # 0 alors il existe un unique § € |—%, 2] \{0} tel que m}, =0

. Lemme : Soit A1 = R(0x) " AxR(0)) avec R(6y) = I, si al¥) et R(0)) = R, 4(0)) avec
1<p<q<ntel que |a)| = maz |al(-;-€)] et O, € |35, 2] \{0} tel que alit™ =0, et
1<i<j<n

Ar = Dy + E,. avec Dy, partie diagonale de Ay, alors Fj, k—> 0

—+00

. Théoréme : A; k—> D, avec D, matrice diagonale de termes diagonaux \,@;), 0 € S,
—+00

et A1,..., \, les valeurs prorpes de A

. Corollaire : 0, — 0,R, — I, et Py := R(0)..R(0x) — P, = (£Crn),... £
k—+o0 k—+o0 k—+o0

Com)) avec 0 € S, et Cy(;) vecteur propre de A associé a A,
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