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1 Espaces de Lebesgue LP(u)

1.1 Espace vectoriel £!(y)

(Chapitres 7.1, 7.2, 7.3 et 8.1 de Théorie de l'intégration de Briane et Pageés)
On considére (X, A, 1) un espace mesuré et f: X — R, mesurable.

1. Définition : On dit que f est étagée si f prend un nombre fini de valeurs, ie f peut

alors s’écrire f = ) al;—, somme finie
aef(X)
2. Définition : Si f étagée alors [, fdu == > ou({f = a}) € Ry U {+oo} et si f
acf(X)

mesurable positive alors [ fdu = sup ([ edp, ¢ < f, ¢ € E(ARy)) € Ry U {+o0},
et on dit que f p-intégrable si [, fdu < 400
3. Théoréme de convergence monotone : Soit (f,)nen suite croissante de fonctions mesu-
rables positives, alors f := liT (fs) est mesurable positive et [ < fdp = liT | < fadp
n—-+0o0 n——+0oo

4. Proposition : Si f,g : X — R, mesurables tels que f = g p-presque partout alors
Jx fdp= [y gdu
5. Lemme de Fatou : Si (f,)nen mesurables positives alors 0 < [, liminf f,dp < liminf [ fudp
neN neN

6. Définition : On dit que f est p-intégrable si |f| est p-intégrable, et on note L£'(u)
I’ensemble des fonctions mesurables p-intégrables

7. Définition : [, fdp = [, Re(f)dp+i [ Im(f)dp = [ Re(f)Tdp — [ Re(f) du+
iy Im(f)tdp—i [ Im(f) dp

8. Remarque : || f||; = [ |fldu est une semi-norme sur £'(y1)

9. Proposition : ’fX fd,u‘ < fX | f|du avec égalité si et seulement s’il existe a € U tel que
f = a|f| p-presque partout

10. Théoréme de convergence dominée : Soit (f,)nen € (L1(1))Y tel que :
— Pour p-presque tout x € X, (f,(2))nen converge
— Tl existe g € £ (i) positive tel que Vn € N, |f,| < g p-presque partout
Alors il existe f € L£'(u) tel que :
— Pour p-presque tout x € X, f,,(x) e f(z)
nQToo [ |fa — fldp =0, en particulier [, f,du n:)OO [ fdu
11. Corollaire : Théoréme de continuité sous le signe intégrale : Soit E espace métrique et
f:ExX — Ktel que f(u,-) mesurable, pour u-presque tout x, f(-,x) continue et il
existe g € L'(11) tel que p-presque partout |f(u,-)| < |g| alors F(u) = [, f(u,z)du(z)
continue

1.2 Espace vectoriel £P(u)

(Chapitre 9.1 de Théorie de I'intégration de Briane et Pages)

1. Définition : Soit p € R, LP(u) est 'ensemble des fonctions mesurables f: X — K
telles que [ |f[Pdp < +o0



+o0o
2. Exemple: Si (X, A, pu) = (N, P(N), m) alors LP(u) = IP(N) = {(an)neN e KN Y |an P < —l—oo}

n=0
3. Proposition : £P(u) est un K-espace vectoriel
4. Proposition : Si u(X) < +oo alors p < ¢ = L9(u) C LP(u), de plus p < ¢ =
P(N) C l19(N)

5. Application : Si 0 < p < ¢ alors la convergence L? de variables aléatoires implique la
convergence L

6. Définition : || f[|, := ([y | f[7dp)

7. Lemme : Inégalité de Young : Si o € |0,1[ et (u,v) € Ry x R* alors u®v'™ <
au+ (1 — a)v avec égalité si et seulement si u = v

8. Théoréme de Holder : Si ]lo —l—é = 1 avec (p,q) € [1,4+o0® et (f,g) € LP(n) x L)
alors || fgll, < If1, [lgll, avec égalité si et seulement si o f|P = B|g|? p-presque partout

9. Corollaire : Inégalité de Minkowki : Sip € [1, +oo| et (f, g) € (LP(n))* alors || f + g]|,, <
[£1l, + llgll, avec égalité si et seulement si :

3=

(a) f =0 p-presque partout ou g = af p-presque partout
(b) fg > 0 u-presque partout

10. Remarque : [|-[|, n’est pas une norme sur £7()

1.3 Espace vectoriel quotient normé LP(u)

(Chapitres 9.3 de Théorie de I'intégration de Briane et Pages et I111.2 de Calcul de Jacques
Faraut)

1. Définition : LP(u) := LP(n)/ ~ avec f ~ g si || f — ng =0

2. Proposition : (LP(u), ||-||,)) est un espace vectoriel normé

+oo
3. Lemme : Soit (fn)nen € LP(1)" tel que Y- || full, < +oc alors 7 f, converge p-presque
n=0

: n I
partout et sa fonction somme F € LP(u) et > f — F
k=0 n——+0o00
4. Théoréme de Riesz-Fisher : LP(u) est complet, ie toute suite de Cauchy est convergente

5. Corollaire : Soit (f,)nen € (LP(1u))N et f € LP(1) tel que f, H—Jf) f, alors il existe une
n—-—+0oo

extractrice ¢ : N — Net g € LP(u) tel que Vn € N, | f,m)| < g p-presque partout et

f @(n) njoo f p-presque partout

2 Densité dans les espaces L'(u)

2.1 Densité avec les fonctions continues

(Chapitres 5.3, 9.4 et 9.5 de Théorie de I'intégration de Briane et Pagés)



1. Lemme fondamental d’approximation : Si f mesurable alors il existe (f,)nen étagées

tel que f, 0%9 0, de plus si f > 0 alors (f,,)nen croissante et positives, et si f est
n—-+0o0o

) cvy
bornée alors — f
n—-+o0o

2. Proposition : Sip € [1, +o0[ alors 'ensemble des fonctions étagées intégrables est dense
dans LP(u)

3. Lemme : Soit C' C D C LP(u) tel que C est dense dans D et D dense dans LP(u) alors
C' est dense dans LP(u)

Théoréme : L’ensemble des fonctions étagées a support compact est dense dans LP ()
Corollaire : L’ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP(u)

Théoréme : L’ensemble des fonctions étagées est dense dans L>(u)

N O e

Proposition : LP(u) est séparable si et seulement si p € [1, +00]

2.2 Convolution dans (R? B(R%), \,)

(Chapitre 14.2 de Théorie de 'intégration de Briane et Pages)

1. Définition : Soit f, g : R — R, boréliennes, Vo € RY, f * g(x fle g(y)dy

2. Proposition : f * g est bien définie, borélienne positive de R? dans RU {+oo} telle que
Jra f* gdAa = (f]Rd fd)‘d) (f]Rd gd)‘d)

3. Proposition : La convolution de fonctions mesurables positives est commutative est
associative

4. Exemple : fx0=0,fx1=1xf= f]Rd fdAa, Loy * 1o 1) = min(x, 1) — maz(z — 1,0)
5. Lemme : y — f(z —y)g(y) € L1(\g) <= |f] * \g\( ) < 400

6. Définition : Soit f,g mesurables, alors f x g(x) = fRd — 4)g(y)dy quand cette
quantité a du sens

7. Proposition : La convolution de fonctions mesurables est commutative

8. Remarque : La convolution de fonctions mesurables n’est pas associative, si f =
Ig,,g =110 — Lo, h=1alors (f*g)xh=1#0=fx(gx*h)

9. Théoréme : Soit f, g mesurables, alors :

— Si (f,9) € L, (N\) x L=(X) alors f * g est bien définie sur R?
— Si(f,g) € LP(X) x L7 avec % + é = 1 alors f % g uniformément continue et bornée

par [|f[l, llgll,
—Sifig€ LN alors fx g€ LI(M) et 1+ glly < [1F1ly 191l
— Si(f,9) € LP(A) x LY(A) alors f+g € LP(u) et || f * gll, < ]l lgll,
);

10. Corollaire : (LY(R9), +, *) est une algébre sans unité

2.3 Densité avec les fonctions C>(R?)

(Chapitres 14.4 et 14.5 de Théorie de I'intégration de Briane et Pagés)



. Définition : On dit que (a, )peny € LT (AN est une approximation de I'unité si fRd o d\ =

17 igg fRd |an|d>‘ < +00>nlf;Toof(lx\>a) |an|d)‘ =0

Exemple : Si o € L*(\) tel que [p, adX = 1 alors a,,(z) = na(nz) est une approxi-
mation de I'unité

. I
Théoréme : Si f € LP()\) alors f*a, € LP et fxa, — f
n—-+00
Théoréme : Si f uniformément continue alors f * «, vy f
n——+00

Lemme : Si p € C*(R?) et f € L},.(\) alors f x ¢ € C"(R?) et f*g") =fx22

. Définition : On dit que (o, )nen est une suite régularisante si (an)neN est une approxi-

mation de I'unité et a,, € C>°(RY)

o(z)
Jra v (y)dy

Théoréme : C°(RY) est dense dans LP()\)

Proposition : Soit K compact et U ouvert de R? tel que K C U, alors il existe ¢ €
C(RY) tel que 0 < < 1,0 = 1, pppe = 0

Exemple : Si a(z) = avec ¢ € C®(R?) alors (a, )nen est une suite régularisante

3 Etude du cas particulier L?

3.1

Polynémes orthogonaux et bases hilbertiennes de L*(1, p)

(Chapitres 3.1.5 d’Objectif agrégation et I1.5 d’Analyse numérique et équations différen-
tielles de Jean-Pierre Demailly)

1.

10.

Définition : Soit p : I C R — R* mesurable, alors on dit que p est une fonction poids
siVn €N, [, |z["p(x)dr < +o00

Exemple : p(z) = e*" est une fonction poids

Proposition : LQ(I p) = {f : 1 — C, [, |f(z)?p(x)dx < +00} est un espace de Hilbert

pour (f,g) = [, f( (z)dx

. Théoréme : Il ex1ste une unique suite de polynémes unitaires (p,)nen de degrés respec-

tifs n, deux a deux orthogonaux, appelés polyndémes orthogonaux pour p

Remarque : Ils s’obtiennent par procédé d’othogonalisation de Gram-Schmidt de la
famille libre (1, z,...2™, ...)

Exemple : Si I = R et Vo € R, p(z) = e *" alors il s’agit des polynomes de Hermite
2
(Hp)nen = (L, a? — L 2% — 32, ) H, = (— 1)%7(1( )

27 27 dx

. Lemme : Soit f € L?(I, p), alors il existe un unique polynéme r,, € P,,, appelé polynoéme

de meilleur approximation quadratique de f a l'ordre n, tel que ||f — .|| = d(f,Py)
et 7,

Théoréme : Si I est borné et f € L*(I, p) alors || f — r,|| o 0

Théoreme : S'il existe a € R% tel que [, e*"lp(z)da < +oo alors (Pn)nen est une base
hilbertienne de L*(I, p)

Corollaire : Les polynomes de Hermite forment une base hilbertienne de L*(I, e*‘”Q)
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3.2 Transformation de Fourier sur L?*(R) par résultat de densité

(Chapitre I11.2.3 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1. Définition : A(R) = {f € LY(R), F(f) € L'(R)}

2. Théoréme : L*(R) est complet

3. Proposition : A(R) est dense dans L'(R) N L*(R) pour la norme |-,
4

. Théoréme de Plancherel : F : L'(R) N L*(R) — Cy(R) se prolonge de fagon unique
en un isomorphisme isométrique de L*(R) dans lui méme

5. Remarque : Soit f € L*(R), alors F ( f) ne peut pas se calculer directement a priori

6. Proposition : Soit f € L?(R) et pa(y f f(x)e 2™ dy alors, pa A%OO F(f)

7. Proposition : Soit f € L*(R) et ¥a(x f F(y)e*™vdy, alors 14 AE& f

8. Corollaire : Soit f € L*R) tel que F(f) € L'R), alors, pour presque tout z €
= Jo F(f)(y)e*m=dy

9. Exemple : Soit A € R%, alors f(%) (y) = 551an(y) (Exercice II1.3.14 du

Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

4 Etude du cas particulier avec une mesure de probabilité

4.1 Moments d’ordre p

(Chapitre II1.2 de Probabilités et statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére (€2, .4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle.

1. Définition : On dit que X admet un moment d’ordre p si X? € L!

2. Proposition : Si X est a valeurs dans Z alors X admet un moment d’ordre p si et

+o00
seulement si Y [n[PP(X =n) < +oo, dans ce cas E(X?) = Y n’P(X =n)
NneZ n=—oo

3. Définition : Le moment d’ordre 1 est appelé espérance et Var(X) = E(X?) — E(X)?
est appelé la variance de X

4. Exemple : E(B(n,p)) = np, V(B(n,p)) = np(1 — p)

5. Exemple : Une loi de Cauchy n’admet pas d’espérance

4.2 Convergence de variables aléatoires dans L

(Chapitres V.3 de Probabilités de Barbe et Ledoux et IV.1 et IV.4 de Probabilités et
statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére (X,)nen une suite de variables aléatoires dans LP.

1. Définition : On dit que X, — X si E(|X,—-X|P)) — 0

n—-+o0o n—-+o00



. Proposition : Si (X,,)nen de carrées intégrables, d’espérance a et Var(X,) — 0 alors
n—+o00

L2
X, — a
n—-+00

. Proposition Si X, L% X et Y, RGN Y alors V(a, ) € R?, aX,,+8Y, L—} aX+p8Y
n—-+0oo

n—-+o0o n—-+o0o

. Lemme de Scheffé dans L' : Si (X,,),en de densités respectives f, et X de densité f
1

tel que pour presque tout x € R, f,,(x) —+> f(z) alors X, L—+> X
n—-+0oo n—

(e 9]

5. Théoréme : La convergence LP implique la converge en probabilité

6. Remarque : La réciproque est fausse

. Exemple : Si X,,(w) =nsiw € ]0,1[et X, (w) =0siw € [1,1] alors X, 5% 0 donc

n—-+0o

Xn % 0 mais pas dans L' (Exemple 19.16 des Contre-exemples en mathématiques
n—-+00

de Bertrand Hauchecorne)

. Théoréme de Vitali : Si (X,,)nen uniformément intégrable et X, Py X alors X

n—-4o0o

intégrable et X, Lﬁl X

n—-+o00
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