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1 Interversion entre limites

1.1

Suites de fonctions et limites

(Chapitre 3.2 et 3.3 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)
On consideére [ intervalle de R et f,, : [ — RY.

1.

Théoréme de la double limite : Si fn vy

lim lim f,(x)

Tr—ran——+0oo

> fet fn(2) —> by alors lim limf,(x) =

n—+ocoxr—a

P . : cvy .
Théoréme : Si f, continue et f, — f alors f continue
n——+00

3. Remarque : La convergence simple ne suffit pas

4. Exemple : f,(x) =e™™* o do sur R avec dy non continue

1.2

—+00

Théoréme : Si f, dérivable, f, %g fetf, —> g alors f dérivable et [/ =g

Remarque : La convergence umforme des f] est nécessaire

C’V

Exemple : f,(z) = /22 + 5 — = |z| non dérivable
n—

Séries de fonctions et limites

(Chapitres 4.2, 4.3 et 4.4 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

1.

Théoréme d’interversion entre limite et série : Si f,,(x) — 1, et Y f,, converge unifor-
r—a

+oo
mément alors Y [, converge et > f,(z) — Zl
n=0 r—a n=0

2. Remarque : Autrement dit on peut intervertir limite et sommation

3. Théoréme de continuité sous le signe somme : Si f,, continue et »_ f,, converge unifor-

mément (sur tout compact) alors Y f,, continue

too o +oo
Exemple : Zle ng‘ " continue sur R et ((z) = Zlnix continue sur |1, +o00]
n= n=

Remarque : La convergence simple ne suffit pas

6. Exemple : Y (1—x)z" converge simplement sur [0, 1] de fonction somme d; non continue

(Exemple 13.9 des Contre-exemples en mathématiques de Bertrand Hauchecorne)

Théoréme de dérivation sous le signe somme : Si f,, dérivable, > f,, converge sim-
plement et > f/ converge uniformément (sur tout compact) alors »_ f,, dérivable et

O fu) =21
+oo
Exemple : ('(z) = — . )

nfL‘
n=1



2 Interversion avec des intégrales

2.1

Suites de fonctions et intégrales de Lebesgue

(Chapitres 8.1 de Théorie de I'intégration de Briane et Pagés)
On considére B(R) la tribu borélienne et A la mesure de Lebesgue.

1.

2.2

Théoréme de convergence monotone : Si f, mesurable positive alors [lim f, est me-

n—-4o00
surable et f[ liT fnd\ = lz'T f[ fnd\ < 400
n——+oo n—-—+0o0

Lemme de Fatou : Si f,, mesurable positive alors 0 < [} liminf fodX\ < liminf [, fudX <
n——+00 n—-+o0o
400

Corollaire : Si fn f fo€L'et sup Jx [faldp < 400 alors f e L

Corollaire : Si f croissante sur [0, 1] continue en 0 et 1 et dérivable presque partout
alors fo f(x)dx < f(1) — f(0)

Théoréme de convergence dominée : Si f,, € L', pour presque tout = € I, f,(z) —
n—-+00

f(z) et il existe g € L' tel que pour presque tout = € I, |f,(z)| < g(z) alors f € L' et
[ fa—=fldx — 0

n—-+00

. Application : Si f presque partout dérivable sur [0,1] et f’ bornée alors fol f(x)dz =

f(1) = f(0)

Conséquences sur les séries de fonctions et les intégrales a pa-
rametre

(Chapitres 8.2 et 8.3 de Théorie de I'intégration de Briane et Pages et 3.5.3 d’Analyse
complexe d’Amar et Matheron)

1.

+oo

Théoréme d’interversion série-intégrale : Si f, mesurable et > [, |fu|dA < 400 alors
n=0

S faeLlet [, fudh =Y [, fud

Exemple : L’intégrale f0+ —2__dx est convergente et fo Fmde = 22 on +1)2 (Exer-

h( )
cice 5.27 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

+o00
. Application : Lemme de Borel-Cantelli : Soit (A, )nen € B(R)N tel que Y- A(A,,) < +o0,
n=0

alors A (limsupAn) =0

n——+00
Théoréme de continuité sous le signe intégrale : Soit f : I x J — K tel que f(z,-)
mesurable, f(,t) continue presque partout et il existe g € L' tel que |f(z,-)| < |g|
presque partout, alors F'(x f 7 (z,t)dt est continue

. Application : u — [ f(x dw est continue



6. Théoréme de dérivation sous le signe intégrale : Si f(z,-) € L', f(-,t) dérivable
presque partout et il existe g € L' tel que —i(x,) < |g| presque partout, alors

= [, f(z,t)dt est dérivable et F'(z) = [, 9L (z,t)dt

7. Theoreme d’holomorphie sous le signe intégrale : Soit 2 ouvert de Cet f: QxI — C
tel que f( ) mesurable et f(-,t) holomorphe et il existe g € L' tel que |f(z,-)] < |g]

alors F'(2) = [, f ; f(2,t)dt est holomorphe et ses dérivées s’obtiennent en dérivant termes
a termes
8. Définition : I'(z) := 0+°° t*"le~tdt est la fonction Gamma d’Euler

9. Proposition : La fonction I" d’Euler se prolonge de fagcon unique en une fonction holo-
morhphe sur RY + 7R

10. Corollaire : Elle se prolonge de fagon unique en une fonction holomorphe sur C\Z_

2.3 Interversion entre intégrales
(Chapitre 11.3 de Théorie de I'intégration de Briane et Pages)

1. Théoréme de Fubini-Tonnelli : Soit f:IxJ— R+ mesurable alors [, f J ,y)dy et
f[ -Jdz mesurables et [,  f(x,y)dedy = [, [, f(z,y)dyde = [, [, f(z y dxdy <

2. Exemple : Soit A € S;/F(R), alors [, e~ “*)dy = /7" H\ﬁ

3. Theoreme de Fubini : Si f € L'(Ix J) alors f(-, ), [, fCoy)dy, [, f(z,-)dx € L
et [, flx,y)dedy = [, [, f(x,y)dydz = fJfI xydxdy
4. Remarque : L’hypothese d’intégrabilité de f est cruciale

5. Exemple: Si f(z,y) = 2e72*—e~% alors fol f0+oo f(x,y)dzdy = 0 # In(2) = f0+oo f(x,y)dydx

6. Application : Théorieme d’intégration par parties sur R : Si f,g € L} (R) alors

Jo T®)G(t)dt = F(2)G(z) — [; F(t)g(t)dt

3 Applications des interversions

3.1 Convolution entre fonctions et approximations de I’unité

(Chapitres 14.3, 14.4 et 14.5 de Théorie de 'intégration de Briane et Pages)

1. Définition : f * g(x fR — y)dy quand cela & du sens

2. Theorome : Si (f, g> c 1m) o o fog € D)t 11 +5lh < 111 ol
3. Corollaire : (L'(R), +, %) est une algebre de Banach sans unité
4

. Définition : On dit que (ap)ney € L'(R)N est une unité approchée si [p o d\ =
1 supr |, |dA < 400 et lzm f|x‘>€) |, [dX\ =

5. Exemple : Soit a € L'(R) tel que [, ad)\ =1 et oy, (x) = na(nz), alors (ov,)pen est
une approximation de l'unité



6. Théoréme : Si f € LP(R) alors f * ay, L—po> f
a—

7. Définition : On dit que (ay)nen est une suite régularisante si (v, )nen est une unité
approchée et a,, € C2°(R)

1
8. Exemple : (ay,)nen comme précédemment avec o = W et p(r) =e P 1y

9. Théoréme : Soit p € C°(R) et f € Lj, (R), alors f x p € C*(R)

loc

10. Corollaire : C°(R) est dense dans LP(R)

3.2 Propriétés de la transformation de Fourier

(Chapitre 111.2.1, I11.2.2 et I11.2.3 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1. Définition : Soit f € L'(R), alors F(f)(§) = [; f(x)e > ™ dx

2. Théoréme : F est une application linéaire continue de L'(R) dans Cy(R) de norme 1
et pour f,g € L'(R), alors F(f * g) = F(f)F(g)

3. Théoréme d’inversion : Soit f € L'(R) tel que F(f) € L*(R), alors presque partout
f=F(F(f o —idg))

4. Corollaire : F : L'Y(R) — Cy(R) est injective

5. Théoréeme de Plancherel : F : L'(R) N L*(R) — Cy(R) se prolonge de fagon unique
en un isomorphisme isométrique de L*(R) dans lui méme

6. Proposition : Soit f € L?(R) et o4(y) = f_AA f(z)e 27 dz alors, pa AL_2> F(f)

—-+o00
7. Proposition : Soit f € L?(R) et 1(x) = f;AA F(y)e* ™ dy, alors 14 AL_} f
—+00

8. Corollaire : Soit f € L*(R) tel que F(f) € L'(R), alors, pour presque tout = €
R, f(z) = [ F(f)(y)e*mvdy

9. Exemple : Soit A € R*, alors F <Sm2(:§x’\x)> (y) = 5xL-an(y) (Exercice II1.3.14 du

Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

10. Théoreme : Soit f € CH(R) N LY(R) tel que f' € LY(R), alors F(f')(€) = 2imEF(f)(€)
(Exercice 111.3.11 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

11. Théoréme : Soit f € LY(R) tel que x — zf(x) € L' (R), alors F(f) () = —2inF(zf(x))(€)
(Exercice I11.3.11 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

3.3 Fonctions caractéristiques et convergence en loi

(Chapitres II1.6 et IV.4 de Probabilités et statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére (€2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire.

1. Définition : ¢x(t) := E(e™Y) = [ €™ dPx(dx) est appelée fonction caractéristique de
X

2. Proposition : ¢x est continue et bornée sur R
3. Théoréme : Si X* € L(R) alors ¢x est k-fois dérivable et gbg];)(O) = *E(XF)

5



+2

. Exemple : Si X ~ N(0,1) alors ¢x(t) =e =
. Définition : On dit que X, l—+> X siVp € Go(R),E(p(X,)) — E(p(X))
n—-+0oo

n——+o0o
P ) loi . . cvs
. Théoréme de Lévy : X;, — X si et seulement si px, — ¢x
n—-+o0o n——+00

. Application : Théoréme central limite : Si (X,,),en indépendantes identiquement dis-
tribuées telles que m = E(X;) < 400 et 02 = Var(X;) € |0, +ool, alors

NG ;"X_m) 1o AT(0.1

n—-+o0o
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