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1.1

Propriétés sur les intégrales & parameétres

Théorémes de régularité

(Chapitres I11.8.3 de Théorie de I'intégration de Briane et Pagés et 3.5.3 d’Analyse com-
plexe d’Amar et Matheron)
On considére [ intervalle de R.

1. Théoréme : de convergence dominée : Si f,, € L'(I), presque partout f,(x) - f(z)
n—-+0o

et il existe g € L'(1) positif tel que presque partout |f,| < g alors f € LY(I) et
i fulaydn(@) —> J; f(x)dp(z) et méme [, |fulx) ~ f@)ldp(z) — 0

2. Théoréme : de continuité sous le signe intégrale : Soit f : I x J — K tel que f(z, ")
mesurable sur J, presque partout f(-,¢) est continue et il existe g € L' positif tel que
presque partout |f(t,-)| < g, alors f( e Llet F= [, f(-,x)du(x) continue

3. Application : Si f € L' alors F(u) = [ f(z)dx est continue sur R

4. Théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale : Si f(¢,-) € L*(R), presque partout,

1.2

. Application : I'(z) =

f(-,z) est dérivable et il existe g € L' positif tel que presque partout ‘g—{(t, )‘ <y

alors F = [ f(-,x)du(x) est dérivable et F'(t) = [, % (¢, c)dw
. Exemple : F(x) = 0+°° % ~*dt est dérivable sur R, on en déduit | oo S";(t) dr =
F0) =3

Théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale : Soit 2 ouvert de Cet f: Qx I — C
tel que f(z,-) mesurable, et f(-,t) holomorphe et pour tout compact K de €, il existe
g € L' tel que |f(z,-)] < |g] sur K, alors F(z) = [, f(z,t)dt est holomorphe et ses

dérivées s’obtiennent en dérivant termes a termes

+°° e~ 't*~1dt se prolonge de maniére en une fonction holomorphe
sur R + iR

Theéoréme : I' se prolonge de fagon unique en une fonction holomorphe sur C\{Z_}

Comportement asymptotique

(Chapitre 3.4.2 d’Analyse de Xavier Gourdon)
On considére [a,b] C RU {400} et f,g: [a,b] — C, R, continues par morceaux.

1.

Theoreme d’intégration des relations de comparaison :
— Si f g t)dt est dlvergente alors, pour x — b, si f = 0O(g9),= o(g),~ g alors

[7 F(Ddt = 0 (J7 g(t)dt) , = o (7 g(t)dt) .~ [ g(t)d

— Si f g(t)dt est convergente alors, pour z — b, si f = 0O(g),= o(g),~ g alors
J2 e =0 ([ g(t) )FO(LQ )wfxg

Exemple : Comme 1 =0 (%), on a log(z) = o(z®)

Lemme : Si o > —1,8 > 0,¢ > 0,0 < b < +o0 alors J(t) = fob ag=tee? o

t—4o00
A0 (25 ()
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2

2.1

Théoréme : Méthode de Laplace : Soit g, h : |0,+00[ — R continues par morceaux
telles que x — g(z)e"™® € L'(]0, +o0|), 36, V6 €0, 6o[, Yo > 6, h(z) < h(6) et g(x) ~

Az h(z) = a — ca” + o(j3), alors I(t) = OJFOOg(a:)eth(g”)dx 4ar <°‘+1) e(ct)” Ea

Corollaire : Si g, h de classe C? sur ]a, b[ telles que z — g(z)e"® € L'(Ja,b]) et A’
ne change de signe qu’un seul point ¢ € |a, b ot de plus h atteint son maximum et ot

g'(¢) #0,h"(c) > 0 alors f;g(x)eth(z)dt ~T (3) g(c)et #,,(C)

. Application : Comportement de I'(z + 1) ~ 27z 2¢~*

Produit de convolution

Définition et propriétés

(Chapitres 14.2, 14.3 et 14.5 de Théorie de I'intégration de Briane et Pagés)

1. Définition : f * g(x fR — y)dy quand cette quantité a du sens

2.

Théoréme : Si :

— (f,g9) € L}, (R) x L*(R) alors f x g est définie sur R

— (f,9) € LP(R) x Li(R) avec i + % = 1 alors f * g uniformément continue bornée
par [[f]l, [lgll

— fige L'(R) alors fxg € L'(R) et [|f = glly < Ifl; 9lly

— (f,9) € LP(R) x L'(R) alors fxg € LP(R) et |[f xgll, < [ fIl, llgll;

Exemple : L) * L) = @ 1j1)(z) + (2 — ) 1j1,9(2) (Exercice II1.1 du Cours d’analyse

fonctionnelle de Daniel Li)

. Exemple : Soit f € L'(R), fo s)ds et p. = 1.}, alors (p. * f)(t) =
L(F(t+e)— F(t)) (Exercice III 2 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
Corollaire : La convolution est bilinéaire sur L} (R) x L*(R), LP(R) x L%(R) et sur

L'(R) x L(R)

6. Corollaire : Soit f, g € C.(R), alors f * g € C.(R)

2.2

. Corollaire : L'(R) est une K-algébre sans unité

Proposition : Si p € C(R) et f € L (R) alors f*p € C® et (f*p)(x) = f*¢'(z)

Approximation de 'unité et suite régularisante

(Chapitres 14.4 et 14.5 de Théorie de l'intégration de Briane et Pages et X.2.1 du Cours
d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1.

Définition : On dit que (ap)neny € LY(R)Y est une unité approchée si S andX =
1 supr ||\ < 400 et lzm f| ooy [on|dA =0

Exemple : Soit o« € L*(R) tel que [p adA =1 et oy (x) = na(nz), alors (ay)nen est
une approximation de I'unité

. Théoréme : Si f € LP(R) alors f x a, Lpg f
a—
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3.1

Définition : On dit que (ay,)nen est une suite régularisante si (a;,)nen €st une unité
approchée et o, € C°(R)

o
Exemple : (a)neny comme précédemment avec o = m et p(r) =e FFI_y
Théoréme : C°(R) est dense dans LP(R)

Proposition : Soit K compact de R et 2 ouvert de R tels que K C 2, alors il existe
f € CE(R) tel que fix =1, fijoe =0,0 < f <1

. Application : L}, (R) s’injecte dans I'espace des distributions D'(R)

Transformation de Fourier

Sur ’espace L!

(Chapitre II1.2.1 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

A

3.2

Définition : Soit f € L'(R), alors F(f)(§) := [ f(x)e ™ dx

Théoréme : F € L(L'(R), Cy(R))

Théoréme : Soit f, g € LY(R), alors F(f x g) = F(f)F(g)

Corollaire : F est continue de norme 1

Théoréme d’inversion : Soit f € LY(R) tel que F(f) € L*(R), alors presque partout
f(z) = F(F(f o —idg))(x)

Corollaire : F est injective

Sur ’espace L?

(Chapitre I11.2.3 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1.

Définition : A(R) = {f € L'(R), F(f) € L'(R)}

2. Proposition : A(R) est dense dans L*(R) N L*(R) pour la norme |||,

Théoréme de Plancherel : F : L'(R) N L*(R) — Cy(R) se prolonge de fagon unique
en un isomorphisme isométrique de L*(R) dans lui méme

Proposition : Soit f € L*(R) et pa(y) = f_AA f(x)e 2™ dxy alors, pa AL—2> F(f)

—+0o0
Proposition : Soit f € L*(R) et ¢4(z) = f_AA F(y)e*™@vdy, alors 14 AL—} f
—+00

Corollaire : Soit f € L*(R) tel que F(f) € L'(R), alors, pour presque tout z €
R, f(z) = [z F(f)(y)e* vdy

. Exemple : Soit A € RY, alors ]—"(M> (y) = 551an(y) (Exercice II1.3.14 du

2mAx
Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
Proposition : Si f € CY(R) N L'(R) tel que f € LY(R) alors F(f")(&) = 2iméF(f)(€)
(Exercice I11.3.11 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
Proposition : Si f € LYR) tel que x — xf(x) € L'(R) alors F(f) € CY(R) et
F(f) (&) = =2inF(xf(x))(§) (Exercice 111.3.11 du Cours d’analyse fonctionnelle de
Daniel Li)



3.3 Diagonalisation de la transformation de Fourier sur L?(R) (pas
adaptée a la legon)
(Exercices 111.3.29 et I11.3.30 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)
1. Définition : On considére w(t) = e=* et L?(w) = L*(R, ) avec du = wdA
2. Théoréme : Les polynomes sont denses dans L?(w)
3. Lemme : w™(t) = (—1)"H,(t)w(t) avec H, polynome de degré n de coefficient domi-
nant 2" et appelé n-iéme polynéme de Hermite

4. Théoréme : ((ﬁ2”n!)_% Hn> est une base hilbertienne de L?(w)
neN

5. Corollaire : 1l existe une base hilbertienne de L?*(R) formée de vecteurs propres de
F : L*(R) — L*(R) associées aux valeurs propres (—i)"

4 Utilisation en probabilités

4.1 Fonctions caractéristiques

(Chapitre I11.6 de Probabilités et statisitques de Chabanol et Ruch)
On considére (2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle.

Définition : ¢x(t) = E(e"X) = [;, " dPx (x) est la foncion caractéristique de X
Remarque : On 'appelle ainsi car la fonction caractéristique caractérise la loi de X
Proposition : ¢x est continue et bornée sur R

Proposition : ¢,x(t) = ¢x(at) et ¢x p(t) = e®dx(t)

Proposition : Si X est symétrique alors ¢x est a valeurs réelles

Théoréme : Si X admet un moment d’ordre k alors ¢x est k-fois dérivable et ¢*)(0) =
ko k

P"E(X")

7. Proposition : Si X et Y deux variables aléatoires alors X et Y indépendantes si et
seulement si ¢(x,y)(t,s) = ¢x(t)Py(s)

S A N

4.2 Application a la convergence en loi

(Chapitre IV .4 et IV.6 de Probabilités et statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére (X,,)nen suite de variables aléatoires.

1. Définition : On dit que X, l—+> X si Vo € Gy(R),E(p(X,)) — E(p(X))
n—-+0oo

n—-+00
L ) loi . . cvs
2. Théoréme de Lévy : X,, — X si et seulement si ¢px, — o¢x
n—-+o0o n—-+00

3. Application : Théoréme central limite : Si (X, ),en indépendantes identiquement dis-
tribuées de moyenne m = E(X;) € R et de variance 0 = Var(X;) € R% alors

p n loi
% (kZle - nm> e N(0,1)



4. Application : Dans ce cas si m inconnue et o connue alors la moyenne empirique est
un estimateur asymptotiquement normal de m et on peut en déduire un intervalle de
confiance
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