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1 Suites de fonctions

1.1

Convergences simple et uniforme

(Chapitre 3.1 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)
On considére un ensemble X, un espace vectoriel normé E et (f,)neny € (E¥)N.

1.

1.2

Définition : On dit que (f,)nen € (EX)N converge simplement vers f : X — FE si
Ve e X, fulz) — flz)

n—-+4o0o
cvs

. Exemple : Sur [0, 1], 2" — &

n—+o0o
Définition : On dit (f,)nen converge uniformément vers f si Ve € R, 3IN € N,Vn €
Nyn>N=Vee X |fulx)— flz)] <e

CVUf fn CVS f

Proposition : f, —
n—
Remarque : La réciproque est fausse en général, (z"n),cy ne converge pas uniformément
) S
vers 0 sur [0, 1]

+o0o

. Théorémes de Dini : Si X = [a,b] C R, E = R et (f,,)nen suite croissante de fonctions

(ou suite de fonctions croissantes) continues convergeant simplement vers f continue
alors la convergence est uniforme (Exercice 4.3.5 d’Analyse de Xavier Gourdon)

. Théoréme : Si £ est complet alors B(X, E),muni de ||-||, = sup|]-(z)| est un espace
reX

vectoriel normé complet

Continuité et dérivabilité des suites de fonctions

(Chapitres 3.2 et 3.3 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

1.

JU . : cvy .
Théoréme : Si f,, continue et f, — f alors f continue
n——+0o00

Remarque : La convergence simple n’est pas suffisante, si f,(z) = e™"* alors f, —+> o
n—-+0o0

non continue

Théoréme de la double limite : Si f,, % f, ful2) — b, et E complet alors b, — b

et f(x) — b, ie nl_z)azooi%(fn(ﬂf)) = lzm lzm (fn( )) o

. Théoréme : Si f, dérivable sur I ¢ R, f, <3 P fet f) C%{ g alors f dérivable et
n— —+00

=g
1
Remarque : La convergence uniforme des f, ne suffit pas, si f,(z) = (xQ + #) 2 glors
cvy .
fn — || non dérivable en 0
n—-+00

Théoréme de Weierstrass : Les fonctions polynomiales sont denses dans C(|a, b, R)
muni de la norme de la convergence uniforme, autrement dit pour tout f continue sur
la,b] il existe une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers f

(Chapitre XIILIL.1.c d’Analyse de Queffélec et Zuily)



2 Les suites de fonctions au service de la densité dans L”

2.1

Dans L?*(1,p) avec les polyndmes orthogonaux

(Chapitres 3.1.5 d’Objectif agrégation et I1.5 d’Analyse numérique et équations différen-
tielles de Florent Berthelin)

1.

2. Exemple : p(z) =

Définition : Soit p : I C R — R% mesurable, alors on dit que p est une fonction poids
si Vn e N, [} |z["p(x)dx < 400

2 . .
e~"" est une fonction poids

3. Proposition : L2(I p) = {f : 1 — C, [ |f(z)?p(x)dx < +00} est un espace de Hilbert

10.

2.2

pour (f,g) = [; f( (z)dx

Théoréeme : 11 ex1ste une unique suite de polynémes unitaires (p,)nen de degrés respec-
tifs n, deux a deux orthogonaux, appelés polyndémes orthogonaux pour p

Remarque : Ils s’obtiennent par procédé d’othogonalisation de Gram-Schmidt de la
famille libre (1, z,...2™, ...)

Exemple : Si [ = R et ¥z € R, p(z) = e=** alors il s'agit des polynomes de Hermite
2
H w2 g =2
(Ho)nen = (1, 2,22 — L 2% = 32, ) [ H, = (—1)re7 22

2 dx
Lemme : Soit f € L?(I, p), alors il existe un unique polynéme r,, € P,,, appelé polynome
de meilleur approximation quadratique de f a lordre n, tel que ||f — r,|| = d(f,P,)
et 7,
Théoréme : Si I est borné et f € L*(I,p) alors | f — TnH 0

. Théoréme : S'il existe a € R% tel que [ eelp(x)dr < +o00 alors (Pn)nen est une base

hilbertienne de L?(1, p)

Corollaire : Les polynomes de Hermite forment une base hilbertienne de (1, e""z)

Dans LP(I) avec les suites régularisantes

(Chapitres 14.4 et 14.5 de Théorie de I'intégration de Briane et Pages)

1.

Définition : On dit que (ay,)peny € LYR)Y est une unité approchée si [, apdA =
1 supr | |dA < 400 et lzm f| o) [om|dA =

Exemple : Soit v € LY(R) tel que [ adX = 1 et o, () = nta(nx), alors (an)pen est
une approximation de I'unité
Théoréme : Si f € LP(R) alors f * ay, L—po> f

a—

Définition : On dit que (ay,)nen est une suite régularisante si (ay,)nen €st une unité
approchée et a,, € CF(R)

1
Exemple : (a)neny comme précédemment avec o = m et p(x) =€ P I

Théoréme : C°(R) est dense dans LP(R)

Proposition : Soit K compact de R et €2 ouvert de R tels que K C (2, alors il existe
f € C(R) tel que fix =1, floe =0,0< f <1

4



3 Séries de fonctions

3.1 Différentes convergences

(Chapitre 4.1 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

1. Définition : On dit que »_ f,, converge simplement si (Zf k) converge simplement
neN

k=0
+oo
2. Exemple : Y ze™* converge simplement sur R} et Vo € R, Y ze ™™ = 2
k=0

n
3. Définition : On dit que ) f, converge uniformément si (Zf k> converge unifor-
k=0

, neN
meément

4. Remarque : Si > f,, converge uniformément alors ) f,, converge simplement
5. Proposition : Si ) f,, converge uniformément alors (f,) converge uniformément vers 0

6. Remarque : La réciproque est fausse, (n%) converge uniformément vers 0 sur |1, +o0]

. 1 3 2
mais ) - ne converge pas uniformément sur |1, +oof
7. Remarque : On peut également parler de convergence uniforme sur tout compact
8. Exemple : > xe*® converge uniformément sur tout compact

9. Définition : On dit que ) f, converge normalement si f, € B(X,E) et > || full
converge

10. Théoréme : Si )| f,, converge normalement alors )  f,, converge uniformément et ||> f,. || <

2 fnllss

3.2 Préservation de la régularité

(Chapitres 4.2, 4.3 et 4.4 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

1. Théoréme d’interversion entre limite et série : Si f,,(z) — [, et >_ f,, converge unifor-
r—a

+o00 +oo
mément alors [, converge et > fn(z) — > 1,
n=0 T=a p—

2. Remarque : Autrement dit on peut intervertir limite et sommation

3. Théoréme de continuité sous le signe somme : Si f,, continue et »_ f,, converge unifor-
mément (sur tout compact) alors ) f,, continue

+OO —n|T . +m .
4. Exemple : 216 ng‘ " continue sur R et ((z) = Zln% continue sur |1, +o0|
n= n=

5. Remarque : La convergence simple ne suffit pas
6. Exemple: Y (1—x)z" converge simplement sur [0, 1] de fonction somme d; non continue
(Exemple 13.9 des Contre-exemples en mathématiques de Bertrand Hauchecorne)

7. Théoréme de dérivation sous le signe somme : Si f, dérivable, > f,, converge sim-
plement et > f! converge uniformément (sur tout compact) alors »_ f,, dérivable et

Qo f) =221
8. Exemple : {'(z) = _jLZOOM

n:(?
n=1



4 Séries entiéres (pas la place)

4.1

Cas de séries de fonctions définies avec un rayon de convergence

(Chapitres 5.1, 5.3 et 5.4 de Suites et séries de Mohammed El Amrani)

1.

Définition : On appelle série entiére toute série de fonctions Y f, avec f,,(z) = a,2"

2. Lemme d’Abel : Si (a,z{) bornée alors ) a, 2" converge absolument sur D(0, |zo]|)

Théoréme : Il existe un unique R € R, U{+o00}, appelé rayon de convergence, tel que :
— D a,2" converge absolument sur D(0, R)
— > apz"™ diverge sur C\D(0, R)

Remarque : R est la borne supérieure des r € R tels que (a,7™),en soit bornée

An+1

n

Proposition : Reégle de D’Alembert : Si — L eR, U{+oo} alors R =1

n—-+4o0o

-1
Théoréme : Formule de Hadamard : R = (limsup[an]vlr>

n—-+o0o

Corollaire : Regle de Cauchy : Si |a, |« - L e RU{+oo} alors R =}
n—-+0oo

8. Théoréme : > a,2™ converge normalement sur tout compact de D(0, R)

9. Corollaire : Y a,z" est coninue sur D(0, R)

4.2

Fonctions développables en série entiére

(Chapitres 5.5 de Suites et séries de Mohammed El Amrani et 3.4 d’Analyse complexe
d’Amar et Matheron)

1.

Définition : On dit que f est développable en série entiére (en 0) s’il existe une série
+00
> a,z" de rayon de convergence R > 0 et r € ]0, R] tel que f(z) = > a,2" sur D(0,r)
n=0

2. Exemple : Tout polynoéme est développable en série entiére grace a la formule de Taylor

3. Théoréme : Si f développable en série entiére alors il existe un voisinage de 0 sur lequel

(n)
170) 1

n:

f est de classe C*° et son développement est

_1 . )
Remarque : La réciproque est fausse, e~ 22 Iry (x) est de classe C'*° mais non dévelop-
pable en série entiére

+° .,

Théoréme : Si f € H(D(0, R)) alors f(2) = > %z" avec convergence normale sur
n=0

tout compact de D(0, R)

f(n)'(()) - a. = &dg

Remarque : On a également n = ﬁ faD(o r) ot

7. Corollaire : Si f € H(Q) avec Q ouvert connexe de C tel que f™(0) alors f =0

. Application : Principe de prolongement analytique : Si f,g € H(2) coincident sur un

ouvert non vide alors f = ¢



5 Seéries de Fourier

5.1 Coefficients de Fourier et noyaux

(Chapitres IV.1.2, IV.IL.1 et IV.I1.2 Analyse de Queffélec et Zuily)

1. Définition : Le n-iéme coefficient de Fourier de f € Li (R) est ¢, (f) = (en, f) =
N

% 027r f(t)e~™dt, et on note Sy (f)(z) = > cu(f)e™

n=—N
2. Théoréme : v : f € Ly (R) — (¢u(f))nen € co est un morphisme d’algebre continue
de norme 1

N
3. Définition : Le noyau de Dirichlet est Dy = > e,

n=—N
- . 1 7 sin((NJr
4. Proposition : Dy pair, 5= [*_ Dy(t)dt =1, Dy(z) =

sin(

)I)7SN(f):f*DN

~—| I

%
N-1

5. Définition : Le noyau de Féjer est Ky = % > D,
n=0

6. Remarque : Il s’agit de la suite des moyennes de Cesaro du noyau de Dirichlet

N . Nz 2
7. Proposition : Ky = Y. (1 — %) en, Kn(x) = % (S:;((i))> BN, =1,0 <6 <
e N-1 2 N
T= o f6<|:c\§7r Ky (x)dx N Oeton(f) = %Eosn(f) = fxKy = nZN < — |lN|) cn(fen

5.2 Convergence des séries de Fourier

(Chapitre IV.IIL.1, IV.II1.2 et IV.II1.3 d’Analyse de Queffélec et Zuily)
1. Théoréme de convergence de Féjer : Si f € Cyr(R) alors |lon(f)ll, < |Ifll. et
cvy : v
ox() &8 Fetsi f e L, alors lon (1), < Il et on(f) 25 f

2. Corollaire : Si f,g € Cor(R) alors v(f) =v(g9) <= f =g

+o00
3. Corollaire : Si f € Oy, (R) de classe C' par morceaux alors f = > ¢,(f)en

4. Application : Les polynomes trigonométriques sont denses dans Cs,(R)
5. Application : (e,)nen est une base hilbertienne de L3 (R)

6. Théoréme de Dirichlet : Si f € L} (R) tel que f admette des limites a droite et & gauche
de g et des dérivées a droite et & gauche en g alors Sy(f)(zo) T ST+ )
—+00

6 Suites et séries de fonctions en probabilités

6.1 Fonctions caractéristiques d’une suite de variables aléatoires

(Chapitres IV.4 et I11.6 de Probabilités et statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére (£2,.4,P) un espace probabilisé, (X, ),en variables aléatoires et X une va-
riable aléatoire réelle.
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6.2

Définition : ¢x(t) = E(e"X) = [, " dPx(z) est la foncion caractéristique de X
Remarque : On 'appelle ainsi car la fonction caractéristique caractérise la loi de X
Proposition : ¢x est continue et bornée sur R

Théoréme : Si X admet un moment d’ordre k alors ¢y est k-fois dérivable et ¢*)(0) =

FR(X")

Théoréme de Lévy : X, l—oj> X si et seulement si ¢y, c_x;;s Ox
n——+o0o n—r—+o0o
. Application : Théoréme central limite : Si (X,,)nen indépendantes identiquement dis-

tribuées de moyenne m = E(X;) € R et de variance 0 = Var(X;) € R% alors

Vol (EXk—nm> L N(0,1)
k=1 n—-+oo

v

. Application : Dans ce cas si m inconnue et o2 connue alors la moyenne empirique est

un estimateur asymptotiquement normal de m et on peut en déduire un intervalle de
confiance

Fonctions génératrices

(Chapitre 5.3 de Probabilités tome 1 de Jean-Yves Ouvrard et IV.7 de Probabilités et
statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére X variable aléatoire & valeurs dans N.

1.

+oo
Définition : Gx = Y  P(X =n)s"

n=0

2. Exemple : Si X ~ B(n,p) alors Gx = (sp+1—p)"

. Théoréme : Gx est continue sur [—1, 1] et de classe C* sur | — 1,1 et Vn € N,P(X =

n) = G ()

n!

4. Corollaire : Gx caractérise la loi de X
5. Proposition : Si X,Y indépendantes alors Gxiy(t) = Gx(t)Gy (¢)

6. Théoréme : X admet un moment d’ordre k si et seulement si Gx est k-fois dérivable a

gauche en 1, dans ce cas pour k =1, E(X) = G’y (1)

. Application : Soit (X,,),en suite de variables aléatoires discrétes, T' variable aléatoire

n
dans N toutes indépendantes, S, = > X et S = Sy, alors Gg = Gr o Gy,
k=1

PN . . . loi
. Théoréme : (Gx, )nen converge simplement vers Gx si et seulement si X,, — X

n—-+4o0o

loi

. Application : Si X, ~ B (n, 2) alors X,, — P()\)

n—-+o0o
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