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1 Coeflicients et séries de Fourier

1.1 Espaces de fonctions périodiques et notations
(Chapitre IV.I.1 et IV.I.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1. Définition : Uy, est 'espace des fonctions f : R — C continues 27-périodique
2. Exemple : sin € Cy,

3. Proposition : (Cor, ||| ) est un sous-espace de Banach de I'espace (Cy, ||-]|..)
4

. Définition : ¢y est I'espace des suites (u,)neny € CN telles que |u,| —+> 0
n——+oo

5. Exemple : (%)neN*

6. Proposition : (¢,

€ ¢y

|-|..) est un espace de Banach

7. Définition : Soit p € [1,+o0], alors L} est I'espace des fonctions f : R — C mesu-
rables 2m-périodiques telles que [, |f|Pdz < +o0

8. Définition : e, : t € R +—— ™ € C € Oy, et P l'espace vectoriel engendré par les e,
9. Remarque : Les éléments de P sont des combinaisons linéaires de e, et est appélé
polynoéme trigonométrique

10. Exemple : cos = 3e1 + 5e_1 € P

1.2 Définitions des coefficients et des séries de Fourier

(Chapitres IV.1.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily et 6.3 de Suites et séries de Mohammed
El Amrani)

1. Définition : Soit f € L3, alors ¢,(f) = o OQW f(t)en(t)dt, et on note S,(f) =
> alf)en

k=—n

2. Exemple : ¢, (Ljr—grta) = snlam) o (n) + +0o

nm
3. Remarque : Si f est a valeurs réelles alors on peut s’intéresser aux coefficients de Fourier

réels a, = 1 027T f(t)cos(nt)dt, b,(f) =L OZW f(t)sin(nt)dt

4. Proposition : ¢, (f) = “g2 o (f) = @5l a,(f) = ¢,(f) +c-u(f). ba(f) =
Z(cn(f) - C—n(f))
5. Proposition : Si f paire (respectivement impaire) alors a,(f)

= 2 [ f(t)cos(nt)dt et
bu(f) = 0 (respectivement a,(f) = 0 et by(f) = 2 [T f(t)sin(nt)dt
7,

6. Exemple : Si f : R — C 27-périodique tel que Vo € [—m, 7], f(x) = 1 — i—i alors
an(f) = 255 et bu(f) = 0

7. Définition : La série de Fourier de f est la série de fonction ) ¢, (f)e,




1.3

Propriétés des coefficients de Fourier

(Chapitre IV.1.3 d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1.

2.

Proposition : |[7,(f) — f|, — 0
a—0

Théoréme : ¢, (f o —idg) = c_n(f),cn(f) = c_n(f), ca(Ta(f)) = €l f), culenf) =
Cnfk<f)7 f *€p = Cn(f)en
Proposition : Si f € Cyr N Cy,, alors ¢, (f') = incy(f)

N
Proposition : Si > e, vy f alors f € Cyr et i, = ¢, (f)
n=—N N—+oc0

Lemme de Riemann-Lesbesgue : ¢,(f) - 0
n—-+0o0

Proposition : v : f € L3+ (c,(f))nen € co est un morphisme d’algebre continue de

norme 1 non surjective

+o00o
Exemple : > cos(nx) est une série trigonométrique mais pas une série de Fourier
n=1

2 Convergence des séries de Fourier

2.1

Noyau de Dirichlet et de Féjer

(Chapitres IV.I1.2 et IV.I1.3 d’Analyse de Queffélec et Zuily)

1.

N
Définition : Le noyau de Dirichlet est Dy = > e,
n=—N

sin N
. Proposition : Dy pair, 5= [* Dy(t)dt =1, Dy(z) = M,SN(]C) = %Dy

sin(3)

N—1
. Définition : Le noyau de Féjer est Ky = % > D,
n=0

4. Remarque : Il s’agit de la suite des moyennes de Cesaro du noyau de Dirichlet
N sin( Xz 2
5. Proposition : Ky = ;N (1 — %') en, Kn(z) = + ( Sm(é))> JI KN, =1,0 <0 <
N—1 N |
7= 3 ficue Kn(ade — Oeton(f)i=% & S.(f) = frhn= 3 (1= %) ealDen

2.2 Premiére difficulté et solution de Féjer

(Chapitres A d’Analyse de Xavier Gourdon et IV.II1.2 et IV.II1.3 d’Analyse de Queffélec
et Zuily)

1. Théoréme de Banach-Steinhaus : Soit E, F' de Banach et (T});c; € L(E, F)! tel que

2.

sup ||T;(x)|| < 400 alors sup ||T;|| < +oo
i€l icl

Corollaire : Il existe f € Co, tel que sup|S,(f)(0)] = 400, en particulier la suite des
neN*
Sn(f) diverge en 0



3. Théoréeme de convergence de Féjer : Si f € Cor(R) alors [on(f)]l, < [Ifllo et
cvy : v
on(£) &8 fetsi f € L alors (P, < [l et onlf) 2 f

4. Corollaire : Si f,g € Cor(R) alors y(f) =7v(9) <= f =y
+o0
5. Corollaire : Si f € Cy,(R) de classe C' par morceaux alors f = > ¢,(f)en

6. Application : Les polynomes trigonométriques sont denses dans Cy,(R)
7. Théoréme de Dirichlet : Si f € Li_(R) tel que f admette des limites a droite et & gauche
de z¢ et des dérivées a droite et a gauche en zq alors Sy (f)(zo) ey s+ )
—400

2.3 Cas particulier des fonctions de carré intégrable

(Chapitres IV.1.2, IV.II1.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily et 4.5.3 d’Analyse de Gourdon)

L [T £($)g(t)dt est un espace

1. Proposition : L3 muni du produit hermitien (f,g) = 5= |,

de Hilbert
2. Corollaire : ¢,(f) = (f, en)
3. Proposition : S, (f) est la projection de f sur Vect(ex,—n < k < n)
+o00o
4. Proposition : Inégalité de Bessel : > e, (f)]* < 5= 027T |f(t)]2dt

n=—oo

5. Théoréme : (e,)nez est une base hilbertienne de L?([0, 27])

+oo 2 +oo
6. Corollaire : Identité de Parseval : 5- 027r IfOPdt = > e () = %—F% 21|an(f)|2+

+o0o T
S
7. Théoréme : L’application f € L2([0,27]) — (cu(f))nez € I*(Z) est une isométrie
bijective
+oo 9 +oo 4
8. Application : > 25 = % et Y} =& = I (Exercice 4.5.5.1 d’Analyse de Queffélec et
n=1 n=1
Zuily)

3 Utilisations des coeflicients et séries de Fourier

3.1 Comparaison entre le comportement d’une fonction et de sa
série de Fourier
(Chapitre IV.V.2 d’Analyse de Queffélec et Zuily)
Proposition ; Si f € C5_alors ¢,(f) = o (nik)
Proposition : Si ¢,(f) = O (#) alors f € C5—2
Corollaire : f € C5° <= v(f) € {(an)nez, Yk € N, |n*a,| = 0}
n——+0oo

Proposition : Si f € Cy, et Vn € Z, ¢, (f) > 0 alors (S, (f))nez converge normalement
sur R, et v(f) € I1(Z)

L e



3.2

Transformation de Fourier et formule sommatoire de Poisson

(Probléme 4.6.4 d’Analyse de Gourdon)

1.

3.3

Définition : Si f € L'(R) alors F(f)(£) = [, f(x)e 2™ dx est la transformée de Fourier
de f

Théoréme : Formule sommatoire de Poisson : Si f € C! tel que f(z), f'(z) = O (%)
+o00o +oo .
alors Ve e R, > f(z+n)= > F(f)(n)e™

n=—oo n=—oo

Corollaire : 67 = > 4, est une distribution tempérée et F(dz) = 0z
neZ

. Application : Théoréme d’inversion : Si f € S(R) alors f(z) = [u F(f)(£)e*™4dE

Résolution d’équations aux dérivées partielles

(Chapitre IV.VL.3 d’Analyse de Queffélec et Zuily)
On considére @ = 10, L[ x ]0, +o0[.

1.

Définition : L’équation de la chaleur de la barre métalique : Trouver une fonction

u € C%Q) N C*Q) tel que 2 — Z4 = 0,u(0,t) = u(L,t) = 0,u(x,0) = h(z) avec

h € CY([0, L]) tel que h(0) = h(L)

2. Remarque : La série de Fourier de h est normalement convergente

3. Lemme : Si u(z,t) = f(x)g(t) alors f"(x) = Af(x), g'(t)Ag(t)

Proposition : Dans ce cas u,(z,t) = bysin (%) ze™ 22 '
+o0 "2"2t
Corollaire : On cherche alors u de la forme u(z,t) = > bysin (22) ze™ 22
n=1
~ - —+o00
Proposition : Dans ce cas, soit h la 2L-périodisé de h, alors h = Zlbnsm ("T’rx)
n—=

. L -
7. Corollaire : b, = 2 [* h(z)sin (“*z) dz,

8. Application : u définie précédemment vérifie ’équation de la chaleur de la barre méta-

lique
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