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1 Loi de variables aléatoires

1.1 Définition, cas discret et cas a densité

(Chapitres 8.2 de Probabilités tome 2 de Jean-Yves Ouvrard et I1.3 et II1.1 de Probabilité
de Barbe et Ledoux)

On consideére (€2, A, P) un espace probabilisé, (E, B) un espace probabilisable et X une
variable aléatoire sur (2, A, P) a valeurs dans (E, B).

1. Définition : La loi de X est la mesure de probabilité Py définie par VB € B,Px(B) =
P{w € Q,X(w) € B}) =P(X € B)

2. Exemple : 9, est la mesure de probabilité de la variable aléatoire constante x

3. Définition : On dit que la loi de X est discréte si Px est une combinaison linéaire finie
ou dénombrable de masse de Dirac, ie Px = ) p;d,, avec p; = P(X = x;)
iel
4. Proposition : Les lois discrétes usuelles sont :
b

— La loi uniforme discréte Py = ﬁék
k=a
— La loi de Bernoulli Px = pd; + (1 — p)do
— La loi binomiale est Px = Y (7)p*(1 — p)" %6,

+00
— La loi géométrique est Px = > (1 — p)kflp(;k
k=1
+o0
— La loi de Poisson est Px = > 2—':@—&5,{
k=0

5. Définition : On dit qu'une mesure v est absolument continue par rapport & une mesure
wsi p(A) =0=v(A), onle note v << p

6. Théoréme de Radon-Nikodyn : Soit p et v deux mesures o-finies telles que v << p,
alors il existe f mesurable positive telle que v(A) = [, fdu

7. Définition : On dit que la loi de X est a densité si Py est absolument continue par
rapport a la mesure Lebesgue et la fonction f du théoréme précédent est appelée la
densité de f

8. Proposition : Les lois a densité usuelles sont :
— La loi uniforme de densité -1,
— La loi exponentielle de densité Ae *1g,

(z=m)?
— La loi normale de densité ——e~~ 202
V2mwo? 7

1.2 Espérance d’une variable aléatoire
(Chapitre I11.4 de Probabilité de Barbe et Ledoux)

1. Définition : Si X est intégrable pour la mesure P alors l'espérance de X est E(X) =
Jo XdP = fX(Q) zdPx (x)
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2.1

. Théoréme de transfert : Si X est a valeurs dans R, soit ¢ : R — R borélienne, alors

o(X) € Ll(Q A IP’) si et seulement si ¢ € LY(R,B(R),Px), dans ce cas E(¢(X)) =
fQ ¢ © X f]R d]P)X
Remarque ; Ce theoreme permet de calculer E(¢(X)) sans connaitre la loi de ¢(X)

. Application : Théoréme de Weierstrass : Les fonctions polynomiales sur [0, 1] sont

denses dans C([0,1]) pour la norme uniforme
Corollaire : Soit A € B(R), alors E(14(X)) =P(X € A)

Proposition : Les espérances des lois usuelles sont dans 1'ordre “T“’, p,Mp, = p, A, “'QH’, /1\, m
Théoréme : Si pour toute f borélienne bornée, E(f(X)) = [, fdu, alors Py = u
Exemple : Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes de densité f(z) = 51 4oo[(2),

alors (X, Y) est de densité g sur R? donnée par g(z,y) = 55 La(z,y) avec A = {(x y) €
R*x>y>0zy>1}

Caractérisations par des fonctions

Fonctions de répartition

(Chapitre II1.2 de Probabilité de Barbe et Ledoux)
On considere X a valeurs réelles.

1. Définition : La fonction de répartition de X est Fx(t) = P(X <)

Proposition : 0 < Fx < 1, Fx est CADLAG, Fx(x) — 1,Fx(x) — 0, récipro-
r—r+00 T——00

quement toute fonction F' vérifiant ces conditions est une fonction de répartition d’une

variable aléatoire réelle

Théoréme : La fonction de répartition de X caractérise sa loi, ie si Y est une variable
aléatoire réelle telle que F'x = Fy alors Px = Py

4. Exemple : Si F(t) = (1 — e %)1g, (¢) alors F est la fonction de répartion de £(6)

2.2

Exemple : Si F(x) = 1 yoof(x) alors F est la fonction de répartition de la loi 0,

Proposition : Si X est a densité f alors F(¢ f f(x)dA(x), F est dérivable presque
partout et F'(t) = f(t)

Exemple : Si X ~ U([0,1]) alors F(z) = 21 1(x) + Lj1 400]

Fonctions caractéristiques

(Chapitre II1.5 de Probabilité de Barbe et Ledoux)

1.

Définition : La fonction caractéristique de X est la transformée de Fourier de la mesure
]Px, ie gOX = fR itdex( ) = E(eitX)

2. Exemple : Sl X est de densité f alors x(t) = [, €™ f(z)dz = F(f)(t)

3. Théoréme : La fonction caractéristique de X caractérise sa loi

4. Proposition : Si X, Y sont indépendantes alors pxv(t,s) = ¢x(t)py(s) et oxiv(t) =

ox(t)py ()



5. Exemple : Si X ~ B(n,p) alors px(t) = (1 — p+ pe™)"

6. Exemple : Si X ~ N(0,1) alors ¢x(t) = e

7. Théoréme : Si E(|X|") < +oo alors ¢ est n-fois dérivable et ™ (0) = i*E(X*), réci-
proquement si n pair et ¢ n-fois dérivable en 0 alors E(|X|") < +o0

2.3 Fonctions génératrices

(Chapitre 5.3 de Probabilités tome 1 de Jean-Yves Ouvrard)
On considére X variable aléatoire & valeurs dans N.

+o0
1. Définition : Gx = Y P(X =n)s"
n=0
2. Exemple : Si X ~ B(n,p) alors Gx = (sp+1—p)"

3. Théoréme : Gx est continue sur [—1,1] et de classe C* sur | — 1,1[ et Yn € N,P(X =
_ G
n) ==+~

n!

4. Corollaire : G'x caractérise la loi de X

5. Proposition : Si X, Y indépendantes alors Gx,y(t) = Gx(t)Gy(t)

6. Théoréme : X admet un moment d’ordre k si et seulement si Gx est k-fois dérivable a
gauche en 1, dans ce cas pour k =1, E(X) = G’y (1)

7. Application : Soit (X, )en suite de variables aléatoires discrétes, T' variable aléatoire

dans N toutes indépendantes, S, = > Xy et S = S, alors Gg = Gr o Gy,

3 Lois des vecteurs aléatoires

3.1 Lois conjointes et marginales

(Chapitre II1.3 de Probabilité de Barbe et Ledoux)
On considére X a valeurs dans R? muni de sa tribu borélienne.

1. Définition : La fonction de répartition de X est Fiy(t) = P(X; < ty,..., Xg < tq)

2. Proposition : La loi de X;, appelée i-iéme loi marginale de X, est donnée par F, (t;) =

t1yeeny tq—+00

3. Exemple : Si X = (X3, X5) de loi discréte concentrée sur les points (—1,0), (0, 1), (0,—1), (1,0)
tous de probabilité %1 alors Py, =Py, = %ﬁ*l + %(50 + %151

4. Proposition : Si X = (Xj, X3) admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R? alors X et X, sont de densité fi(x fR z,y)dy et fo(y fR x,y)dx

|z|

2
5. Exemple : Si f(z) = 5 1)¢e’ 2~ alors X; ~ N(O, 1)

6. Théoréme : La fonction de répartition de X caractérise sa loi




3.2 Cas particulier des vecteurs gaussiens

(Chapitre IX.2 de Probabilités et statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére X un vecteur aléatoire sur (2, A, P) et a valeurs dans R?.

1. Définition : On dit que X est un vecteur gaussien si Va € R a'X ~ N (m, o?)

2. Remarque : Si X est gaussien alors les composantes de X sont gaussiennes mais l'inverse
est faux

3. Exemple : Soit Y ~ N (0,1) et ¢ ~ 5((5 1 + 01) indépendantes alors Y, Y ~ N(0,1)

mais (Y, eY) n’est pas un vecteur gaussien
4. Théoréme : Si X ~ Ny(m,T) alors px(u) = exp (iu'm — u'Tu)
5. Théoréme : Si X ~ Ny(m,T') avec I inversible alors

fx(z) = mel’p (=3 —=m) T (& —m))

6. Corollaire : Théoreme de Cochran : Si X ~ N, (m,0°l,), R" = E; ® ... ® E,, 7 la
matrice du projeteur orthogonal sur Ej et Yj, = m, X, alors les Y7, ..., Y, sont indépen-
dants de loi Ny(mpm, o®my) et les ||Yy — mml|”, ..., ||Y, — m,m||* sont indépendants et
L [Vi — meml|* ~ x*(dy)

7. Application : Soit (Xj, ..., X,,) un n-échantillon de loi N'(m, 0?), X,, = 13" X, et 52, =

i=1
le_: (Xi — X,)?%, alors X, et 5.2 sont indépendants, de plus v/nX,, ~ N (m,o?) et
1L
5%

X*(n—1)

3.3 Différence entre indépendance et non corrélation

(Chapitres IV.1 de Probabilités de Barbe et Ledoux et IX.2 de Probabilités et statistiques
de Chabanol et Ruch)

On considére X et Y deux variables aléatoires sur (€2, .4, P).

1. Définition : On dit que (X,Y’) € L? sont non corrélées si E(XY) = E(X)E(Y)

2. Remarque : Autrement dit E((X — E(X))(Y —E(Y))) =0 et on dit que X — E(X) et
Y — E(Y) sont orthogonales

3. Proposition : Si X et Y sont indépendantes alors X et Y sont non corrélées

4. Remarque : La réciproque est fausse en générale

5. Exemple : Si X ~ N(0,1) et Y = X? alors X et Y sont non corrélées mais ne sont pas
indépendantes

6. Exemple : Si Py = ((5 1+ 0 +d1) et Y = X% alors X et Y sont non corrélées mais
ne sont pas 1ndependantes (Exemple 19 7 des Contre-exemples en mathématiques de
Bertrand Hauchecorne)

7. Théoréme : Si X gaussien alors les assertions suivantes sont équivalentes :
— (X1, ..., Xg) sont mutuellement indépendantes
— (X1, ..., Xy) sont deux a deux indépendantes

— (Xy,..., Xy) sont deux & deux non corrélées
— I est diagonale



4 Convergence en loi de suites de variables aléatoires

4.1 Définition et propriétés

(Chapitres V.4 de Probabilités de Barbe et Ledoux et IV.4 et IV.7 de Probabilités et
statistiques de Chabanol et Ruch)
On considére (X,,),en une suite de variables aléatoires.

1. Défintion : On dit que X, n_l%oo X siVp € Cp(RY), E(p(X,)) e E(o(X,))

2. Remarque : La limite X n’est pas unique, seule sa loi l'est

3. Exemple : Si S, ~ B (n,2) alors S, ni—oj; P(N) (Chapitre IV.7 de Probabilités et
statistiques de Chabanol et Ruch)

4. Théoréme de Lévy : X,, -2 X <= V¢t € RY, ox, (1) e ox(t)

n—-+o00

5. Théoréme : Si Vt € R? ¢y, (t) - ¢(t) avec ¢ continue en 0 alors ¢ est la fonction
n——+0oo

L. . . , . lot
caractéristique d’une variable aléatoire X et X,, — X
n——+00

loi

6. Théoréme : X, —+> X si et seulement si pour tout point ¢ de continuité de Fly,
n—-+0oo

Fx, (t) T Ex ()

7. Exemple : Si (X,,)nen de lois respectives d1 alors X, Lol X avec L(X) = do

n—-+00
8. Proposition : Si (X,,),en & valeurs dans N et X & valeurs dans N alors X, l—i> X —
n—-+0oo
Vk e NJP(X, = k) —+> P(X =k)
n—-+0oo

9. Proposition : Si X, L% X et f:R? — R? continue alors f(X,) Lot f(X)

n—+oo n—-+00

10. Lemme de Scheffé en loi : Si (X,,),en de densités respectives f, et X de densité f tel

que pour presque tout x € R, f, () —+> f(x) alors X, l—i) X
n——+0o0 n

—+00

L . . ) loi
11. Théoréme : (G, )nen converge simplement vers Gy si et seulement si X,, — X
n—-+o0o

12. Application : Si X,, ~ B (n,2) alors X, LN P(N)

n—-4o00

4.2 Lien avec les autres types de convergence

(Chapitres V.2, V.3 et V.4 de Probabilités de Barbe et Ledoux et IV.5 de Probabilités
et statistiques de Chabanol et Ruch)

1. Proposition : Si X, P X alors X, LLNED's
n—-+o0o n—-+00

2. Remarque : La réciproque est fausse
3. Exemple : Si (X,)nen 1ID de loi B(p) alors X, l—i) X avec L(X) = B(p) mais ne
n—-+0o0

converge pas en probabilité (Exemple 19.10 des Contre-exemles de Bertrand Hauche-
corne)



4.3

Corollaire : La convergence presque siire et les convergences LP implique la convergence
en loi

Proposition : Si X, Z—Oj_> X alors il existe (€2, A", P"), X|, X’ tel que X, o X, X Y
n—-+0o0
et X! 25 X

n——+oo

L. . loi P
Proposition : Si X,, — ¢ constante alors X,, — ¢
n—-+o0o n—-+o00o

Théoréme central limite et lemme de Slutsky

(Chapitres V.5 de Probabilités de Barbe et Ledoux et IV.6 de Probabilités et statistiques)

1.

2

Théoréme central limite : Si (X,)neny IID de moyennes m et de variance o* alors

X/LE(ZXk—nm) L N(0,0?)
k=1

n—-+oo

n—-+o00

Corollaire : Si 02 # 0 alors —~—— <2Xk — nm) L N(0,1)

. Application : La moyenne empirique X, = %ZX r est un estimateur sans biais, forte-

k=1
ment consistent et asymptotiquement normal de m = E(X), et si 02 connue alors un in-

teralle de confiance asymptotique est IC' A;_,(m) = [Xn —Varh-g, X, + (%ql_%]
avec ¢1—a quantile d’ordre 1 — ¢ de N(0, 1)
Proposition : §-méthode : Si /n(X,, —0) — N(0,0?) et g: R — R dérivable en 6

n—-4o0o

de dérivée non nulle alors \/n(g(X,) — g(@)) LN N(O a2g'(0)?)

. Lemme de Slutsky : Si X, - XY, -2 q alors (X0, V) Loty (X, a)

n—-+oo n—-+0o n—-+0o0o

loi

. Corollaire : Danscecas X,, +Y,, — X +aet X,Y, — Xa

n—-+00 n—-+00
Application : Ce lemme est utile pour remplacer une donnée inconnue dans un intervalle
de confiance par un estimateur de cette inconnue
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