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1 Multiples utilités de la fonction usuelle exponentielle

1.1 La fonction exponentielle complexe

(Chapitre 3.7 d’Analyse complexe de Patrice Tauvel)

1. Définition : L’exponentielle complexe est la série entière
∑

zn

n!
de rayon de convergence

infini
2. Proposition : La fonction exponentielle est indéfiniment dérivable sur C de dérivées

successives exp
3. Lemme : Soit (z, ζ) ∈ C2, alors ez+ζ = ezzζ , ez 6= 0, (ez)−1 = e−z, |ez| = eRe(z),
|ez| = 1⇔ z ∈ iR

4. Théorème : exp : C −→ C∗ est un morphisme de groupes surjectif non injectif
5. Corollaire : L’application t 7−→ eit est un morphisme de groupes surjectif non injectif

de noyau aZ avec a =: 2π

1.2 Application à la trigonométrie avec les fonctions cosinus et sinus

(Chapitre 3.8 d’Analyse complexe de Patrice Tauvel)

1. Définition : Les cosinus et sinus réels sont définis par cos(t) = Re(eit) et sin(t) =
Im(eit) pour tout t ∈ R

2. Proposition : Soit t ∈ R, alors cos(t) + isin(t) = eit =
+∞∑
n=0

(it)n

n!

3. Corollaire : Soit t ∈ R, alors cos(t) =
+∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n)!
et sin(t) =

+∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n+1)!

4. Proposition : cos est paire 2π-périodique infiniment dérivable et cos′ = −sin
5. Proposition : sin est impaire 2π-périodique infiniment dérivable et sin′ = cos

6. Remarque : On a les formules suivantes, pour t ∈ R, cos(t) = eit+e−it

2
, sin(t) = eit−e−it

2i
,

donc cos(t)2 + sin(t)2 = 1

7. Proposition : Soit (t, n) ∈ R× N, alors (cos(t) + isin(t))n = cos(nt) + isin(nt)

1.3 Construction de logarithmes complexes

(Chapitre 5.3 d’Analyse complexe de Patrice Tauvel)
On considère U ouvert de C.

1. Définition : Soit z ∈ C, on appelle argument de z, tout réel t ∈ R tel que eit = z
|z|

2. Exemple : Des arguments de i sont π
2
et −3π

2

3. Définition : On appelle détermination continue de l’argument sur U toute application
continue θ : U −→ R telle que pour tout z ∈ U , θ(z) soit un argument de z

4. Remarque : Si U est connexe, soit θ1 et θ2 deux déterminations continues de l’argument
sur U , alors il existe k ∈ Z tel que θ1 − θ2 = 2kπ
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5. Définition : Soit z ∈ C∗, on appelle logarithme de z, tout ζ ∈ C tel que eζ = z

6. Exemple : Un logarithme de 1 + i =
√

2ei
π
4 est ln(

√
2) + iπ

4

7. Définition : On appelle détermination continue du logarithme sur U toute application
continue l : U −→ C telle que pour tout z ∈ U , l(z) soit un logarithme de z

8. Proposition : Les déterminations continues du logarithme sur U sont les fonctions de
la forme ln(| · |) + iθ

9. Exemple : La détermination principale de l’argument sur C\R− est définie par Arg(z) ∈
] − π, π[ pour tout z ∈ C\R−, et la détermination du logarithme associée est appelé
détermination principale du logarithme

10. Proposition : Soit z ∈ C tel que |z| < 1, alors Log(1 + z) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn

1.4 Exponentielles de matrices

(Chapitre 23.2 et 23.4 d’Algèbre et géométrie de Jean-Etienne Rombaldi)
On considère K un corps et n ∈ N∗.

1. Définition : Soit A ∈Mn(K), alors exp(A) =
+∞∑
n=0

An

n!

2. Remarque : Cette définition a bien du sens car
+∞∑
n=0

‖A‖n
n!

est convergente pour tout

A ∈Mn(K)

3. Théorème : exp : Mn(K) −→Mn(K) est continue
4. Proposition : Soit A ∈Mn(K), alors det(exp(A)) = eTr(A)

5. Théorème : Soit (A,B) ∈Mn(K)2, alors exp(A) ∈ GLn(K) avec exp(A)−1 = exp(−A),
et exp(A+B) = exp(A)exp(B) si AB = BA

6. Théorème : exp réalise un homéomorphisme de Sn(R) dans S++
n (R) (Chapitre VI.2 de

H2G2 tome 1 de Caldero et Germoni)

2 Etude la fonction spéciale Γ d’Euler

2.1 Définition et propriétés réelles

(Exercice 8.18 de Théorie de l’intégration de Briane et Pagès)
1. Définition : Soit t ∈ R∗+, alors Γ(t) :=

∫ +∞
0

xt−1e−xdx

2. Exemple : Γ(1) = 1

3. Théorème : Γ est indéfiniment dérivable sur R∗+
4. Lemme : Soit t ∈ R∗+, alors Γ(t+ 1) = tΓ(t)

5. Proposition : Soit n ∈ N∗, alors Γ(n+ 1) = n!

6. Lemme :
∫ +∞

0
e−

y2

2 dy =
√

2π

7. Lemme : n! ∼
n→+∞

√
2πn

(
n
e

)n
8. Théorème : Γ(t+ 1) ∼

t→+∞

√
2πttte−t
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2.2 Prolongements holomorphes

(Chapitre IX.II.1 d’Analyse de Queffélec et Zuily et Exercice 2.10 Objectif agrégation)

1. Théorème : Γ se prolonge une fonction holomorphe sur R∗+ + iR
2. Proposition : Soit z ∈ R∗+ + iR, alors Γ(z + 1) = zΓ(z)

3. Lemme : Soit z ∈ R∗+ + iR, alors Γ(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
+
∫ +∞

1
e−ttz−1dt

4. Lemme : z 7−→
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
est holomorphe sur C\Z−

5. Théorème : Γ se prolonge en une fonction holomorphe sur C\Z− et les −n, pour n ∈ N,
sont des pôles simples de ce prolongement

2.3 Utilisation en probabilités

(Chapitres IX.3 et XIII.2 de Probabilités et Statistiques de Chabanol et Ruch)

1. Définition : Soit X1, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-

tribués de loi N (0, 1), alors la loi du χ2 à n degrés de liberté est la loi de
n∑
k=1

X2
k

2. Proposition : Soit X ∼ χ2(n), alors la densité de X est donnée par
fX(u) = 1

2Γ(n2 )

(
u
2

)n
2
−1
e−

u
21R∗

+
(u)

3. Théorème de Cochran (admis pour cette leçon) : Soit X ∼ Nn(m,σ2In), Rn =
⊥⊕

1≤k≤p
Ek,

πk matrice de projection orthogonale sur Ek et Yk = πkX, alors Y1, ..., Yp sont indé-
pendants de lois respectives N (πkm,σ

2πk) et ‖Y1 − π1m‖2 , ..., ‖Yp − πpm‖2 sont indé-
pendants de lois respectives σ2χ2(dim(Ek))

4. Corollaire : Soit (X1, ..., Xn) un n-échantillon de loi N (m,σ2), Xn := 1
n

n∑
i=1

Xi et Ŝ2
n :=

1
n−1

n∑
i=1

(Xi−Xn)2, alors Xn et Ŝ2
n sont indépendants de lois respectives N

(
m, σ

2

n

)
et

σ2

n−1
χ2(n− 1)

5. Application : Soit (X1, ..., Xn) un n-échantillon de loi N (m,σ2) avec m connue, alors
on rejette l’hypothèse H0 : σ2 = σ2

0 contre H1 : σ2 6= σ2
0 si n

σ2
0
S2

n /∈ [qα
2
,n, q1−α

2
,n] avec

qβ,n quantiles de χ2(n)

3 Utilisation de la transformation de Fourier

3.1 Définition et propriétés dans L1(R)

(Chapitres III.2.1 et III.2.2 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1. Définition : Soit f ∈ L1(R), alors ∀ξ ∈ R,F(f)(ξ) =
∫
R e
−2πixξdx
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2. Exemple : F(e−πx
2
)(ξ) = e−πξ

2

3. Lemme : Soit (f, g) ∈ L1(R), alors F(f ∗ g) = F(f)F(g)

4. Théorème : F : L1(R) −→ C0(R) est une application linéaire continue de norme 1

5. Théorème d’inversion : Soit f ∈ L1(R) tel que F(f) ∈ L1(R), alors pour presque tout
x ∈ R, f(x) =

∫
RF(f)(ξ)e2iπxξdξ = F(F(f) ◦ (−idR))(x)

6. Exemple : F
(

1
1+x2

)
(ξ) = 1

2
e−2π|x| (Chapitre 15.2 de Théorie de l’intégration de Briane

et Pagès)
7. Corollaire : F : L1(R) −→ C0(R) est injective

3.2 Prolongement à L2(R)

(Chapitre III.2.3 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li)

1. Définition : A(R) := {f ∈ L1(R),F(f) ∈ L1(R)}
2. Proposition : A(R) est dense dans L2(R)

3. Théorème : La transformation de Fourier F : L1(R)∩L2(R) −→ C0(R) se prolonge de
façon unique en un automorphisme isométrique de L2(R)

4. Remarque : Comme F a été définie sur L2(R) par densité, le calcul de F(f) pour
f ∈ L2(R) doit faire intervenir un passage à la limite

5. Proposition : Soit f ∈ L2(R) et ϕA(ξ) =
∫ A
−A f(x)e−2iπxξdx, alors ϕA

L2

−→
A→+∞

F(f)

6. Proposition : Soit f ∈ L2(R) et ψA(x) =
∫ A
−AF(f)(ξ)e2iπxξdξ, alors ψA

L2

−→
A→+∞

f

7. Exemple : Soit λ ∈ R∗+, alors F(1[−λ,λ])(ξ) = sin(2πλξ)
πξ

si ξ 6= 0 et F(1[−λ,λ])(0) = 2λ

donc F
(
sin(2πλx)

2πλx

)
= 1

2λ
1[−λ,λ] (Exercice III.14 du Cours d’analyse fonctionnelle de

Daniel Li)

3.3 Formule sommatoire de Poisson et fonction θ de Jacobi

(Exercices III.3.24 du Cours d’analyse fonctionnelle de Daniel Li et Problème 4.6.4 d’Ana-
lyse de Xavier Gourdon)

1. Théorème : Formule sommatoire de Poisson : Soit f de classe C1 telle que f(x) = =
|x|→+∞

O
(

1
x2

)
et f ′(x) =

|x|→+∞
O
(

1
x2

)
alors ∀x ∈ R,

∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z
F(f)(n)e2iπnx

2. Lemme : Soit δZ :=
∑
n∈Z

δn, alors δZ ∈ S ′(R) δZ = F(δZ)

3. Application : Inversion de Fourier : Soit ϕ ∈ S(R), alors ∀x ∈ R, ϕ(x) =
∫
RF(ϕ)(ξ)e2iπxξdξ

4. Définition : La fonction θ de Jacobi est définie par θ(s) =
+∞∑

n=−∞
e−πsn

2 pour s ∈ R∗+

5. Théorème : La fonction θ de Jacobi vérie l’équation fonctionnelle ∀s ∈ R∗+, θ(s) =
1√
s
θ
(

1
s

)
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