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1 Notion d’indépendance

1.1 Evénements et tribus indépendants

(Chapitre IV.1 de Probabilités de Barbe et Ledoux)
On considère (Ω,A,P) un espace probabilisé.

1. Définition : Soit (A,B) ∈ A2, alors on dit que A et B indépendants si P(A ∩ B) =
P(A)P(B)

2. Remarque : Autrement dit si P(B) > 0, P(A | B) = P(A)

3. Exemple : Si on note X le résultat d’un lancer de dé rouge et Y le résultat d’un lancer
de dé bleu alors A = (X ≤ 4) et B = (Y = 6) sont indépendants

4. Définition : Soit (Ai)i∈I ∈ AI , alors on dit que (Ai)i∈I est mutuellement indépendante

si ∀J ⊂ I, |J | < +∞⇒ P

(⋂
j∈J
Aj

)
=
∏
j∈J

P(Aj)

5. Définition : Soit (Ai)i∈I ∈ AI , alors on dit que (Ai)i∈I est deux à deux indépendants si
∀(i, j) ∈ I2, i 6= j ⇒ P(Ai ∩ AJ) = P(Ai)P(Aj)

6. Proposition : Soit (Ai)i∈I ∈ AI mutuellement indépendantes, alors (Ai)i∈I est deux à
deux indépendants

7. Remarque : La réciproque est fausse : On considère X le résultat d’un lancer de dé
tetraédrique, A = (X ∈ {1, 2}), B = (X ∈ {1, 3}), C = (X ∈ {2, 3}), alors A,B,C
sont deux à deux indépendants mais pas mutuellement indépendants

8. Remarque : On peut avoir A indépendant de B et C eux-mêmes indépendants entre
eux mais A pas indépendant de B ∩ C (A,B,C de l’exemple précédent)

9. Définition : Soit (Ai)i∈I famille de sous-tribus de A, alors on dit que (Ai)i∈I est mutuel-
lement indépendante si tout (Ai)i∈I ∈

∏
i∈I
Ai, (Ai)i∈I est mutuellement indépendante

1.2 Variables aléatoires indépendantes

(Chapitre IV.1 de Probabilités de Barbe et Ledoux)
On considère (Xi)i∈I famille de variables aléatoires sur (Ω,A,P).

1. Définition : On dit que les (Xi)i∈I sont indépendantes si les σ(Xi) (tribu engendré par
Xi) sont mutuellement indépendants

2. Remarque : Autrement dit ∀J ⊂ I, |J | < +∞⇒ ∀(Bj)j∈J ∈
∏
j∈J
B,P

(⋂
j∈J

(Xj ∈ Bj)

)
=∏

j∈J
P(Xj ∈ Bj)

3. Exemple : Soit X1 et X2 les projections sur Ω = J1, 6K×J1, 6K de la première et seconde
composante d’un lancer de deux dés, alors X1 et X2 sont indépendants

4. Proposition : (X1, ..., Xd) indépendantes si et seulement si P(X1,...,Xd) = PX1 ⊗ ...⊗ PXd

5. Exemple : Si (X1, X2) de densité (x1, x2) 7−→ f1(x1)f2(x2) alors X et Y sont indépen-
dantes de densités respectives f1 et f2 si

∫
f1 = 1 (et donc

∫
f2 = 1)
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6. Proposition : Les (Xi)i∈I sont indépendantes si et seulement si pour tout J ⊂ I
fini, pour toute famille (ϕi)i∈J de fonctions boréliennes telle que ϕi(Xi) ∈ L1(Ω),

E

(∏
j∈J
ϕi(Xi)

)
=
∏
j∈J

E(ϕi(Xi))

7. Corollaire : (X1, ..., Xn) indépendantes si et seulement si ϕ(X1,...,Xn) = ϕX1 ⊗ ...ϕXn

1.3 Construction de suites de variables aléatoires indépendantes

(Chapitre IV.3 de Probabilités de Barbe et Ledoux)

1. Remarque : On se pose la question : étant données des lois Pi sur R, existe-t-il des
variables aléatoires Xi défini sur un (Ω,A,P) indépendantes et de lois respectives Pi ?

2. Proposition : Si I = J1, nK fini alors on considère P = P1⊗ ...⊗Pn et Xi les applications
coordonnées, ainsi les Xi vérifient le problème précédent

3. Exemple : Si An =
⋃

1≤k≤2n−1

]
2(k−1)

2n
, 2k−1

2n

]
et Xn = 1An alors les (Xn)n∈N sont indépen-

dants et identiquement distribués de loi B
(

1
2

)
définie sur ([0, 1],B([0, 1]), λ)

4. Remarque : On considère Ei ∈ {R,Rd}, Ω :=
∏
i∈N
Ei, Xi la projection sur la i-ième

coordonnée, A := σ(Xi, i ∈ N)

5. Proposition : A = σ(C) avec C l’algèbre des cylindres A = Cn × En+1 × ... avec
Cn ∈ B1 ⊗ ...⊗ Bn base du cylindre

6. Remarque : On considère ∀A ∈ C, Q(A) := P1 ⊗ ...⊗ Pn(Cn)

7. Théorème de Kolmogorov (admis) : Q se prolonge en une unique probabilité P sur
(Ω,A) et sous P les Xi sont indépendants et de loi Pi

2 Propriétés probabilistes liées à l’indépendance

2.1 Loi du 0-1 de Kolmogorov et lemme de Borell-Cantelli

(Chapitre IV.3 de Probabilités de Barbe et Ledoux)

1. Définition : Soit (Tn)n∈N famille de tribus indépendantes, alors on définitAn := σ(Tn, ...)
et A∞ :=

⋂
n∈N
An la tribu terminale

2. Exemple : A =
⋂
n∈N

⋃
m≥n

Am ∈ A∞

3. Exemple : Si (Xn)n∈N indépendantes et an −→
n→+∞

+∞ alors l’événement

A =

((
1
an

n∑
k=1

Xk

)
converge

)
∈ A∞

4. Théorème : Loi du 0-1 de Kolmogorov : Soit A ∈ A∞, alors P(A) ∈ {0, 1}
5. Théorème : Lemme de Borel-Cantelli : Soit (An)n∈N ∈ AN, alors :

3



— Si
+∞∑
n=0

P(An) < +∞ alors P(limsup
n→+∞

An) = 0 (presque sûrement seulement un nombre

fini d’événements An sont réalisés

— Si les (An)ninN sont indépendants et
+∞∑
n=0

P(An) = +∞ alors P(limsup
n→+∞

An) = 1

(presque sûrement une infinité de An sont réalisés)
6. Corollaire : Soit (Xn)n∈N variables aléatoires sur (Ω,A,P), alors :

— ∀ε ∈ R∗+,
+∞∑
n=0

P(|Xn −X| ≥ ε) < +∞ =⇒ Xn
PS−→

n→+∞
X

— Si les Xn sont mutuellement indépendants alors

Xn
PS−→

n→+∞
0⇐⇒ ∀ε ∈ R∗+,

+∞∑
n=0

P(|Xn| ≥ ε) < +∞

(Chapitre V.1 de Probabilités de Barbe et Ledoux)

2.2 Sommes de variables aléatoires indépendentes

(Chapitre IV.2 de Probabilités de Barbe et Ledoux)
On considère X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Ω,A,P).

1. Proposition : La loi de X + Y est donnée par PX+Y = PX ∗ PY
2. Proposition : La fonction caractéristique de X + Y ϕX+Y = ϕX × ϕY
3. Remarque : A ne pas confondre avec la fonction caractéristique de (X, Y ) donnée par
ϕ(X,Y )(s, t) = ϕX(s)ϕX(t)

4. Exemple : Si X = a et Y = b alors X et Y indépendants et X + Y = a + b ie
PX+Y = δa+b et (X, Y ) = (a, b) ie P(X,Y )(x, y) = δa(x)δb(y)

5. Exemple : Si X et Y de lois respectives P(λ) et P(µ) alors X + Y ∼ P(λ+ µ)

6. Exemple : Si (X1, ..., Xn) independantes identiquement distribuées de loi B(p) alors
n∑
k=1

Xk ∼ B(n, p)

7. Proposition : Si X et Y de densités respectives f et g alors X + Y est de densité
h = f ∗ g

2.3 Comportement à l’infini de ces sommes

(Chapitres V.5 de Probabilités de Barbe et Ledoux et IV.2, IV.3, IV.6 et IV.7 de Proba-
bilités et statistiques de Chabanol et Ruch)

On considère (Xn)n∈N suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées.

1. Remarque : On ne connaît pas la limite presque sûre en appliquant le lemme de Borel-
Cantelli

2. Exemple : Si (Xn)n∈N de loi B (p) alors Un =
∑

1≤k≤n
2−kXk converge presque sûrement

3. Théorème : Loi faible des grands nombres : Si E(|X1|) < +∞ alors 1
n

n∑
k=1

Xk
P−→

n→+∞
E(X1)
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4. Théorème : Loi faible des grands nombres (version L2) : Si E(X2
1 ) < +∞ alors

1
n

n∑
k=1

Xk
L2

−→
n→+∞

E(X1)

5. Théorème : Loi forte des grands nombres : Si E(|X1|) < +∞ alors 1
n

n∑
k=1

PS−→
n→+∞

E(X1)

6. Application : La moyenne empirique est un estimateur fortement consistent de la
moyenne

7. Théorème central limite : Si E(X2
1 ) < +∞,m = E(X1), σ2 = V ar(X1) alors

1√
n

(
n∑
k=1

Xk − nm
)

loi−→
n→+∞

N (0, σ2)

8. Application : Si σ2 = V ar(X1) est connue alors la moyenne empirique est un estimateur
asymotptiquement normal de la moyenne, on obtient donc un intervalle de confiance
et un test paramétrique de la moyenne

9. Théorème : Si (Xn)n∈N de loi uniforme sur {e1,−e1, e2,−e2, ..., ed,−ed}, avec (e1, ..., ed)

base canonique de Rd, et Sn =
n∑
k=1

, S0 = 0 alors le nombre moyen de passages en 0 est

fini si et seulement si d ≥ 0

10. Corollaire : Si d ≥ 3 alors la marche aléatoire précédente part presque sûrement à
l’infini, ie P(‖Sn‖1 −→n→+∞

+∞) = 1

11. Corollaire : Si d ≤ 2 alors presque sûrement la marche passe une infinité de fois par 0,
ie P (sup(n ∈ N, Sn = 0) = +∞) = 1

3 Cas particulier des vecteurs aléatoires gaussiens

3.1 Définitions

(Chapitre IX.2 de Probabilités et statistiques de Chabanol et Ruch)
On considère X un vecteur aléatoire sur (Ω,A,P) et à valeurs dans Rd.

1. Définition : On dit que X est un vecteur gaussien si ∀a ∈ Rd, atX ∼ N (m,σ2)

2. Remarque : SiX est gaussien alors les composantes deX sont gaussiennes mais l’inverse
est faux

3. Exemple : Soit Y ∼ N (0, 1) et ε ∼ 1
2
(δ−1 + δ1) indépendantes alors Y, εεY ∼ N (0, 1)

mais (Y, εY ) n’est pas un vecteur gaussien
4. Théorème : Si X ∼ Nd(m,Γ) alors ϕX(u) = exp

(
iutm− 1

2
utΓu

)
5. Théorème : SiX ∼ Nd(m,Γ) avec Γ inversible alors fX(x) = 1√

(2π)ddet(Γ)
exp

(
−1

2
(x−m)tΓ−1(x−m)

)
3.2 Différence entre indépendance et non corrélation

(Chapitres IV.1 de Probabilités de Barbe et Ledoux et IX.2 de Probabilités et statistiques
de Chabanol et Ruch)

On considère X et Y deux variables aléatoires sur (Ω,A,P).

5



1. Définition : On dit que (X, Y ) ∈ L2 sont non corrélées si E(XY ) = E(X)E(Y )

2. Remarque : Autrement dit E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = 0 et on dit que X − E(X) et
Y − E(Y ) sont orthogonales

3. Proposition : Si X et Y sont indépendantes alors X et Y sont non corrélées
4. Remarque : La réciproque est fausse en générale
5. Exemple : Si X ∼ N (0, 1) et Y = X2 alors X et Y sont non corrélées mais ne sont pas

indépendantes
6. Exemple : Si PX = 1

3
(δ−1 + δ0 + δ1) et Y = X2 alors X et Y sont non corrélées mais

ne sont pas indépendantes (Exemple 19 7 des Contre-exemples en mathématiques de
Bertrand Hauchecorne)

7. Théorème : Si X gaussien alors les assertions suivantes sont équivalentes :
— (X1, ..., Xd) sont mutuellement indépendantes
— (X1, ..., Xd) sont deux à deux indépendantes
— (X1, ..., Xd) sont deux à deux non corrélées
— Γ est diagonale
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