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1 Exercice 4
Pour la matrice
3 -1 1
A = 2 0
1 -1 2

Ll o

On trouve Py, = (1 — X)(2 — X)2.
Py, est scindé donc la matrice A; est trigonalisable.

Sp(Ar) = {1,2}.
Nous avons directement 1 < dim(E;(A;)) < ay =11ie ny =dim(E1(4;)) =1et

2 -1 1 0
Ei(A;) = ker (( 2 -1 1 )) = Vect (( 1 )) = Vect(uq).
1 -1 1 1

x
Puis pour Ey(Ap),soit u= [ y | € R3. Alors
z
UEEQ(Al)
<— Aju=2u
3r — y + 2z = 2z
= 2z + z = 2
r - Yy + 2z = 2z
r - y + =0
=< 2z - 2y + = 0
r — vy = 0
<= zr=9y,2=0
Donc
1
E5(Ay) = Vect 1 = Vect(uz),
0

et no = dlm(EQ(Al)) =1.
ne =1 < 2 = ay donc A; n’est pas diagonalisable.

T

On cherche 1 = ay — ngy vecteur uz = ( Y ) € R3 tel que Ajus = 2us + au; + bus avec a,b € R.

z



Or nous avons

A1U3 = 2'&3 —+ auy + b'LLQ

3r — y + z = 2x+0b
—{ 2z + 2z = 2y+4a+bd

r — y + 2z = 2z+4a

r — y + z = b
< 2r — 2y + z = a+b

xr - vy = a

{ z = b—a

—

r — Yy = a

Ainsi on peut choisir a = 0,b = 1 et dans ce cas
Ajuz =2us+ug <= x=y,z=1.
On considére donc le vecteur
Uz = 1

pour avoir bien avoir Ajus = 2u3 + us.

7. Nous avons alors

= pTP L.

— = O
O = =
—

0 1 1 1 00
Ai=11 1 1 0 2 1
1 0 1 0 0 2
Nous pouvons donc en déduire son polynéme minimal

my=mp = (X — 1)(X —2)°.

Nous pouvions aussi le conclure directement car my4 | Pa, Sp(A41) = {1, 2} est ’ensemble des racines de
m4 et my non scindé simple.

Pour la matrice

3 2 =2
A= -1 0 1
1 1 0

—_

. On trouve P4, = (1 — X)3.

2. Py, est scindé donc la matrice A; est trigonalisable.
3. Sp(4z) = {1}.
T
4. Soitu= [ y | € R3. Alors
z
u € Fy (AQ)
— Ayu=1xu
3. + 2y — 2z =z
r + vy = =z
—zr+y—2=0.
Il s’agit de ’équation d’un plan donc ny = dim(E;(As)) =2 et
1 1
E;(Ay) = Vect -1 1], 0 = Vect(uy, us).
0 1



5. n1 =2 < 3 = ay donc Ay n’est pas diagonalisable.

T
6. On cherche 1 = a; —ny vecteur uz = Y € R3 tel que Asus = 1 x uz +auy + bus avec a,b € R.
z
Or nous avons

Asug =1 X ug + auy + bus

3r + 2y — 2z = z+4+a+b
= -7 + z = y->b

T 4+ oy = z+b

2 4+ 2y — 2z = a+b

r + y — =z = b

Nous devons donc avoir a + b = 2b i.e. a = b. On peut choisir a = b =1 et dans ce cas
Asuz =uz+uy tus <= zcv+y—z=1.

On considére donc le vecteur

1
us = 1 y
1
pour bien avoir Asug = 1 X ug + uq + us.
7. Nous avons alors
1 11 10 1 11 1\ "
Ay=1[ -1 0 1 0 1 1 -1 0 1 = PTP!,
0 1 0 0 0 1 0 1 0

Nous pouvons donc en déduire son polynéme minimal
ma=mp = (X —1)3
car A non diagonalisable donc m4 # (X — 1) qui est scindé simple et car m4 # (X — 1)? parce que
(A—13)? = P(T — I3)*P~" # 033.
2 Exercice 5

1. Nous avons aprés calculs Py = (4 — X)3(8 — X). Donc Sp(A) = {4,8}. Ainsi 0 ¢ Sp(A4) d’ott A est
inversible. De plus

1 11 -1
rg(A—5Iy) =1g } 1 1 :} =1
111 -1
Donc, d’aprés le théoréme du rang,
n3 = dim(E4(A)) = 3 = ay.
Nous avons également ny = dim(Eg(A)) = 1 = a1 et P4 scindé. Ainsi, par théoréme, A est

diagonalisable.

2. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton. m4 | P4. Donc
ma=(X—-4)%X-8)" 0<a<3 0<B<LI
De plus A est diagonalisable donc le polynéme minimal m 4 est scindé simple
0<a<l1l, 0<8<1,
Enfin nous avons également que Sp(A) est I’ensemble des racines de m4. Donc o = 3 =1 et

ma = (X — 4)(X — 8).



3. Nous avons alors
Opm =ma(A) = (A —41)(X — 81;) = A — 124 + 321,.

Autrement dit

1 1
L = 35 (124 = A%) = - (121, — A)A,

Ainsi A est inversible d’inverse

7T -1 -1

1 -1 7 -1
32 32 -1 -1 7
1 1 1

BN [ S

3 Exerice 6

Nous avons
Py=(1-X)%(c—X).

Sic=lalorsma=(1-X)"avecl<a<3. Sia=lalorsma=X—-1et033=ma(A)=A—1I3
ie. A = I3 ce qui n'est pas. Donc o € {2,3} et ainsi my4 n’est pas scindé simple d’ou A n’est pas
diagonalisable.

Sic#lalorsmag = (X —1)*(X —c¢) avec 1 < a < 2. On suppose que la matrice A est diagonalisable.
Alors m 4 est scindé simple, i.e. a =1 et my = (X — 1)(X — ¢). Ainsi

0 a 1 1—¢c a 1 0 a(l—c) ab
03,3:mA(A):(A—Ig)(A—CIg): 0 0 b 0 1—c b = 0 0 0
0 0 ¢c—1 0 0 0 0 0 0

Donc, comme ¢ # 1, a = 0 et b est un réel quelconque. Réciproquement on suppose que a = 0. Alors,
d’aprés le calcul précédent (A—1I3)(A—cl3) = 03.3. Donc (X —1)(X —c) annule A, doutmy4 | (X—1)(X—c),
puis comme {1, c} = Sp(A) est 'ensemble des racines de my4 avec ¢ # 1, mg = (X —1)(X — ¢) est scindé
simple, d’ou A est diagonalisable.

En conclusion A est diagonalisable si et seulement si ¢ # 1 et a = 0.

4 Exercice 7

On suppose que f2920 = (0 et que f est diagonalisable. Alors mys | X2°%0 et m; est scindé simple.
Donc my = X, d’on OL(E) = mf(f) = f
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