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Théorème. Soit
∑
anz

n série entière de rayon de convergence 1 telle que
+∞∑
n=0

an converge, f

la somme de cette série sur D(0, 1), θ0 ∈
[
0, π

2

[
et

∆θ0 := {z ∈ C, |z| < 1,∃ρ ∈ R∗+,∃θ ∈ [−θ0, θ0], z = 1− ρeiθ}

Alors

f(z) −→
z→1
z∈∆θ0

+∞∑
n=0

an

Démonstration. On note S =
+∞∑
n=0

an, Sn =
n∑
k=0

ak, Rn = S − Sn.

Etape 1 : f(z)− S = (z − 1)
+∞∑
n=0

Rnz
n pour z ∈ D(0, 1)

Soit z ∈ D(0, 1), alors

n∑
k=0

akz
k − Sn =

n∑
k=1

(Rk−1 −Rk)(z
k − 1)

=
n−1∑
k=0

Rk(z
k+1 − 1)−

n∑
k=1

Rk(z
k − 1)

=
n−1∑
k=0

Rk(z
k+1 − zk)−Rn(zn − 1)

= (z − 1)
n−1∑
k=0

Rkz
k −Rn(zn − 1)
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Ainsi, en faisant tendre N vers +∞, comme Rn −→
n→+∞

0 car
+∞∑
n=0

an converge, et comme |z| < 1,

on obtient

f(z)− S = (z − 1)
+∞∑
n=0

Rnz
n

Etape 2 : Séparer la série en deux et majorer les terrmes
Soit ε ∈ R∗+, comme Rn −→

n→+∞
0, il existe N ∈ N tel que

∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ |Rn| ≤ ε
cos(θ0)

4

Ainsi, pour z = 1− ρeiθ ∈ ∆θ0 ,

|f(z)− S| ≤ |z− 1|

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

Rnz
n

∣∣∣∣∣+ ε
cos(θ0)

4
|z− 1|

+∞∑
n=N+1

|z|n ≤ |z− 1|
N∑
n=0

|Rn|+ ε
cos(θ0)

4

|z − 1|
1− |z|

Or, si ρ ≤ cos(θ0) alors

|z − 1|
1− |z|

=
|z − 1|
1− |z|2

(1 + |z|) =
ρ

2ρcos(θ)− ρ2
(1 + |z|) ≤ 2

2cos(θ)− ρ
≤ 2

cos(θ0)

On considère α ∈ R∗+ tel que α
N∑
n=0

|Rn| ≤ ε
2

(par exemple α = 2

cos(θ0)
N∑
n=0
|Rn|

si
N∑
n=0

|Rn| 6= 0 et

α = 1 sinon) et δ = inf(α, cos(θ0)) ∈ R∗+.
Ainsi

∀z ∈ ∆θ0 , |z − 1| ≤ δ =⇒ |f(z)− S| ≤ α
N∑
n=0

|Rn|+ ε
cos(θ0)

4

2

cos(θ0)
≤ ε

2
+
ε

2
= ε

Ce qui montre que

f(z) −→
z→1
z∈∆θ0

+∞∑
n=0

an

Théorème. Soit
∑
anz

n série entière de rayon de convergence 1 et f somme de cette série

entière sur D(0, 1) telle qu’il existe S ∈ C tel que f(x) −→
x→1
x<1

S et an =
n→+∞

o
(
1
n

)
, alors

+∞∑
n=0

an

converge et
+∞∑
n=0

an = S.

Démonstration.
Etape 1 : Se ramener à la majoration de deux termes
Soit z ∈ D(0, 1), alors

|Sn − S| ≤ |Sn − f(x)|+ |f(x)− S|
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Etape 2 : Majorer le premier terme
On a pour n ∈ N∗ et x ∈ ]0, 1[,

Sn − f(x) =
n∑
k=1

ak(1− xk)−
+∞∑

k=n+1

akx
k

Or ∀k ∈ J1, nK, 1− xk = (1− x)(1 + x+ ...+ xk−1) ≤ k(1− x), donc

|Sn − f(x)| ≤ (1− x)
n∑
k=1

k|ak|+
+∞∑

k=n+1

k

n
|ak|xk

De plus an =
n→+∞

o
(
1
n

)
, donc il existe M ∈ R∗+ tel que ∀k ∈ N, k|ak| ≤M , d’où

|Sn − f(x)| ≤ (1− x)Mn+

sup
k≥n+1

k|ak|

n(1− x)

Soit ε ∈ ]0, 1[, alors ∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ ≤Mε+

sup
k≥n+1

k|ak|

ε

Comme kak −→
k→+∞

0, il existe N ∈ N tel que ∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ sup
k≥n+1

k|ak| ≤ ε2, donc

∀n ∈ N, n ≥ N =⇒
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ ≤Mε+ ε = (M + 1)ε

Etape 3 : Majorer le second terme et conclure
On a f(x) −→

x→1
x<1

S, donc il existe N ′ ≥ N tel que ∀n ∈ N, n ≥ N ′ =⇒
∣∣f (1− ε

n

)
− S

∣∣ ≤ ε,

d’où
∀n ≥ N ′ =⇒ |Sn − S| ≤ (M + 1)ε+ ε = (M + 2)ε

D’où
+∞∑
n=0

an converge et
+∞∑
n=0

an = S.
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