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Théoréme. Soit E espace de Banach, F espace vectoriel normé et (7;);c; une famille d’ap-
plications linéaires continues de E dans F telle que

Vo € E, sup ||T;(z)|] < +o0
el

Alors
sup ||T;|| < +o0
icl

Démonstration. Pour n € N on considére

F,:={z € BVie L|Ti(x)| <n} =( [z € E|Ti)| <n} = (" (-] o)~ ([0.n])

i€l i€l

Ainsi, comme pour tout i € I, ||-|| o T; est continue et [0, n] fermé, F), est un fermé de E.
De plus, comme Va € E,C, := sup ||T;(z)|| < +o0, on a
iel

E:UFn

neN

En effet pour z € F, en considérant n € NN [C,, +oo[ (# @), on a x € F),.
Ainsi, d’aprés le théoréme de Baire (sa contraposée plus exactement), il existe n € N tel que

F, 4o
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Donc il existe zo € I et r € R tels que
B(z,r) C F,

Ainsi
Yy € B(0,1),Vie I, ||[Ti(z+ry)|| <n

D’ou, par linéarité de T' et inégalité triangulaire,

S =

vie vy € BO1), [Ty < - (n + sup HTj(as)H)

Jel

Par conséquent

1
sup|[Ti] = sup sup |1To(w)| s—(n+suprm<x>u) < foo
iel iel yeB(0,1) jel

<

]

Application. On considére C 'espace des fonctions continues 27w-périodiques de R dans C
que 'on munit de la norme ||-|| = sup|-|.

[_ﬂ—’ﬂ—}

On note également pour f € C et p € Z, ¢,(f) = % ffﬂ f(t)e ™dt le p-ieme coefficient de
Fourier de f.
De plus on considére, pour n € N*,
c — C
l, : 2
fo— Z Cp(f)
p=—"n
Alors il existe f € C tel que
f(0) # 1 (f)

Autrement dit f ne coincide pas avec sa série de Fourier en 0, donc elles ne coincident pas
non plus sur R.

Démonstration.

Etape 1 : Pour n € N*, [,, est une forme linéaire continue et calcul de ||1,,|

Pour tout p € [—n,n], ¢, est linéaire sur C par bilinéarité du produit sur C et par linéarité
de l'intégration.

Donc [,, est une forme linéaire comme somme finie de formes linéaires.

De plus on a

Vel l,(f) = Zcp(f) = %/_w f(t) Ze—iptdt

avec

eint _ o—i(n+1)t fi2"2+1t sin (

e om0, Yo = Tt = e T

p=-n




D’ou
sm 2n+1t)
VfeC, / f(t)———~=dt

Ainsi pour f € C tel que ||f]|, =1, on a

1 (7 sm(zngrlt)
< —
I M e [
D’ou -
™ ; n+
lull <55 [ G 0y
2T sin (5)

Puis pour montrer I’égalité, au lieu d’essayer de trouver une fonction f € C atteignant cette
borne supérieure, on va construire une famille de fonctions ( fg)eem € C®+ dont la limite des
normes, quand ¢ — 0, est le majorant précédent.

Pour € € RY, on considére donc

F R —C
: Da(t)
™ B
avec
SC
VteR,D,(t) ={ sin(t) T
1 st t € 2nl
Ainsi

i (2041 i (2041
Vi € R\2nZ, D, (¢ + 2r) sin (24 t(f; 2m)) _ sin ( > tt (2n + 1)) _ sm.( 2 t)
sin ( 5 ) sin (5 + 7T) sin (5)

Bt
Vt € 207, D, (t +27) = 1 = D,(t)

D’ou D,, est 2w-périodique puis f également.

De plus D,, est continue car continue sur [—m, 7], D,(—m) = D,(7) et 2mw-périodique, puis
|D,,| + € est continue et strictement positive.

Par conséquent

f-€C
On a de plus || f-]| <1 car
_|Da(@)] _
vt e R\27TZ7 |f8(t>‘ - m < 17Vt € 27TZ7 ’fs(t)‘ -
Puis
_ T D,(t) 1| (™ Dut)? 1 [T Dy(t)?
1 =[a; | otz 0) = 0 | [ iptt| = o | ooy e

Appliquons le théoréme de convergence dominée :
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— Pour tout € € R%, est continue sur [—, 7].

D2
Dal+e

Dy, D (t
— Pour tout t € [—m, 7], |Dn(()‘)+€ — |Dn(t = |D,(¢)].
— Pour tout € € R ,Vt € [—7, 7], ‘DDTE Uk < |D,(t)| avec | D,| intégrable sur [—m, 7] car

continue.
Ainsi par théoréme de convergence dominée on a bien

tim ()] = 5= [ IDuoldt= 5= [

* —T
EE]R+

sin (2511)

Par conséquent, d’aprés 'inégalité montrée précédemment sur ||7,||, on a

dt

1 (™ |sin (252t)
il =5 [ |2
mJr| sin(3)
Etape 2 : Utilisation du théoréme de Banach-Steinhaus
On a
1 [ |sin (2xy 1 [™|sin (2t o [P g
VnEN,HlnHZ—/ (t2 )dt:—/ (tz )dt:—/ sin(u) 0
2T J 2 T Jo 5 T Jo U

avec la penultiémre égalité justifiée par parité et la derniére égalité par changement de
Varial;le afﬁne
Or

(u ‘du — +00, donc

0 n—-+o0o

sup ||l || = +o0
neN

De plus on a C fermé dans 'espace C, des fonctions continues bornées de R dans C car

C= (e '({0})

teR

avec Vt € R,Vf € Cy, p(f) = f(t+2m) — f(2).
On a également C, espace de Banach, donc C est également de Banach.
Ainsi, par contraposée du théoréme de Banach-Steinhaus, il existe f € C tel que

sup|ly(f)| = +o0
neN

Autrement dit la série de Fourier de f en 0 diverge. La fonction f est donc différente de sa
série de Fourier. O



