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Démonstration.

Etape 1 : L’intégrale est convergente
t¥in(t)
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— La fonction f : ¢t —>
— In(t) ~ t—1, donc
t—1

est continue sur |0, 1] U |1, +o0].
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D’ou f est prolongeable continiment en 1.
— Comme « € | — 1,1], il existe ¢ € | — 1, o[, donc
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avec t —» tEE intégrable en 0 car —e < 1, d’ou f intégrable au voisinage de 0.

— Comme 1 —a € ]0,2[, il existe § € |0,1 — af, donc
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~ a—2 — pa—2+6(1—6 - — a—2+6) _
f(t) e t*Eln(t) =t (t~°In(t)) L= o(t )=o0 <—t°‘+25)
avec t —» t,aﬁ intégrable au voisinage de +00 car —a+2 — 4§ > 1.
Ainsi la fonction continue f est intégrable sur |0, +00, d’ott I est une intégrale convergente.
Etape 2 : Se ramener au théoréme des résidus

On considére Log une détermination du logarithme complexe sur U = C\iR_, z* = exp(aLog(z))
et
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Alors f est une fonction méromorphe sur U dont les singularités sont 0, —1, 1 avec des pdles
simples en 1 et —1.

On considére le chemin contin fermé ~ parcourant le demi-cercle de rayon R et de centre 0
et coutournant —1,0, 1 par des demi-cercles de rayon r (faire un dessin).

Donc f est holomorphe sur un ouvert contenant I'image de ce chemin, d’ou, d’aprés le

théoréme des résidus
/ f(z)dz=0
¥

Etape 3 : Calcul des différentes intégrales apparaissant avec Yo g, Vo pour a € {0,1, —1}
Premiérement
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Or par inégalité triangulaire gauche on a

/ f(Teit)ireitdt‘ =
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e € 0,7, [P — 1) 2 [ - 1] = | — 1
et
vt € [0, 7], |Log(re™)| = |In(|re™|) + iArg(re™)| = |In(r) +it| < |In(r)] +t < |In(r)| + 7

D’ot, comme o > —1,
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De méme, comme o < 1
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Puis, comme 1 et —1 sont des poles simples de f,
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fres(f, 1) = lim (=0 D (2) = Him == = e = T T

Lemme. Soit o, 8 € [0,27],a € U,R € R%,r € |0,R[, v : t € [a, 8] — a + re" et
f € H(D(a, R)\{a}) tel que a soit un poéle simple ou un singularité effagable de f, alors
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Démonstration.
On considére la partie principale de f :

g D(a,R)\{a} — C
. PRRTEN f(Z) __ Res(f,a)

zZ—a

Alors, par hypotheése, g est holomorphe sur D(a, R).

Donc d
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[yr f(z)dz = /% g(2)dz + Res(f,a) /% P

avec, par principe du maximum,
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et

Donc

Par conséquent
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f(2)dz — imrRes(f,1) =0 et / f(2)dz — irRes(f,—1) =
r— . r—
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Etape 3 : Passer a la limite
Ainsi, en faisant tendre r vers 0 et R vers +oo dans 1’égalité obtenue par le théoréme des
résidus et en faisant attention dans quels sens sont parcourus les chemins, on obtient

+00 af, o, 2
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Or pour z € R* | Log(x) = In(—x) + i et % = edn(-o)Faim — (_gyaeime donc
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Ainsi
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D’ot, en prenant la partie réelle on obtient

2 2 w2 2

1

~ 2Re(em™ +1)  9p, (e*”Ta <e*”7a + e”Ta»  4Re (e*”Tacos (0‘2—”)) 4cos (%)2



