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Théoréme. Soit n € N*, alors le polynéme cyclotomique

b = f[ (X—e%> € Z[X]

kAn=1
est irréductible dans Z[X].

Démonstration.
Etape 1 : Egalité des polynémes minimaux de z et 2P
Soit z € u’(C) et p € P tel que p ne divise pas n, alors zP € u’(C) car

2ikm \ P 2ikpm
szen = e n

avec kAn=1etpAn=1,donc kp An=1.
Soit (F,G) € Q[X]? polynémes minimaux de z et 27 sur Q.
Or Z[X] est factoriel et ¢,, € Z[X], donc il existe P; € Z[X] irréducitbles tel que

b = PO PO

Or ¢,, est unitaire, donc les P; peuvent également étre choisis unitaires.
Comme z et 2P sont racines de ¢,, donc il existe (i, ) € [1,r] tel que

Bi(2) =0, P(2") =0
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avec P; et P; irréductibles unitaires dans Z[X| donc dans Q[X], donc
F =P eZX],G =P € Z|X]

On suppose par 'absurde que F' # G, alors par irréductibilité F'A G = 1.
De plus dans Z[X], F,G | ¢y, donc, dans Z[X|, FG | ¢,.
Par ailleurs G(2?) = 0, donc dans Q[X|, F' | G(XP) ie il existe H € Q[X] tel que

FH =G(X?)
On écrit H = §H' avec H' € Z[X] tel que ¢(H') =1 et (a,b) € Z x Z*.

Donc

aFH' = bG(XP)
Or par lemme de Gauss sur Z[X]|

b=c(b)c(G(XP)) = c(bG(XP)) = c(aFH') = ac(F)e(H') = a

D’ou dans Z[X], F' | G(X?) et H € Z[X].
On écrit G = a, X" + ... + ag, donc

G(X?)=a, X"+ ..+ ag

D’ou dans F,[X] grace au morphisme de Frobenius,

GXP) =@ X" + ..+ = G X" + ... +@" = (G X" +..a) =G

Soit ¢ facteur irréductible de F sur F,,.

Or S
G'=G(Xr)=FH=FH

D’ou par le lemme d’Euclide ¢ | G. -

Or dans Z[X|, F'G | ¢y, donc dans F,[X], FG | ¢,,, dou

902 ’ E = an,Fp

Ainsi dans un corps de décomposition de ¢,, sur [, ¢,, a une racine double ce qui est absurde
car (X" — 1) =nX""1t#0et nAp=11ie X" — 1 sans racine double dans F,.
Par conséquent

F=d

Etape 2 : Egalité des polynomes minimaux de tous les z € p*(C)

Soit 2’ une racine primitive n-iéme de 'unité, alors 2/ = 2™, avec m = pi*...p%" et p; ne
divisant pas n pour tout i € [1,7].

Alors z et zP* ont méme polynéme minimal d’aprés ce qui précéde car p; ne divise pas n.
Or 2P est également une racine n-iéme primitive de I'unité donc zP' et (2P1)Pr = 2P ont
méme polyndéme minimal. Ainsi z et 2P! ont méme polynéme minimal.

Par conséquent, par itérations successives, z et 21" ont méme polyndéme minimal.

De méme 2”1 est une racine n-iéme primitive de 'unité et ps ne divise pas n, donc d’aprés
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ce qui précede i et (zi”tln)f"g2 ont méme polyndéme minimal. Ainsi z et 2P1'P2* ont méme
polynéme minimal.

Par conséquent, par itérations successives, z et 2/ = 2™ = 2P ont méme polyndéme
minimal.

Etape 3 : Conclusion

En particulier F'(z') = 0, donc F' admet toutes les racines n-iéme primitives de 'unité, d’ou

deg(F) = ¢(n)

Or F | ¢y, d'ott
F=¢,

En particulier ¢,, est irréductible sur QQ, donc sur Z car unitaire. O

Proposition. (S’il reste du temps) Soit n € N*, alors le polynome cyclotomique ¢, est
unitaire & coefficients dans Z.

Démonstration.
On raisonne par récurrence sur n € N* :
— Pour n =1, 0on a ¢ =X — 1 € Z[X] unitaire.

n—1
— On suppose la propriété vraie pour tout d € [1,n — 1], alors P := [[ ¢4 € Z[X]
FT
unitaire.
On effectue la division euclidienne de X™ — 1 par P unitaire (en particulier de coefhi-
cient dominant inversible) dans Z[X] : il existe (Q, R) € Z[X]? tel que

X" —1=PQ+ R et deg(R) < deg(P)

Ainsi @) est unitaire.
Or dans C[X] on a X" — 1 = ¢, P, donc

P(¢n_Q):R

Or deg(R) < deg(P), d'ou ¢, = Q € Z[X] unitaire.
[

Proposition. (S’il reste encore du temps) Soit n € N*, alors X" —1 = ﬁ ¢4, ainsi deg(¢y,) =
¥
p(n).
Démonstration. .
On a I’égalité ensembliste p,(C) = | | 1(C) car pour tout racine n-iéme de I'unité, son ordre
d=1

d|n
divise n.
Donc

xt-1= [ &-2=I [T &-2=Is
d=1

2€p,(C) d=12€%(C)

| din



