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Théorême. L’application exp :Mn(K) −→ GLn(K) est différentiable en 0 et

dexp(0) = idMn(K)

De plus exp est différentiable sur Mn(K) et

∀A,H ∈Mn(K), dexp(A)(H) =
+∞∑
k=1

1

k!

 ∑
0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAj


Démonstration.
Etape 1 : Différentielle de exp en 0
Soit H ∈Mn(K), alors

exp(0 +H) = exp(H) =
+∞∑
k=0

Hk

k!
= In +H +

+∞∑
k=2

Hk

k!

Avec In = exp(O) et [H 7−→ H] = idMn(K) linéaire sur Mn(K).
De plus, pour une norme matricielle sur Mn(K), on a∥∥∥∥∥

+∞∑
k=2

Hk

k!

∥∥∥∥∥ ≤
+∞∑
k=2

∥∥Hk
∥∥

k!
≤

+∞∑
k=2

‖H‖k

k!
= e‖H‖ − ‖H‖ − 1

Puis par développement limité de l’exponentielle réelle et en manipulant des o matriciels, on
obtient que

+∞∑
k=2

Hk

k!
=

‖H‖→0
o(‖H‖)
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Par conséquent exp est différentiable en 0 et

dexp(0) = idMn(K)

Etape 2 : Différentiabilité en tout point
Pour tout A ∈Mn(K), on a

exp(A) =
+∞∑
k=0

Ak

k!

L’idée est d’étudier les fonctions sous le signe somme, on considère donc les fonctions de
classe C1, pour k ∈ N,

φk :
Mn(K) 7−→ Mn(K)

A 7−→ Ak

k!

, ϕk :
Mn(K) 7−→ Mn(K)

A 7−→ Ak

Soit A ∈Mn(K), calculons sa différentielle en A.
On montre par récurrence sur k ∈ N∗ la propriété

P(k) : ϕk(A+H) =
‖H‖→0

Ak +
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAj + o(‖H‖)

— Pour k = 1 on a directement

ϕ1(A+H) = A+H =
‖H‖→0

A+H + o(‖H‖)

— On suppose le résultat vrai au rang k ∈ N∗, alors

∀H ∈Mn(K), (A+H)k+1 = (A+H)k(A+H) = ϕk(A+H)(A+H)

Donc par hypothèse de récurrence

(A+H)k+1 =
‖H‖→0

Ak +
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAj + o(‖H‖)

 (A+H)

= Ak+1 + AkH +
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAj+1 +
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAjH + o(‖H‖)

= Ak+1 + AkHA0 +
∑

0≤i≤k−1,1≤j≤k
i+j=k

AiHAj +
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAjH + o(‖H‖)

= Ak+1 +
∑

0≤i,j≤k
i+j=k

AiHAj +
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAjH + o(‖H‖)

avec, comme R est un anneau commutatif,∥∥∥∥∥∥∥
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAjH

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

∥∥AiHAjH
∥∥ ≤ ∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

‖A‖i+j ‖H‖2 = ‖H‖2 k ‖A‖k−1
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Ainsi ∑
0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAjH =
‖H‖→0

o(‖H‖)

Finalement on a bien

P(k + 1) : ϕk+1(A+H) =
‖H‖→0

Ak+1 +
∑

0≤i,j≤k
i+j=k

AiHAj + o(‖H‖)

Ce qui achève la récurrence.
Par conséquent ϕk est différentiable de différentielle, pour k ≥ 1, est A est donnée par

∀H ∈Mn(K), dϕk(A)(H) =
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAj

Et, comme ϕ0 = In constante, dϕ0(A) = 0.
Ainsi

∀H ∈Mn(K), ‖dϕk(A)(H)‖ ≤
∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

∥∥AiHAj
∥∥ ≤ ∑

0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

‖A‖i+j ‖H‖ = k ‖A‖k−1 ‖H‖

Donc dϕk(A) est continue (automatique car linéaire en dimension finie) et sa norme d’opé-
rateur est

‖dϕk(A)‖ ≤ k ‖A‖k−1

Par conséquent φ est également différentiable en A et sa différentielle vérifie

‖dφk(A)‖ =
‖dϕk(A)‖

k!
≤ ‖A‖

k−1

(k − 1)!

Ainsi la série d’applications linéaires
∑
dφk de Mn(K) dans L(Mn(K)) est normalement

convergente sur tout compact de Mn(K), donc uniformément convergente sur tout compact
de Mn(K).
Or L(Mn(K)) est un espace vectoriel de dimension finie, donc est de Banach.
Ainsi la fonction somme exp =

∑
φk est de classe C1 sur Mn(K) et

∀A ∈Mn(K), ∀H ∈Mn(K), dexp(A)(H) =
+∞∑
k=1

1

k!

 ∑
0≤i,j≤k−1
i+j=k−1

AiHAj
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