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P
Proposition. Soit v € End(E) de polynéme annulateur scindé P = [[ (X — A\p)™ € K[X]
k=1

p
et Vk € [1,p], Nk := ker((u — \idg)™), alors E = @ Ny et pour tout k € [1,p], le
k=1

P
projecteur sur Nj parallélement a @ N; est un polynéme en w.
j=1
ik

Démonstration. )
Etape 1 : E = @ Ny
k=1
D’aprés le lemme des noyaux, comme les (X — A\;)™ sont premiers entre eux deux a deux,
on a bien

E = ker(0) = ker(P(u)) = ker (err((u - Aksz)mk)) = @Pker((u—Avide)™) = EON

k=1 k=1

Etape 2 : Construction des projecteurs

p

Pour k € [1,p], on considére Q = [[(X — X;)™, alors les @)y sont premiers dans leur
=1
Tk

ensemble, d’ot, d’apreés l'identité de Bézout, il existe Uy, ..., U, € K[X] tel que

UQ1+ ..+ U,Q, =1

1
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D’ou
Ur(w)Q1(u) + ... + Up(u)@Qr(u) = idg
Puis pour k € [1,p], on considére Ry = UpQf et pp = Ri(u) € K[u] C End(FE).

Ainsi
p
Zpk =idg
k=1
Or Y(k,j) € [1,p]* k # j = P | Q;Q;, dou
V(k,j) € [Lp]% i # j = prop; = (QrQ;)(w) o (UpU;)(u) =0
Ainsi

P
Vk € [L,p],pr = idgopr = > pjopr =0+ p; +0
j=1
Par conséquent les p; sont des projecteurs.
Etape 3 : Im(pg) = Ni
Soit k € [1,p] et y = pr(x) € Im(pg).
Alors

(X =)™ () (y) = (X =)™ (Bi(u)) () = (X = A)™ QU (u) () = Ug(u)o P(u)(z) = 0

D’ou Im(py) C Np.
Réciproquement pour x € N, on a, d’aprés ce qui précéde x = py(x) + ...py(z).
Or Vj € [1,p]\{k}, (X — A)™ | Q; | R;, donc

=04+ ...+0+pe(z) + 0+ ...+ 0=pr(x) € Im(pg)

Ce qui montrer que Ny C Im(py).
Par conséquent I'm(py) = Ny.

p
Etape 4 : ker(py) = @N;
j=1

ik
Soit k € [[1,p], alors pour j € [1,p]\{k}, (X — X;)™ | Qk, d’ou

Vo € Nj,pp(x) = Uk(u) o Qr(u)(z) =0

p
ie N; C Ker(py), dou @N; C ker(py).
s
p p p
Réciproquement, soit x € ker(py), alors z = > p;(z) = Y p;(z), dot x € PN;.
AT =
p
Par conséquent ker(py) = @N;.
=1

i
Etape 5 : Conclusion

p
Par conséquent pj est le projecteur sur NN, parallélement & @ N, et est un polynéme en u
=1
o
par construction. 0



Théoréme. Soit u € End(FE) tel que x,, soit scindé sur K, alors il existe un unique couple
(d,n) € (End(FE))? tel que d soit diagonalisable, n soit nilpotente, u = d + n et dn = nd, de
plus d,n € K[u]

Démonstration.

Etape 1 : Existence
p

Comme Y, est scindé, on peut écrire x, = [] (X — Ag)"*. On applique alors la proposition
k=1

précédente avec P = x, annulateur de u d’apreés le théoréeme de Cayley-Hamilton.

p
Ainsi les p, = Ry(u) sont les projecteurs sur N; paralléelement & @ N;.
=1
i
On pose

p P
d= Z)\kpk,n =u—d= Z(u — M\ldg) o py
k=1 k=1
Ainsi d est diagonalisable car les p; sont des polynémes en u, donc commutent entre eux, et
ils sont diagonalisables car annulés par X? — X = X (X — 1) scindé¢ a racines simples, ainsi
les pi sont codiagonalisables ce qui diagonalise d.
De plus par récurrence sur ¢ € N* on a

p

ni = Z(u — )\ksz)qpk

k=1

En effet D'initialisation est immeédiate et la récurrence vient du fait que les p; sont des
polynémes en u et ppop; =0si k # j,

p
ndtt = Z (u— Agidg)? o (u— Njidg) opr o p; = Z(u — \eidg) T py
1<k,j<p k=1

En particulier pour ¢ = max (my), on a
1<k<p

Vk € [1,p], xu | (X = Xe)?Qk | (X — M) UkQr = (X — Ai) Ry,

D’ou
(u = Awidg)'pr, = ((X = Ap)?Ri)(u) =0

Ainsi n? = 0, ie n est nilpotent.

Finalement on a bien d et n des polynémes en u, en particulier d et n commutent.

Etape 2 : Unicité

Soit (d',n’) un autre couple vérifiant le théoréme.

Alors d’ et n’ commutent avec d’ + n’ = u, donc avec d et n qui sont des polynémes en f.
En particulier d et d’ sont codiagonalisables, d’oit d — d’ = n’ — n est diagonalisable.

De plus d — d' = n’ — n est nilpotente, on en déduit donc d = d',n =n'. H




