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Proposition. Soit u ∈ End(E) de polynôme annulateur scindé P =
p∏

k=1

(X −λk)mk ∈ K[X]

et ∀k ∈ J1, pK, Nk := ker((u − λkidE)
mk), alors E =

p⊕
k=1

Nk et pour tout k ∈ J1, pK, le

projecteur sur Nk parallèlement à
p⊕

j=1
j 6=k

Nj est un polynôme en u.

Démonstration.
Etape 1 : E =

p⊕
k=1

Nk

D’après le lemme des noyaux, comme les (X − λk)mk sont premiers entre eux deux à deux,
on a bien

E = ker(0) = ker(P (u)) = ker

(
p∏

k=1

ker((u− λkidE)mk)

)
=

p⊕
k=1

ker((u−λkidE)mk) =

p⊕
k=1

Nk

Etape 2 : Construction des projecteurs

Pour k ∈ J1, pK, on considère Qk =
p∏

j=1
j 6=k

(X − λj)
mj , alors les Qk sont premiers dans leur

ensemble, d’où, d’après l’identité de Bézout, il existe U1, ..., Up ∈ K[X] tel que

U1Q1 + ...+ UpQp = 1
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D’où
U1(u)Q1(u) + ...+ Ur(u)Qr(u) = idE

Puis pour k ∈ J1, pK, on considère Rk = UkQk et pk = Rk(u) ∈ K[u] ⊂ End(E).
Ainsi

p∑
k=1

pk = idE

Or ∀(k, j) ∈ J1, pK2, k 6= j ⇒ P | QiQj, d’où

∀(k, j) ∈ J1, pK2, i 6= j ⇒ pk ◦ pj = (QkQj)(u) ◦ (UkUj)(u) = 0

Ainsi

∀k ∈ J1, pK, pk = idE ◦ pk =
p∑

j=1

pj ◦ pk = 0 + p2k + 0

Par conséquent les pi sont des projecteurs.
Etape 3 : Im(pk) = Nk

Soit k ∈ J1, pK et y = pk(x) ∈ Im(pk).
Alors

(X−λk)mk(u)(y) = (X−λk)mk(Rk(u))(x) = ((X−λk)mkQkUk)(u)(x) = Uk(u)◦P (u)(x) = 0

D’où Im(pk) ⊂ Nk.
Réciproquement pour x ∈ Nk, on a, d’après ce qui précède x = p1(x) + ...pp(x).
Or ∀j ∈ J1, pK\{k}, (X − λk)mk | Qj | Rj, donc

x = 0 + ...+ 0 + pk(x) + 0 + ...+ 0 = pk(x) ∈ Im(pk)

Ce qui montrer que Nk ⊂ Im(pk).
Par conséquent Im(pk) = Nk.

Etape 4 : ker(pk) =
p⊕

j=1
j 6=k

Nj

Soit k ∈ J1, pK, alors pour j ∈ J1, pK\{k}, (X − λj)mj | Qk, d’où

∀x ∈ Nj, pk(x) = Uk(u) ◦Qk(u)(x) = 0

ie Nj ⊂ Ker(pk), d’où
p⊕

j=1
j 6=k

Nj ⊂ ker(pk).

Réciproquement, soit x ∈ ker(pk), alors x =
p∑

j=1

pj(x) =
p∑

j=1
j 6=k

pj(x), d’où x ∈
p⊕

j=1
j 6=k

Nj.

Par conséquent ker(pk) =
p⊕

j=1
j 6=j

Nj.

Etape 5 : Conclusion

Par conséquent pk est le projecteur sur Nk parallèlement à
p⊕

j=1
k 6=j

Nj, et est un polynôme en u

par construction.
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Théorême. Soit u ∈ End(E) tel que χu soit scindé sur K, alors il existe un unique couple
(d, n) ∈ (End(E))2 tel que d soit diagonalisable, n soit nilpotente, u = d+ n et dn = nd, de
plus d, n ∈ K[u]

Démonstration.
Etape 1 : Existence

Comme χu est scindé, on peut écrire χu =
p∏

k=1

(X − λk)mk . On applique alors la proposition

précédente avec P = χu annulateur de u d’après le théorème de Cayley-Hamilton.

Ainsi les pk = Rk(u) sont les projecteurs sur Ni parallèlement à
p⊕

j=1
i 6=j

Nj.

On pose

d =

p∑
k=1

λkpk, n = u− d =

p∑
k=1

(u− λkidE) ◦ pk

Ainsi d est diagonalisable car les pk sont des polynômes en u, donc commutent entre eux, et
ils sont diagonalisables car annulés par X2 −X = X(X − 1) scindé à racines simples, ainsi
les pk sont codiagonalisables ce qui diagonalise d.
De plus par récurrence sur q ∈ N∗ on a

nq =

p∑
k=1

(u− λkidE)qpk

En effet l’initialisation est immédiate et la récurrence vient du fait que les pk sont des
polynômes en u et pk ◦ pj = 0 si k 6= j,

nq+1 =
∑

1≤k,j≤p

(u− λkidE)q ◦ (u− λjidE) ◦ pk ◦ pj =
p∑

k=1

(u− λkidE)q+1pk

En particulier pour q = max
1≤k≤p

(mk), on a

∀k ∈ J1, pK, χu | (X − λk)qQk | (X − λk)qUkQk = (X − λk)qRk

D’où
(u− λkidE)qpk = ((X − λk)qRk)(u) = 0

Ainsi nq = 0, ie n est nilpotent.
Finalement on a bien d et n des polynômes en u, en particulier d et n commutent.
Etape 2 : Unicité
Soit (d′, n′) un autre couple vérifiant le théorème.
Alors d′ et n′ commutent avec d′ + n′ = u, donc avec d et n qui sont des polynômes en f .
En particulier d et d′ sont codiagonalisables, d’où d− d′ = n′ − n est diagonalisable.
De plus d− d′ = n′ − n est nilpotente, on en déduit donc d = d′, n = n′.
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