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Lemme. Soit n € N*, alors l'espace dual de M,(R) est

(Mn(R))" = {tr(A x idy,®), A € Ma(R)}
Démonstration. On considére 'application

o MR — (My(R))
' A — tT(AXidMn(R))

Bien définie et linéaire par linéarité de la trace.
Soit A € M, (R) tel que

VM € M,(R),tr(AM) = p(A)(M) =0

En particulier,
v<27j) € [[Ln]]Qa 0= tT(AEiJ) = Aj,i

D’ott A = 0 ce qui montre que ¢ est injective.
D’ou, par égalité des dimensions, ¢ est un isomorphisme, en particulier surjectif, donc

VQO c (MH(R»/, E|A € Mn(R), Y = t'f’(A X ZdMn(R))

Lemme. Soit C' un convexe fermé non vide de M,(R) et M € M, (R) tel que

Vi € (Mn(R))', o(M) < JSVZZC{(SO(N))

Alors M € C.
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Démonstration. On suppose par 'absurde que M ¢ C.
Alors, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach version géométrique,

sup(p(N)) < (M)
NeC
Ce qui est absurde.

Par conséquent M € C. O

Théoréme. Soit n € N*, alors I'enveloppe convexe de O,(R) est la boule unité fermé pour
la norme ||-|,, ie

COTH}(OH(R)) = E”'H2<07 1)

Démonstration.
Etape 1 : Premiére inclusion

On a B := Bj,(0,1) C M,(R) convexe car

V(M,N) € B2 VA € [0, 1], [(1 = MM + ANy < (1= A) [ Ml + AN, < T— A+ A=1

De plus
VM € On(R), |M|ly = sup ([[Mz) = sup (|lz[l,) =1
TER™ zER™
llea=1 2 =1
D’ou O,(R) C B.
Donc, par définition de ’enveloppe convexe,

Conv(O,(R)) C B

Etape 2 : Seconde inclusion
Soit M € B.
Soit ¢ € (M,(R))’, alors, d’aprés le premier lemme, il existe A € M,,(R) tel que

VN € M,(R), p(N) = tr(AN)
Or, par décomposition polaire de A, il existe (O, S) € O,(R) x S (R) tel que
A=0S

Or S est orthodiagonalisable, donc il existe une base orthonormée (e;)1<;<, de R" composée
de vecteurs propres de S, ie pour tout ¢ € [1,n], Se; = \je; avec \; € R, car S positive.
Donc

p(O7Y) = tr(A0™) = tr(0SO™") = tr(S) = > Ni=> Nlleill, = Y [eill, = > 1Seill,
i=1 i=1 t’;’ i=1 i=1

Or on a également, en notant (b;)1<i<, la base canonique de R" et P la matrice de passage
de (e;)1<i<n & (bi)1<i<n (orthogonale car e et b sont deux bases orthonormales),

tr(AM) = tr(MA) = tr('PMAP) = > (‘PMAP); =Y 'W.PMAPb; = > '("Me;) Ae;

i=1 =1 i=1



p(M) = tr(AM) = (‘Me;, Ae;) =Y ('Me;, 0Se;)

i=1 i=1
Puis, par inégalité de Cauchy-Schwarz, comme O orthogonale et M € B,

M) < tM €; @]
w( )_;H <1H2||1||2|| |

o 1Seill, <) lISeill, = 907
1=1

1

La derniéere égalité étant justifiée par un calcul précédent, d’ou

e(M) <O < sup (p(N)<  sup  (p(N))
NeO,(R) NeConv(0On(R))

Or O,(R) est fermé comme image réciproque de {I,} fermé par lapplication continue
A e M,(R) — 'AA € M,(R) et borné car les vecteurs colonnes de A € O, (R) sont
de norme 1 donc les coefficients de A sont bornées par 1.

D’ot, comme M, (R) est de dimension finie, O, (R) est compacte.

Sous-étape : L’enveloppe convexe d’un compact est un compact en dimension finie (4 ne pas
détailler)

Soit (O,)pen € Conv(O,(R))N.

Par théoréeme de Carathéodory dans M, (R) de dimension n?, pour tout p € N, il existe
Ap1s oy Apm2 a1 € Rf“ et Op1, ..., Op 21 € On(R) tels que

n241 n2+1
Op = Z)\IJ,kOp,k et Z)\p’k =1
k=1 k=1

Or les suites (Opx)pen €6 (Apr)pen, pour k € [1,n? + 1], sont dans des compactes, respecti-
vement O, (R) et [0, 1].

Ainsi, par extractions successives, on construit ¢ : N — N strictement croissante, O, €
On(R) et Ao € [0,1], pour k € [1,n? + 1], tels que, pour tout k € [1,n* + 1],

Oy (p).k p_>_+>oo Oco i €6 Ap(p) & p_>—+>oo Ao k

n2+1 n2+1
Ainsi, en passant a la limite dans Oy = D Ap) kOpp) e €6 D App),e = 1, on obtient
k=1 k=1

n2+1 n2+1
O — Moo 1O et A =1
»(p) P oo £ 00,k 00k ; 00,k

D’ott (Oy(p))pen converge vers un élément de Conv(O,(R)).
Par conséquent Conv(O,,(R)) est compact, en particulier fermé.
On peut donc appliquer le second lemme, M € Conv(O,(R)) ce qui montre que

B C Conv(0,(R))



