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Lemme. Le noyau de Féjer KN = D0+...+DN−1

N
vérifie :

1. KN =
N∑

n=−N

(
1− |n|

N

)
en

2. KN(x) =
1
N

(
sin(Nx2 )
sin(x2 )

)2

≥ 0

3. ‖KN‖1 = 1

4. Soit f ∈ L1
2π(R,C) et σN(f) =

S0(f)+...SN−1(f)

N
moyenne de Cesàro des Sn(f), alors

σN(f) = f ∗KN =
N∑

n=−N

(
1− |n|

N

)
cn(f)en

Démonstration.
1. Par définition on a

NKN =
N−1∑
j=0

Dj =
N−1∑
j=0

∑
|n|≤j

en

 =
∑

|n|≤N−1

(N − |n|)en =
∑
|n|≤N

(N − |n|)en

La pénultième égalité étant justifié par une inversion entre deux sommes finies.

2. Comme DN(x) =
sin((N+ 1

2)x)
sin(x2 )

, on a
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x
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)
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3. Comme KN positif et d’après 1, on a

‖KN‖1 =
1

2π

∫ π

−π
Kn(t)dt =

∑
|n|≤N

(
1− |n|

N

)
1

2π

∫ π

−π
en(t)dt = 1

4. Or

NσN(f) =
N−1∑
n=0

Sn(f) =
N−1∑
n=0

f ∗Dn = f ∗
N−1∑
n=0

Dn = f ∗NKN

Donc, d’après 1,

σN(f) = f ∗KN =
N∑

n=−N

(
1− |n|

N

)
cn(f)en

Théorême. Soit f ∈ C2π(R,C) alors

∀N ∈ N, ‖σN(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞

Et
σN(f)

‖·‖∞−→
N→+∞

f

Démonstration.
D’après le lemme précédent,

‖σN(f)‖∞ = ‖f ∗KN‖∞ ≤ ‖f‖∞ ‖KN‖1 = ‖f‖∞

Soit δ ∈ ]0, π], ω(δ) = sup(|f(u)− f(v)|, (u, v) ∈ R2, |u− v| ≤ δ) le module de continuité de
f , et x ∈ R, alors, d’après le lemme précédent,

f(x)− σN(f)(x) = f(x)− f ∗KN(x) =
1

2π

∫ π

−π
(f(x)− f(x− t))KN(t)dt

D’où
|f(x)− σN(f)(x)| ≤ 1

2π

∫ π
−π

∫
|t|≤δ |f(x)− f(x− t)|KN(t)dt

+ 1
2π

∫
δ<t≤π |f(x)− f(x− t)|KN(t)dt

≤ ω(δ)
2π

∫
|t|≤δKN(t)dt+ 2 ‖f‖∞

∫
δ<t≤πKN(t)dt

≤ ω(δ) +
2‖f‖∞

Nsin( δ2)
2

Donc
‖f − σN(f)‖∞ ≤ ω(δ) +

2 ‖f‖∞
Nsin

(
δ
2

)2
D’où, par continuité uniforme de f , (car continue et 2π-périodique) et comme 1

N
−→

N→+∞
0,

σN(f)
‖·‖∞−→

N→+∞
f

2



Théorême. Soit p ∈ [1,+∞[ et f ∈ Lp2π(R,C) alors

∀N ∈ N, ‖σN(f)‖p ≤ ‖f‖p

Et
σN(f)

‖·‖p−→
N→+∞

f

Démonstration.
D’après l’inégalité de Hölder appliqué à la mesure 1

2π
KN(t)dt de masse 1,

|σN(f)(x)|p =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π
f(x− t)× 1KN(t)dt

∣∣∣∣p ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(x− t)|pKN(t)dt

Donc par théorème de Fubini-Tonelli,

‖σN(f)‖pp ≤
1

4π2

∫ π

−π

(∫ π

−π
|f(x− t)|pdx

)
KN(t)dt = ‖KN‖1 ‖f‖

p
p = ‖f‖

p
p

Le même calcul donne

‖f − σN(f)‖pp ≤
1

2π

∫ π

−π
KN(t)g(−t)dt = σN(g)(0)

avec g(t) = ‖f − τtf‖pp.
Or g ∈ C2π(R,C), donc, d’après le théorème précédent,

σN(g)(0) −→
n→+∞

g(0) = 0

D’où
σN(f)

‖·‖p−→
N→+∞

f
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