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Théorème. La fonction Γ se prolonge, de manière unique, en une fonction holomorphe sur

Ω = R∗+ + iR = {z ∈ C, Re(z) > 0}

Démonstration. On considère

Γ :
Ω −→ C
z 7−→

∫ +∞
0

e−xe(z−1)ln(x)dx

Montrons que Γ ainsi définie est un prolongment holomorphe de Γ :
— Pour tout t ∈ R∗+, on a

Γ(t) =

∫ +∞

0

e−xe(t−1)ln(x)dx =

∫ +∞

0

e−xxt−1dx = Γ(t)

— Appliquons le théorème d’holomorphie à la fonction

f :
Ω × ]0,+∞[ −→ C

(z, x) 7−→ e−xe(z−1)ln(x)

— Pour tout z ∈ Ω, f(z, ·) est intégrable sur ]0,+∞[ par croissance comparée.
— Pour tout x ∈ ]0,+∞[, f(·, x) holomorphe sur Ω car la fonction exponentielle l’est.
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— Soit K un compact de Ω, alors il existe ε,M ∈ R∗+ tel que

∀z ∈ K, ε ≤ Re(z) ≤M

Donc

∀z ∈ K, ∀x ∈ ]0,+∞[, |f(z, x)| = e−xe(Re(z)−1)ln(x) ≤
{

1× e(ε−1)ln(x) si x ≤ 1
e−xe(M−1)ln(x) si x > 1

On considère donc

g :
]0,+∞[ −→ R+

x 7−→
{

xε−1 si x ≤ 1
e−xxM−1 si x > 1

Ainsi
∀z ∈ K, |f(z, ·)| ≤ g

Et g est intégrable sur ]0,+∞[ car intégrable sur ]0, 1] et sur ]1,+∞[.
Ainsi, par théorème d’holomorphie sous le signe intégrale, Γ =

∫ +∞
0

f(·, x)dx est
holomorphe sur Ω.

Par conséquent Γ est un prolongement holomorphe de Γ sur Ω, et est unique par principe
des zéros isolés.

Théorème. La fonction Γ se prolonge en une unique fonction méromorphe sur C dont les
singularités sont des pôles simples en les −n pour n ∈ N.

Démonstration. Soit t ∈ R∗+, alors par intégration par parties

Γ(t + 1) =

∫ +∞

0

xte−xdx =
[
−xte−x

]+∞
0
−
∫ +∞

0

txt−1(−e−x)dx = 0− 0 + tΓ(t)

Ainsi z 7−→ Γ(z + 1) et z 7−→ zΓ(z) coïncident sur R∗+ admettant un point d’accumulation,
d’où, par principe des zéros isolés,

∀z ∈ Ω,Γ(z + 1) = zΓ(z)

D’où, par récurrence,
∀n ∈ N,Γ(z + n) = (z + n− 1)...zΓ(z)

On considère donc pour n ∈ N,

Ωn = {z ∈ C, Re(z) > −n}\J−(n− 1), 0K

Et

Γn :
Ωn −→ C
z 7−→ Γ(z+n)

(z+n−1)...z

Alors, d’après le calcul précédent, pour tout n ∈ N, Γ et Γn coîncident sur Ω ⊂ Ωn, d’où Γn

est un prolongement holomorphe de Γ sur Ωn.
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En particulier, pour tout (m,n) ∈ N2, Γm et Γn coïncident sur Ωm ∩ Ωn.
De plus

C\Z− =
⋃
n∈N

Ωn

On peut donc consiérer

Γ :
C\Z− −→ C
z ∈ Ωn 7−→ Γn(z), z ∈ Ωn

Ainsi Γ est un prolongement de Γ à C\Z−.
De plus Γ est holomorphe sur C\Z− car pour z ∈ C\Z−, il existe n ∈ N tel que sur un
voinage de z dans Ωn, Γ coïncide avec Γn holomorphe.
Donc Γ est l’unique prolongement holomorphe de Γ à C\Z−.
De plus

∀n ∈ N,∀z ∈ Ωn+1, (n + z)Γ(z) = (n + z)Γn+1(z) =
Γ(z + 1 + n)

(z + n− 1)...z

D’où, en faisant tendre z vers −n, on obtient

∀n ∈ N, (z + n)Γ(z + n) −→
z→−n
z∈Ωn+1

Γ(1)

(−1)...(−n)
=

1

(−1)nn!

D’où pour tout n ∈ N, −n est un pôle d’ordre 1 de Γ.
Ainsi Γ est méromorphe sur C car Z est discret et fermé.

Corollaire. (S’il reste du temps) Soit z ∈ Ω alors

Γ(z) = lim
n→+∞

(
n!nz

z(z + 1)...(z + n)

)
Démonstration. Par théorème de convergence dominée on a

Γ(z) = lim
n→+∞

(∫ n

0

tz−1

(
1− t

n

)n

dt

)
On considère donc pour n ∈ N∗

In =

∫ n

0

tz−1

(
1− t

n

)n

dt

Alors pour n assez grand et par intégrations par parties successives

In =
n

nz

∫ n

0

tz
(

1− t

n

)n−1

dt =
n(n− 1)

n2z(z + 1)

∫ n

0

tz+1

(
1− t

n

)n−2

dt

D’où, en itérant ce procédant,

In =
n(n− 1)...2× 1

nnz(z + 1)...(z + n− 1)

∫ n

0

tz+n−1dt =
n!

nnz(z + 1)...(z + n− 1)

nz+n

z + n
=

n!nz

z(z + 1)...(z + n)
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