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Lemme. Soit (21, ...,z,) € E" famille liée alors G(x, ...,x,) = 0.

Démonstration. .
Il existe (A, ..., An) € C"\{(0,...,0)} tel que 0 = > \jx;.
i—1

J
Ainsi

Vi e [1,n],0 = (x;, Zkﬂfﬁ = ZA_A%%’)

j=1 j=1

Ce qu’on peut écrire vectoriellement
n
0="> N({#s, 2;)h<i<n
j=1
Donc les vecteurs ((l’z, I1>)1Si§n, ey (<.TZ, an))lgign) sont liés.

Par conséquent G (1, ..., x,,) = det((x;, 1)) 1<i<n, s (Ti, Tn))1<i<n) = 0. O

Théoréme. Soit F' sous-espace vectoriel de E de dimension dim(F) = n, (eq,...,e,) une
base de F' et x € E, alors

G(er, ..., en, 1) = d(z, F)*Gley, ..., )

Démonstration. Comme F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F, d(x, F) est
atteint en un unique point 7p(z) € F, ie

d(z, F) = [l — mp(z)


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/152.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/161.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/191.pdf

Avec également

Vi € [1,n], (z,e) = (mp(x), e5) et |z = |lmp(2)|* + ||z — 7p(z)||”
Donc

<61,ZL‘>
Gram(ey,...,en, x) = Gram(es, .., n) (e : o)
(x,e1) ... (x,en) (x,x)

(1, mr())

_ Gram(ey, ..., ep) :
(€n, TR (2))
(mp(),e1) ... (wp(x),en) |lmp(@)|® + llz — 7p(@)|

Ainsi, par linéarité du déterminant selon la derniére colonne,
Gram(ey, ..., en, ) = Geq, ..., e, mp(x))+||x — 7p(2)]|* Gle, ..., ) = 0+d(z, F)?Gley, ..., e,)
avec G(ey,...,en, p(x)) = 0 car la famille (ey, ..., e,, mp(z)) est lice. O

Corollaire. Soit (z1,...,x,) € E", alors :

n
— G(x1y ey 2n) < T Nl
=1

n
— Si E = C" alors |det(xq, ..., xzn)| < T |lz:]]-
i=1
De plus on a égalité si et seulement si (x;)1<;<, orthogonale ou si I'un des vecteurs est nul.

Démonstration.
Etape 1 : Cas ou la famille (z1, ..., z,) est liée
Dans ce cas, d’aprés le lemme précédent, G(zy,...,x,) = 0 et 'inégalité est trivialement
vérifiée, il s’agit méme d’une inégalité stricte si les x; sont non nuls.
Etape 2 : Cas ou la famille (21, ..., z,) est libre
On raisonne par récurrence sur n € N* :
— Pourn =1, on a G(z1) = ||z
— On suppose le résultat vraie au rang n € N*.
Soit (@1, ..., xpy1) € E™ libre.
On considére F' = Vect(zy, ..., x,) de dimension n de base (z1, ..., z,), et 7p(z,41) la
projection orthogonale de x,,; sur F.
On a par caractérisation du projeté orthogonal x, 1 — 7p(zny1) L mp(2,41), donc

2 2 2 2
|Zn1 — Tr(@n) || < |01 — Tr(@n ) |° + |77 (20 ) |7 = |20 ]

avec égalité si et seulement si 7p(2,,1) = 0 ie z,, € F*.
Ainsi, en utilisant le théoréme précédent,

G(xh ">$n+1) = G(l’1, aﬁn) ||xn+1 - 71-F(l‘n-i-l)HQ < G(zla aﬁn) ||£L‘n+1||2
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Donc, par hypothése de récurrence,

n+1

G('Tla ~-->$n+l) < H ”le2

avec égalité si et seulement si (1, ...,2,) est une famille orthogonale par hypothése
de récurrence et si x,1 orthogonale & F', donc si et seulement si (z1, ..., £,.1) est une
famille orthogonale.

Le principe de réucurrence permet de conclure.

Etape 3 : Cas ou £ =C"

En notant N € M,,(C) dont les colonnes sont les z;, on a

Gram(xy,...,x,) ='NN

D’ou
G(x1, ..., 2n) = |det(N)|?

Et d’apres ce qui précéde on a bien
|det(z1, ..., 7)) > = |det(N)|* = G(z1, ..., 2) < H [EAls

Avec égalité si et seulement si (21, ..., x,) est orthogonale ou I'un des vecteurs est nul. [

Remarque. (S’il reste du temps) Soit (x1,...,x,) € E™ tel que G(xy,...,z,) = 0, alors la
famille (z1, ..., x,) est liée.

Démonstration.
Comme G(x1,...,2,) = 0, la famille (((x;, 2;))1<i<n)1<j<n est liée, ie il existe k € [1,n] tel
que ((x;, Tk))1<i<n soit combinaison linéaire des ((z;,%;))1<i<n pour j € [1,n], ie il existe

(/\j)lgjgn c (C”\{(O, ey 0)} tel que

Vi € [1,n], (x;, vx) Z)\ Ti, Tj) <wZ,Z)\_]x]>
j=1

D’ou i
Tk — Z)\_jx] € Vect(zy,...,x,)" N Vect(zy, ..., z,) = {0}
j=1
Donc la famille (x4, ..., x,) est liée. o



