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Théoréme. Soit P € R[X] de degré n et de racines complexes distinctes 1, ..., x; de mul-
tiplicités respectives my, ..., m; et sp = myxk + ..muxk, alors

R* — R
oy — Y sy € QR

0<i,j<n—1

De plus si on note (p,q) = sign(og) alors le nombre de racines de P est t = p+ ¢ et le
nombre de racines réelles distinctes de P est r =p —q.

Démonstration.
Etape 1 : og € Q(R")
Quitte & réindexer on peut supposer zi,...,x, € R,l‘r+17...,xr+th'r ¢ R et Tpptorig =

Er+1,...,.’lft :§m+t2T.
Or, pour j € [[1 r+ ¢ ]] xrjetT; =, = ont méme multiplicité ie m; = m; = , donc

r+45 g
Sk = E m] E m]x + g mjx + g m] E m]x + E my(z; P47
J=r+1 j=r+i5541 j=r+1

Ainsi les s, sont réelles car 5, = s, donc or est un polynéme homogéne de degré 2 a
coefficients dans R, d’ou

or(y) = Z si+j¥iy; € QR")

0<i,j<n—1
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Etape 2 : Ecrire og comme somme de formes linéaires indépendantes au carré
On considére

or(y) = yo + Tkr + xiyz + ...+ $Z_1yn71

Alors ¢ € (C™)*, de plus en notant (e])o<i<n—1 la base duale de la base canonique de C*,

on a pi(e;) = a7, donc

-1
o =€y +Trel + ...+ xy e

Ainsi
1 1 1
Zo T c. Tt
Mat e (@1, ...y ) = : : : € M,.(C)
l,g 1 x?f 1 ill'? 1

avec t < n car un polyndéme de degré n admet au plus n racines distinctes.

On peut extraire de cette matrice une matrice carrée de taille ¢ inversible comme matrice de
Vandermonde associée a une famille d’éléments distincts.

Ainsi (¢4, ..., 1) est une famille de rang ¢ ie libre. ' .

De plus le coefficient de y,y; dans la forme quadratique @2 est aiai sii = j et 22}a) sii # j
car

ee)? = (o + ey + 3y + o+ 2 Yuo) (o + Thyr + T3y + A T Y1)

Yo(Yo + Tuyr + T3ys + oo £ 27 Y1) oo 2 Y1 (Yo + TRy1 + T2y o+ T Y1)
ot Qx};:v;yiyj +..SiTFE]

= ...+ xiiyiyj +...811=]

t
Ainsi le coefficient de y;y; dans la forme quadratique Y myp} est
k=1

t t
E 2myx, ), = E 2myry = 28;4 Si 0 F# j
k=1 k=1

et
t

E METLT, = Sipj SL 1 =]
k=1

Par conséquent on a 1’égalité entre les deux formes quadratiques sur C”

t
_ 2
OR = E mrpy
k=1

Ainsi, comme les ¢, sont indépendants, dans C, on a rg(og) = t et également dans R car le
rang est invariant par extension de corps.
De plus rg(og) = p + ¢, d’ou, par transitivité de la relation d’égalité, le nombre de racines
distinctes de P est

t=p+q



Etape 3 : En déduire le nombre de racines réelles distinctes de P
Or, pour z € C, on a 2% + 2% = 2Re(2)? + 2Im(z)?, ainsi

7‘+— r+t r
oR = mek + > (e +BR) mek +2 Z myRe(pr)” — 2 Z myIm(er,)?
k=1 k=r+1 k=r+1 k=r+1

De plus on a indépendance entre les formes linéaires réelles apparaissant dans cette somme

D1y ooy Oy RE(Qri1)y ooy Re(gpﬂrt%), Im(©rs1)y e Im(gpwt%r).
En effet soit Ay, ..., Av, fra1, ...ur+%,u;+1....,u;+ﬂ € R tels que
2

r4-izr 2 r—l—%
Z/\kSOk: + Y mRe(er) + Y prdm(pr) =0
k=r+1 k=r+1

Ainsi, comme pour z € C, Re(z) = 2, Im(z) = %32, on obtient,

7"+ 2 7"—1— 2
Zkksok + Z 1(pr + P4) Z A =0
k r+1 k r+1
ie
r+ 2 1r+ ;
Z)‘kSOk + = Z —ip)en+ 5 Y (s +ip)B, =0
k r+1 k r+1

avec les @, égaux a des p; pour j > r + 5 car pour ces k 1a on a z, = T; ¢ R.
Donc par liberté des ¢, on obtient

t_
‘v’ke[[l,r]],)\kzo,VkG r+1 T+TI e — i =0

D’ou i ;
t —
‘v’ke[[l,r]],)\kzo,VkE T"‘l,?“—f-TT},Mk:M;C:O

Ce qui montre bien la liberté de la famille.
Par conséquent, par unicité de la signature,

(p, q) gn(o%) +t—7“ t—r t+r t—r
= S1gn\ o; = T =
b, q g R 9 ) 2 9 ) 9

D’ou le nombre de racines réelles distinctes de P est

r=p—gq



