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Lemme. Soit u ∈ End(E) nilpotent d’indice q, alors il existe x ∈ E\{0} tel que uq−1(x) 6= 0,
(x, u(x), ..., uq−1(x)) soit une famille libre et F := V ect(x, u(x), ..., uq−1(x)) soit stable par u.

Démonstration.
Comme uq−1 6= 0, il existe x ∈ E\{0} tel que uq−1(x) 6= 0.
Soit (λ0, ..., λq−1) ∈ Kq tel que

q−1∑
k=0

λku
k(x) = 0

Alors

0 = uq−1

(
q−1∑
k=0

λku
k(x)

)
=

q−1∑
k=0

λku
k+q−1(x) =

2q−2∑
k=q−1

λku
k(x) = λ0u

q−1(x) + 0 + ...+ 0

D’où λ0 = 0, puis par itérations successives, λ0 = ... = λq−1 = 0 ce qui montre que
(x, u(x), ..., uq−1(x)) est libre.
Soit y ∈ F , alors il existe (λ0, ..., λq−1) ∈ Kq tel que

y =

q−1∑
k=0

λku
k(x)

Donc

u(y) =

q−1∑
k=0

λku
k+1(x) =

q∑
k=1

λk−1u
k(x) =

q−1∑
k=1

λk−1u
k(x) + 0 ∈ F

D’où F est u-stable.
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Proposition. Soit u ∈ End(E) nilpotent d’indice q, alors il existe ϕ ∈ E∗ et x ∈ E tel
que F = V ect(x, u(x), ..., uq−1(x)) et G = ⊥H = ⊥V ect(ϕ, (tu)(ϕ), ..., (tu)q−1(ϕ)) soient
u-stables et

E = F ⊕G

Démonstration.
Comme u est nilpotent d’indice q, tu est nilpotent d’indice q, donc d’après le lemme il existe
x ∈ E et ϕ ∈ E∗ tel que

uq−1(x) 6= 0, (tu)q−1(ϕ) 6= 0

avec (x, u(x), ...uq−1(x)) et (ϕ,t u(ϕ), ..., (tu)q−1(ϕ)) libres, F := V ect(x, u(x), ..., uq−1(x)) u-
stable et H := V ect(ϕ,t u(ϕ), ..., (tu)q−1(ϕ)) tu-stable.
Ainsi, en notant G := ⊥H, on a :

— Egalité des dimensions :

dim(G) = dim(E)− dim(H) = dim(E)− q = dim(E)− dim(F )

— G = ⊥H u-stable :

∀y ∈ G,∀ϕ ∈ H,ϕ(u(y)) = tu(ϕ)︸ ︷︷ ︸
∈H

( y︸︷︷︸
∈ ⊥H

) = 0

— F ∩G = {0} : Soit y ∈ F ∩G, alors il existe (λ0, ..., λq−1) ∈ Kq tel que

y =

p−1∑
k=0

λku
k(x) ∈ G

Donc, par u-stabilité de G, uq−1(y) ∈ G, d’où

0 = ϕ(uq−1(y)) =

p−1∑
k=0

λku
k+q−1(x) = λ0 u

q−1(x)︸ ︷︷ ︸
6=0

+0 + ...+ 0

Ainsi λ0 = 0, puis, par itérations successives, λ0 = ... = λq−1 = 0 ie y = 0.
Par conséquent E = F ⊕G avec F et G u-stables.

Théorème. Soit u ∈ End(E) nilpotent d’indice q alors il existe une base b = b1 ∪ ... ∪ br
telle que pour tout i ∈ J1, rK :

— Ei = V ect(bi) soit u-stable

— Ji =Matbi
(
u|Ei

)
=


0 0 0 . . . 0

1 0 0
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . 1 0 0
0 . . . 0 1 0

 ∈Mdim(Ei)(K)

Ainsi
Matb(u) = diag(J1, ..., Jr)
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur dim(E) = n ∈ N∗ :
— Pour n = 1 : Tout endormorphisme est une homothétie donc tout endomorphisme

nilpotent est nul.
— On suppose le résultat vrai pour les espaces vectoriels de dimensions strictement

inférieures à n.
Comme u est nilpotent, avec les notations de la proposition précédente, u|F et u|G
sont nilpotents.
De plus si on considèré b1 = (x, u(x), ..., uq−1(x)) alors

Matb1(u|F ) =


0 0 0 . . . 0

1 0 0
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . 1 0 0
0 . . . 0 1 0


Puis si q = n alors le résultat est vérifié, et si q < n alors dim(G) < n et on peut
appliquer l’hypothèse de récurrence à u|G : il existe une base bG telle que MatbG(u|G)
soit de la forme souhaitée.
Ainsi par u-stabilité de F et G et E = F ⊕G, Matb1∪br(u) est de la forme souhaitée.

Théorème. (S’il reste du temps) Soit u ∈ End(E) tel que χu =
p∏

k=1

(X − λk)αk soit scindé

sur K, alors il existe une base b de E tel que

Matb(u) =


J1 0 . . . 0

0 J2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 Jp

 ∈Mn(K)

Avec

∀k ∈ J1, pK, Jk =


λk 0 0 . . . 0

εk,2 λk 0
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . εk,αk−1 λk 0
0 . . . 0 εk,αk

λk

 ∈Mdim(Ei)(K)

Et
∀k ∈ J1, pK,∀i ∈ Jk + 1, αkK, εk,i ∈ {0, 1}

Démonstration. D’après le lemme des noyaux et le théorème de Cayley-Hamilton, on a

E = ker(0) = ker(χu(u)) =

p⊕
k=1

ker ((λkidE − u)αk) =:

p⊕
k=1

Nk

Comme u est diagonalisable, pour tout k ∈ J1, pK, dim(Nk) = αk.
De plus Nk est u-stable et λkidNk

− u|Nk
est nilpotent d’indice βk.

Par conséquent, dans une base adaptée, on a bien la forme souhaitée.
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Lemme. (S’il reste du temps) Soit u ∈ End(E) nilpotent d’indice q, alors tu ∈ End(E∗) est
nilpotent d’indice q.

Démonstration. On montre par récurrence sur k ∈ N que

∀ϕ ∈ E∗, (tu)k(ϕ) = t(uk)(ϕ)

— Pour k = 0 on a bien ∀ϕ ∈ E∗, idE∗(ϕ) = ϕ = ϕ ◦ idE = tidE(ϕ).
— On suppose le résultat vrai au rang k ∈ N, alors, pour ϕ ∈ E∗,

(tu)k+1(ϕ) = (tu)k(tu(ϕ)) = (tu)k(ϕ◦u) = t(uk)(ϕ◦u) = ϕ◦u◦uk = ϕ◦uk+1 = t(uk+1)

Le théorème de récurrence permet donc de conclure.
Par conséquent

(tu)q = t(uq) = 0

De plus
∀k ∈ J0, q − 1K, (tu)k = t(uk) 6= 0

Car s’il existe k ∈ J0, q − 1K tel que t(uk) = 0 alors

∀ϕ ∈ E∗, ϕ ◦ uk = 0

En particulier si (e1, ..., en) est une base de E alors

∀i ∈ J1, nK, uk(ei) = e∗i ◦ uk = 0

D’où uk = 0 ce qui est absurde.
Par conséquent tu est nilpotent d’indice q.
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