Question de cours. Enoncer la définition de la densité et sa caractérisation séquentielle.

Exercice. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et [’ un sous-espace vectoriel
o
de E. Que peut-on dire de I'intérieur F' de F'?

Exercice. Soit E un espace vectoriel et A, B deux parties de E. On note
A+B={z+y,(z,y) € Ax B}

1. Montrer que si A est ouvert alors A + B est ouvert.

2. Montrer que si A est compact et B fermé alors A + B fermé.

Exercice. Soit (F,d) un espace métrique compact et f : F — E tel que

Va,y € Bz #y = d(f(z), f(y)) < d(z,y)

Montrer que f admet un unique point fixe &« € E et que pour tout xy € F, la suite (,)nen €
EN| définie par x,,1 = f(x,), vérifie
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Question de cours. Enoncer le théoréeme de Weierstrass.

Exercice. Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que 'adhérence de la boule unité
ouverte coincide avec la boule unité fermée.

Exercice. Soit (u,)neny € (K™)N. On dit que (uy,)nen est de Cauchy si
Ve e RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — u,| < €

Montrer que (u,)nen est convergente dans K™ si et seulement si (uy,)nen est de Cauchy.
Est ce que ce résultat est encore vrai si (u,),en € QN ?

Exercice. Pour z,y € R, on note (x,y) le segment [min(zx,y), max(z,y)]. Soit U un ouvert
de R. On définit la relation R sur U par

Vae,y € Uy xRy < (z,y) CU

1. Montrer que R définit une relation d’équivalence.

2. Soit x € U, on note C'(x) la classe d’équivalence de = pour la relation R. Montrer que
C(x) est un intervalle de R.

3. Montrer que C(x) est un intervalle ouvert de R.
4. En déduire que U se décompose en une réunion dénombrable d’intervalles ouverts deux

a deux disjoints.
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Question de cours. Que peut-on dire de I'image directe et de I'image réciproque d’une
partie compacte par une application continue ?

ice. Soi Y ri uites ré rnées, muni norme infini
Exercice. Soit E 'espace vectoriel des suites réelles bornées, de la norme infi
[[ul| o = suplu|
neN

1. Montrer que ’ensemble A des suites croissantes est un fermé de E. Est-ce un compact
de E'?

2. Montrer que I'ensemble B des suites convergeantes vers 0 est un fermé de E. Est-ce un
compact de E'7

Exercice. Soit E un espace vectoriel normé et A une partie non vide et bornée de £. On
peut donc considérer

diam(A) := sup ||z —y||
T,yeEA

1. Montrer que A, A et Fr(A) sont également bornés dans E.

2. Comparer dz‘am(;l), diam (A) et diam(A).

3. (a) Soit z € A et u € E\{0}. Montrer que sup{t € R,z + tu € A} existe.
(b) En déduire que toute demi-droite issue de x € A coupe Fr(A).
(¢) Montrer que diam(Fr(A)) = diam(A).
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