Question de cours. Soit E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels. Montrer que
FpG=F+G < FnG={0g}.
Réponse. On procéde par double implications.

e On suppose que F&G = F+G. Soit z € FNG. Alorsz =2+0g =0g+zavecr € Fetx €.
Donc, par unicité de la décomposition, z = Op.

e Réciproquement on suppose que FF NG = {0g}. Soient y1,y2 € F et 21,20 € G tels que y1 + 21 =
Ya+22. Alors y1 —ys = 20—21 avec y1 —y2 € F et z0—21 € G. Donc y1 —ys = 20—21 € FNG = {0g}.
Ainsi y; = yo et z; = z9. Par conséquent F'+ G = F & G.

Question de cours (Série 2). Soit n € N*. Montrer qu'une famille (P;);en € K[X]" telle que deg(P;) =i
pour tout ¢ € N est une base de K[X].

Réponse. Soit (P;)ieny € K[X]Y tel que deg(P;) = i pour tout i € N. Montrons que cette famille est
libre et génératrice.

e Soient (i1,...,4,) € N" et (A, ..., As) € K" tels que

ozib&g%.
k=1

Alors, par unicité des coefficients d'un polynéme et comme deg(P;,) < ... < deg(P;,.) = i, le
coefficient de degré i, est donné par 0 = \; a;,,. Donc A; = 0. Puis, par itérations successives,
on en déduit que A;, = 0 pour tout k € {1,...,r}.

e Soit P € K[X]. Soit n = deg(P). Alors (Py, ..., P,) est une famille libre de n + 1 = dim(K,[X])
vecteurs de K,,[X]. Donc c’est une base. Ainsi, comme P € K, [X], il existe (Mg, ..., \n) € K tel
que P =37 o M\ Py. Ainsi (P;)gen engendre K[X].

Question de cours (Série 2 bis). Enoncer et démontrer le théoréme de la base extraite.

Réponse. De toute famille génératrice finie d’'un K-espace vectoriel E (non réduit a {0}), on peut
extraire une base de E. Soit (2;)1<i<n € E™ une famille génératrice de E. On considére

A={Ic{l,..,n}, Vect((x;)ic1) = E}

et
C ={|I|, I € A}.

Alors C est une partie non vide de N. Donc admet un plus petit élément
m=minC = min{|I|, I € A}.

En particulier il existe I € A tel que |I| = m. Montrons que (z;);cs est une base de E. Il s’agit d’une
famille génératrice car I € A. On suppose par absurde que la famille (z;);c; est liée. Alors il existe

ig € I et ()\i)iel,igﬁio S KI\io} tel que
Tig = Z )\11‘1
el iio

Donc
E = Vect(z;)ier = Vect(x:)ier {io}-

Ainsi I'\{ip} € A. En particulier
1] = 1= |I\{io}| > minC = |1]
ce qui est absurde. Par conséquent la famille (x;);er est libre.

Exercice. On considére £ = R® I’espace des fonctions de R dans R, C' le sous-ensemble des fonctions
croissantes et

A={f—g, (frg)€C?}.



1. Est-ce que C est un sous-espace vectoriel de E 7
2. Méme question pour A.
Réponse.

1. La fonction x — = est dans C mais pas son opposée x — —z. Donc C n’est pas un sous-espace
vectoriel de E.

2. On vérifie les différentes propriétés des sous-espaces vectoriels.
e 0p =0 — 0g avec Og € C. Donc Og € A.
e Soient hi,hs € A. Alors il existe f1, f2, 91,92 € C tels que
hi=fi—g1, h2=f2—ga.

Ainsi
hi4+ha=fi+ fo— (g1 +g2)
avec f1 + fa,91 + g2 € C. Donc hy + he € A.

e Soient h € Aet A € R. Alors il existe f,g € C telsque h = f—g. Si A > 0alors \bh = Af —\g
avec Af,\g € C. Sinon A < 0 et Ah = (—=A)g — (=) f avec (=A)g, (=) f € C. Donc, dans les
deux cas, Ah € A.

Exercice. On considére la suite (p,)nen+ composée des nombres premiers rangés en ordre croissant :
p1=2, p2=3, p3=>5,..
1. Montrer que la famille (In(p;,))nen+ est une famille libre du Q-espace vectoriel R.
2. En déduire la dimension du Q-espace vectoriel R.

Réponse.

1. Soient r € N* nq,....,n, € N* distincts et A1, ..., A\ € Q tels que
T
0= Z)\k In(pp, ).
k=1

Or, pour tout k € {1,...,7}, il existe pr, € N et g € Z* tel que A\, = p—k. Donc, en multipliant
dk
I’égalité précédente par gq;...q,, nous obtenons

O:Z pkHQZ ln(Pak)ln<sz:>
k=1

k=1 (#k

avec ap = pg Hé#k q¢- Donc
T ks
(€7 — Qe
H Py = H Prj-
k=105, <0 k=1,0,>0

Ainsi, par unicité de la décomposition d’un nombre en produits de nombres premiers dans N, pour
tout k € {1,...,7}, ax = 0. Done, comme les g¢ sont non nuls, p;, = 0 et A, = 0. Par conséquent la
famille est libre.

2. Ainsi 400 = dimg(Vect(In(pn) )nen+) < dimg(R). Donc dimg(R) = +oo.



Question de cours. Soit n € N*. Montrer que
Réponse. Soit M € M,,(K). Alors

M+MT M-MT
M= =02+ T € S (K) + Ay (K),

Soit maintenant M € S,(K) N A,(K). Alors M = MT = —M ie. 2M = 0,, ie. M = 0,,. Par
conséquent S, (K) @ A, (K).

Question de cours (Série 2). Soit (ao,...,a,) € K" distincts. Montrer que la famille des polynomes
interpolateurs associée est une base de K, [X].

Réponse. La famille de ces polynomes est définie par

n X—a
L; = H =9 0<i<n.
. S, Gy — Gy
J=0,j#i

Montrons qu’il s’agit d’une base de K, [X] en montrant qu’il s’agit d’une famille libre et une famille
génératrice.

n+1
e Soit (A\;)o<i<n € K™ tel que 0 = Z M L;. Ainsi, pour tout i € {0,...,n}, en évaluant en a;, on

i=0
obtient 0 = ;. Donc la famille est libre.

e Soit P € K, [X]. On considére A\; = P(a;) pour tout i € {0,...,n}. Donc

P= i AiL;.
i=0

Ainsi la famille est génératrice.
Question de cours (Série 2 bis). Enoncer et démontrer le lemme de Steinitz.

Réponse. Dans un espace engendré par n vecteurs, toute famille de n + 1 vecteurs est liée. Soit
E un espace vectoriel. On montre par récurrence la propriété P(n) : pour tout (e;)i1<i<n € E™ et
(xi)lgi§n+1 € (Vect(ei)lgign)""’l, la famille (xi)1§i§n+1 est lige."

e Pour n=1: Soient e; € F et (z1,72) € (Vect(e1))?.
— Sie; =0p alors 21 = 5 = 0 et la famille (21, z5) est liée.
— Sie; #0g et 1 = 0g alors (x1,x2) est liée.
— Si ey, z1 # 0 alors il existe A1, Ao € K tels que A; # 0,21 = Ajeq et x9 = Ageq. Ainsi
OE = )\Q.Tl — )\11[,’2
avec \; # 0. Donc la famille (z1,x5) est liée.

e On suppose le résultat vrai au rang n — 1 € N*. Solent (e;)i<i<n € E™ et (zi)i<i<nt+1 €
(Vect(e;)1<i<n)™ . Alors, pour tout i € {1,...,n+ 1}, il existe (A\; j)1<j<n € K" tel que

n
€Tr; = E )\,-Jej.
J=1

— Si Aj, = 0 pour tout ¢ € {1,....,n + 1} alors (z;)1<i<n € (Vect(e;)1<i<n—1)". Donc, par
hypothese de récurrence, la famille (z;)1<i<n est liée. En particulier la famille (x;)1<i<n+1
également.



— S'il existe i € {1,...,n + 1} tel que \;, , # 0 alors on considére

s
y,;::z:ifﬂxio, 1<i<n+1.
AZ‘(),’I’L

Alors, pour tout ¢ € {1,...,n+ 1}\{i},

n n

n n—1
>\i.n )\i,n Ai,n
yi= > Aijej— v > g =Y <>\m' - XAi07j> e = ()\i,j - )\/\io,j> €j-
J=1 j=1 20,1 j=1

10,1 j=1 i0,M

Donc (yi)1<i<nt1,izi, € (Vect(ei)i<i<n—1)". Ainsi, par hypothése de récurrence, la famille
(Yi)1<i<n+1,ii, est liée : il existe (1i)1<i<n+1,n2i, € K™ non tous nuls tel que

n+1 n+1 n+1
_ _ Mi>\i,n
Op = E HiYi = E Hili — E N o
i=1,i#iq i=1,i#ig i=1,i#ig O™

Ainsi la famille (z;)1<i<nt+1 est lice.
Exercice. On considére les sous-ensembles
F={fecC'®R,R), f(0)=f(0)=0} e G={z+——>ar+b, abecR}
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de 'espace C1 (R, R) et qu’ils y sont supplémentaires.
Réponse.

e Les parties F' et G sont bien des sous-espaces vectoriels de 1'espace C'(R,R) car vérifient la carac-
térisation des sous-espaces vectoriels.

e Soit f € FNG. Alors il existe a,b € R tel que
Ve eR, f(z)=ax+b

et

Donc
0=f0)=b et 0= f'(0)=a.

Donc f =0 ce qui montre que F' NG = {0}.
e Soit f € C*(R,R). On cherche a,b € R et fy € F tels que
Ve eR, f(x)= fo(x)+ax+b.

Donc
f0)=0b, f(0)=a et folx)=f(z)— f(0)z— f(0).
Par conséquent nous avons
Ve eR, f(z)=(f(z) = f(0)z — f(0)) + (f(0)z + f(0)).
Donc f € F + G ce qui montre que C'(R,R) = F + G.
e En conclusion nous avons montré que C'(R,R) = F & G.

Exercice. Soient a,b € R tels que a < b et E 'espace des fonctions continues et affines par morceaux
du segment [a, b] vers R. Pour tout « € [a,b], on note f, la fonction de E définie par

Vo € [a,b], falz)=|z—ql

Montrer que la famille (fa)ag[a,p) est libre dans E.



Réponse. Soient ay, ..., a, € [a,b] distincts et A, ..., A, € R tels que
Vz € [a,b], O—Z)\k|x—ozk|

Quitte & réordonner les ay, on peut supposer a = ap < @y < ... < @ < Qi1 = b. Soit kg € {1,...,n}.

Alors
ko—1

Vo € [agy—1, Qky], 0= Z)\k (x — ag) Z)\k(ak—x)
k=ko

et
YV € [agg, Ckot1], O—Z)\k T — Qg) Z A (o — ).

k=ko+1
Donc, en dérivant, nous obtenons,
ko—1
S S S O
k=ko k=ko+1

Ainsi, en effectuant la différence des égalités obtenus, 0 = 2X, i.e. Ay, = 0. Par conséquent la famille
est libre.



Question de cours. Déterminer un supplémentaire de ’ensemble des suites qui convergent vers 0 (dans
I’ensemble des suites réelles convergentes). Le démontrer.

Réponse. On note ¢y 'ensemble des suites réelles convergentes vers 0 et ¢ 'ensemble des suites réelles
convergentes. On cherche un sous-espace vectoriel F' de ¢ tel que ¢ = ¢g @ F. Soit u € ¢. Alors on peut
considérer £ = limu € R. Donc u — £ € ¢y. Ainsi

u=u—Ll+0eccy+R
Donc ¢ = ¢ + R. Soit u € ¢y N mathbbR. Alors u = 0. Donc R est un supplémentaire de ¢y dans c.
Question de cours (Série 2). Montrer que la famille de fonctions (¢ — "),y est libre dans C(R, R).

Réponse. On montre par récurrence la propriété P(n) : "la famille (t — eikt)ogkgn est libre dans
C(R,R)".

e Pour n = 0 nous avons la famille réduite a la fonction ¢ — 1 qui n’est pas nulle donc forme une
famille libre.

e On suppose le résultat vrai au rang n € N*. Soit (g, ..., A\nt1) € R™*! tel que

n+1
VEER, Y et =0.
k=0
En particulier, en dérivant, nous avons
n+1

VEER, 0= Mgike™.
k=0

Donc, en combinant ces deux égalités, pour tout ¢t € R,

n+1 n+1 n
0=(n+1)> e =Y " Aeke™ = "(n+1—k)Ape™.
k=0 k=0 k=0

Or, par hypothése de récurrence, la famille (¢ — e““t)ogkgn est libre dans C(R,R). Donc, pour
tout k € {0,...,n}, (n+1—k)A\; =0 ie A; = 0. Par conséquent il suit que A\,11 = 0 d’aprés la
premiére égalité. Donc la famille (t — e™*")g<<, 41 est également libre dans C(R,R).

Le théoréme de récurrence permet de conclure.
Question de cours (Série 2 bis). Enoncer et démontrer le théoréme de la base incompléte.

Réponse. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toute famille libre peut étre complétée en une
base de E. Soit (z1, ..., zp) une famille libre de E. Comme E est de dimension finie, il existe une famille
génératrice (y1,...,yq) de E. On considére A l'ensemble des familles libres de vecteurs (z;)1<i<, telles
que la famille (z;)1<;<; soit incluse dedans et telles que la famille (z;)1<i<, soit incluse dans le famille
((#i)1<i<p, (i)1<izq) -
Vie{l,....p}, Fje{l,..r}, z =z
et
Vie{l,..,r}, Fze{z1,..,2p, 01, Yg}r 2 =2

On considére également I'ensemble des cardinaux de ces familles
C={lal, ae€A}.

Alors C' est une partie non vide (x € A) majorée (par p+ ¢ ou méme par g d’aprés le lemme de Steinitz)
de N. Donc admet un plus grand élément : il existe une famille libre z € A telle que r = |z| = min(C).
Montrons qu’il s’agit d’une base sachant que nous savons déja qu’il s’agit d’une famille libre. Il ne reste
plus qu’a montrer le coté générateur. S’il existe i € {1, ..., q} tel que y; ¢ Vect(z) alors on peut compléter
la famille z avec y; et encore obtenir une famille libre ce qui contredit le cardinal maximal r. Donc
yi € Vect(z) pour tout ¢ € {1,...,q}. Par conséquent

E = Vect(y) C Vect(z) C E

i.e. B = Vect(z) i.e. la famille z engendre E.



Exercice. On considére les fonctions ¢y, cg, $1, 82 : [0, 2] — R définies par

Vo €[0,2n], ci(z) =cos(x), ca(z) =zcos(x), si(xz)=sin(z), s2(z)=zsin(x).
Montrer que la famille (cy, co, 51, $2) est une famille libre dans I’espace des fonctions réelles RE.
Réponse. Soient A1, Ag, 1, o € R tels que

Vo € [0,27], 0= A1cos(z)+ Agxcos(z) + uq sin(z) + pox sin(z).
En particulier en x =0, 0 = A;. Puisen z =7, 0 = —\o7m i.e. Ao = 0. Ensuite si on dérive nous avons
Vo € [0,27], 0= pqcos(z)+ posin(z) + pox cos(z).

Doncenx=0,0=p;. Puisen x =7, 0 = uow i.e. uo = 0. Par conséquent la famille est libre.

Exercice. Montrer que les sous-ensembles

F= {f e C([0,7],R), f(0)=f (g) = f(w)} et G = Vect(cos,sin)

sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C([0, 7], R).
Réponse. 1l s’agit bien de sous-espaces vectoriels.
e Soit f € FNG. Alors il existe a,b € R tels que
Ve e R, f(x)=acos(x)+ bsin(z).

Donc

Ainsi a = 0 = b puis f = 0 ce qui montre que F NG = {0}.

e Soit f € C([0,27],R). On procéde par analyse-synthése. On suppose qu'’il existe f; € F et a,b € R
tels que
f=f1i+acos+bsin.

71'
Donc en évaluant en 0, 5 et m on obtient

f0) = £(0) +a
1(3) = nG)+
fm = fam-a

1
Donc en effectuant 'opération §(L1 — L3) nous obtenons

Puis

b=1(3) - hO) =F(3) - F0) +a= —2—

Finalement nous avons également
fi=f—acos—bsin.

Réciproquement on vérifie bien que la décomposition f = f; + acos+bsin convient et on obtient
alors f € F+G.



