
Question de cours. Enoncer le développement limité de la fonction x 7−→ (1 + x)α à l’ordre 3 en 0.

Question de cours. Déterminer le développement limité à l’ordre 5 en 0 de la fonction tan par équation
différentielle.

Exercice. On considère E = R]−1,1[ et les vecteurs f1, f2, f3 et f4 de E définis par

∀x ∈ ]− 1, 1[, f1(x) =

√
1 + x

1− x
, f2(x) =

√
1− x1 + x, f3(x) =

1√
1− x2

, f4(x) =
x√

1− x2
.

Quel est le rang de la famille (f1, f2, f3, f4) ?

Exercice. On considère E = RN l’espace vectoriel des suites réels et F le sous-espace des suites u ∈ E
telles qu’il existe α, β ∈ R tels que

∀n ∈ N, un+2 = αun+1 + βun.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. On considère a0, a1, b0, b1 ∈ R tels que a0b1 ̸= a1b0 et les suites (an)n∈N, (bn)n∈N ∈ F de premiers
termes respectifs (a0, a1) et (b0, b1). Montrer que le couple ((an)n∈N, (bn)n∈N) forme une base de
F . En déduire dim(F ).

3. (a) Soit r ∈ R. Déterminer une équation nécessaire et suffisante (1) sur r pour que (rn)n∈N ∈ F .

(b) On suppose qu cette équation (1) admet deux racines réelles distinctes r1 et r2. Montrer
que les suites (rn1 )n∈N et (rn2 )n∈N forment une base de F . Comment déterminer l’expression
générale de u ∈ F en fonction de r1 et r2 ?

(c) On suppose que cette équation (1) admet une racine réelle double r. Montrer que les suites
(rn)n∈N et (nrn)n∈N forment une base de F .

(d) On suppose que cette équation (1) admet deux racines complexes conjuguées non réelles ρeiθ

et ρe−iθ. Montrer que les suites (ρn cos(nθ))n∈N et (ρn sin(nθ))n∈N forment une base de F .
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Question de cours. Enoncer la formule de Stirling.

Question de cours. Déterminer le développement limité à l’ordre 5 en 0 de la fonction tan par appli-
cation réciproque.

Exercice. On considère n ∈ N, A ∈ Kn[X]\{0} et F = {P ∈ Kn[X], A | P}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Kn[X].

2. Déterminer un supplémentaire de F dans Kn[X].

3. En déduire sa dimension.

Exercice. On considère un espace vectoriel réel E de dimension finie n ∈ N∗.

1. Soient H et H ′ deux sous-espaces vectoriels de E de dimension n − 1. Montrer que H et H ′

possèdent un sous-espace vectoriel supplémentaire commun.

2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dim(F ) = dim(G). Montrer que F et G
possèdent un sous-espace vectoriel supplémentaire commun.

3. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dim(F ) ≤ dim(G). Montrer qu’il existe
SF supplémentaire de F dans E et SG supplémentaire de G dans E tels que SG ⊂ SF .
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Question de cours. Enoncer la formule de Taylor-Young.

Question de cours. Déterminer le développement limité à l’ordre 5 en 0 de la fonction tan par quotient.

Exercice. Soie E = RR l’espace vectoriel des applications de R dans R. On considère F la partie E
définie par

F = {P × cos+Q× sin, (P,Q) ∈ (Rn[X])2}.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer sa dimension.

Exercice. On souhaite montrer par récurrence sur n ∈ N la propriété suivante : "Pour tout espace
vectoriel réel E de dimension n, pour tous sous-espaces F1, ..., Fp de E tels que E =

⋃p
j=1 Fj , il existe

j ∈ {1, ..., p} tel que Fj = E.".

1. Initialiser la récurrence.

2. On suppose la propriété vraie au rang n− 1 avec n ∈ N∗. On considère E espace vectoriel réel de
dimension n et F1, ..., Fp des sous-espaces vectoriels de E tels que E =

⋃p
j=1 Fj .

(a) Soit H un sous-espace de E de dimension n − 1. Que dire de la réunion des sous-espaces
vectoriels Fj ∩H, 1 ≤ j ≤ p ?

(b) Montrer que si n ≥ 2 alors E admet un nombre infini de sous-espaces vectoriels de dimension
n− 1.

(c) Conclure l’hérédité.
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