Exercice. On considére P le plan d’équation = +y + z = 0 et D la droite d’équation x = g = %
1. Montrer que R3 = P@ D.

2. On considére p la projection de R? sur P parallélement & D. Déterminer p(u) pour tout u =
(z,y,2) € R3.

3. En déduire la matrice de p dans la base canonique de R3.

4. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale et donner la matrice de
passage de la base canonique a cette base.

Réponse.

1. dim(P) = 2 de base ((1,—1,0),(1,0,—1)), dim(D) = 1 de base ((1,2,3)) et PN D = {0} car pour
tout (x,y,z) € PN D, nous avons

07x+y+ziz+a:+x

6 6 6 6 3 2
ie. 0 =2x = % = % ie. (z,y,2) = (0,0,0). Par conséquent P et D sont en somme directe et
dim(P @ D) =2+ 1 =3 = dim(R?). Donc P et D sont supplémentaires dans R? : R® = P @ D.

2. Soit u = (z,y,2) € R3. Alors, d’aprés la question précédente, il existe v = (xp,yp,2p) € P et
w = (zp,Yyp,2p) € D tels que u = v + w i.e.

xr=xp+xp, Y=yp+yp=yp+22p, z=2zp+zp=zp+3xp.
Donc, en effectuant la somme, nous obtenons

r+y+z=xzp+yp+zp+6xp=>06xp

. 1 1 1
lLe. Tp = gx—l— 6y+ 62 et

1 1 1 1 1 1 1 1 1
w = (¥p,Yp,2p) = 6$+6y+6z,§m+§y+§z,§x+§y+§z .

Par conséquent

L2111
—z,——xH y— -z, ——x——y+ -2 |.
: 3Y Tt T YTy

3. Nous obtenons

e = (0,00 = (F.-3.-3).
pea) = p010) = (~5.5.-3).
pea) = p(0.0.)= (~g.-5.3)-

Par conséquent

s 11
61 26 ?
M.(p) = "3 3 73
Ao
2 2 2

4. Nous avons, en notant vs = (1,2,3) € D = ker(p),p(vs) = 0 = 0 x v3. Puis, en notant v; =
(1,-1,0),v9 = (1,0,—1) € P,p(v1) = v1, p(v2) = ve. De plus, d’aprés la question 1, (vy,v9,v3) est
une base de R3. Par conséquent

1 0 0
Myp)=| 0 1 0
0 0 O



et

11
Py =My(idgs)= [ =1 0 2
0

Exercice. On considére u, v : R, [X] — R, [X] définies par, pour tout P € R, [X],
w(P)=Po(X+1), v(P)=Po(X-1).

Déterminer le rang de u — v de facon matricielle.

Réponse. On considére la base canonique e = (1, X, ..., X™) de R,[X]. Alors, pour tout k € {0, ...,n},

(w=v)(X*) = u(X") - o(XF)
= (X+1)F-(x-1*

k <k:) k
= Z X7 Z() k Jxi
J =0
k
£ Q-
o \J
_ k k—1 k k-3
; g(k_l)x +2(k_3)x
Par conséquent
0 2 0 *

Me(u—v) =

(0) S
Donc rg(u —v) = n — 1 car les n — 1 derniéres colonnes forment une famille libre et la premiére colonne
est nulle.
Exercice. Soit f : M,(C) — C non constante telle que
¥(4,B) € (My(C))*, f(AB) = f(A)f(B).
Le but de cet exercice est de montrer que, pour A € M, (C),
AeGL,(C) <= f(A) #0.
1. Déterminer f(I,) et f(Oy).
2. Montrer le sens direct de 1’équivalence souhaitée.

3. Pour le sens réciproque.

(a) Montrer que J; = 1 01,n—1
On—l,l On—l

A1 Ay = 0,. En déduire que f(J;) = 0.
(b) En déduire que si rg(A4) =1 alors f(A4) =

(¢) Démontrer le sens réciproque de I’équivalence souhaitée.

) est semblable & deux matrices A, et Ao telles que

Réponse.



1.

3.

Nous avons (L) = f(Inl,) = f(I) f(L,) ie f(I,)(f(I,) = 1) = 0. Donc f(I,) = 0 ou f(I,) = 1.
Si f(I,) = 0alors f(A) = f(AI,) = f(A)f(I,) = 0 ce qui contredit le fait que f soit non constante.

Par conséquent f(I,) = 1.
Puis de méme f(0,,) = f(0,,)f(0,). Donc f(0,) =0 ou f(0,) = 1. Si f(0,) =1 alors 1 = f(0,) =
f(0,A) = f(0,)f(A) = f(A) ce qui contredit le fait que f soit non constante. Par conséquent

On suppose que A est inversible. Alors, d’aprés la question précédente,

1= f(I,) = f(AATY) = f(A)F(ATD).
En particulier f(A) # 0.
(a) On considére Ay = J; et As = diag(0,1,0,...,0). Donc A; et A sont semblables a J; car A

est obtenue en échangeant les deux premiers vecteurs de la base. Par conséquent A; As = 0,,.
De plus, d’aprés ce qui précéde,

0=f(0n) = f(A1)f(Az2).

Donc f(A;) = 0 ou f(A2) = 0. Notons ¢ I'indice tel que f(A;) = 0. Or A; et J; sont
semblables, donc il existe P € GL, (C) tel que J; = PA;P~!. Par conséquent

f(h) = f(P)f(A)f(P™1) =0.

(b) On suppose que rg(A) = 1. Alors A est équivalente & J; : il existe P,Q € GL,(C) tels que
A = PJ1Q. Par conséquent

f(A) = f(P)f(J)f(Q)=0.
¢) Procédons par contraposée. On suppose que A n’est pas inversible. Donc r = rg €
Proced t ée. O A nlest i ible. D A
. 1 _ .
{1,...,n — 1}. A est équivalente a J, = " Or,n—r . Or, pour i € {1,...,r}, J, est
On—r,r (P
semblable & A; obtenue en échangeant les colonnes i et n de la matrice J,.. Ainsi A;...A,J,
est le produit de matrices diagonales avec, pour tout i € {1,...,7},[A4;]i; = 0 et [J.]nn = 0 car
r < n. Par conséquent A;...A,.J,. = 0 et toutes les matrices présentes sont semblables a .J,..
Donc, comme précédemment,

f(Al) =0,..., f(4,) =0ou f(J;) = 0.

Par conséquent J,. admet une matrice semblable qui annule f. Ainsi, comme précédemment,
f(Jr) = 0. Finalement f(A) =0 car A semblable a J,.



Exercice. On considére trois scalaires distincts a1, as, as € K.

1. Montrer que ’application

d:Ky[X] — K3
P — (P(ay), P(ay), P(as))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
2. On considére (eq, ez, e3) la base canonique de K3 et Ly = ®~!(e) pour tout k € {1,2,3}.
(a) Montrer que (L1, Lo, L3) est une base de Ky[X].
(b) Exprimer L, Ly et L3 en fonction de aq,as et as.
3. Soit P € K[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : On se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les points
A(0,1), B(1,3),C(2,1). Déterminer I'unique fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe
par les points A, B et C.

Réponse.

1. L’application ® est lindaire par linéarité de I’évaluation, dim(Kz[X]) = 3 = dim(K?) et 'application
® est injective car un polynéme de degré 2 avec 3 racines est nécessairement le polynéme nul. Par
conséquent ® est un isomorphisme.

2. (a) L’application ®~! est un isomorphisme et (e1, ea,e3) est une base de K2, donc (L1, Lo, L3) =
& 1(eq, e9,e3) est une base de Ko X].
(b) Nous avons ®(L1) = e; = (1,0,0) i.e. Li(a1) = 1,L1(az) = 0 et Li(az) = 0. Donc as et ag
sont racines du polynoéme L;. Puis, comme deg(L) < 2, il existe a € K tels que
Ll = a(X - CLQ)(X - ag).
1

Or 1= Li(a1) = a(ar — az)(a1 — a) ie. oz(al —az)(a; — az) “

(X — ag)(X — a3)

(a1 —ag)(ar —az)

L, =

Par symétrie des roles nous en déduisons

L2 _ (X — al)(X 70,3) L3 _ (X 70,1)(X 7@2)

(a2 — a1)(az — az)’ (a3 —a1)(az —az)

3. Les polynomes P et P(a1)L1 4+ P(agz)Ls + P(as)Ls coincident en aq,as et as et sont de degré au
plus 2, donc sont égaux :
P = P(CLl)Ll + P(ag)LQ + P(ag)Lg.

On pouvait aussi écrire P = A1 L1 + AoLo + A3L3 et évaluer en ay,as et ag.

4. On considére a; = 0,as = 3 et ag = 2. Alors les a; sont distincts. Donc, d’aprés ce qui précéde,
lapplication ® est un isomorphisme. Donc il existe un unique polynéme P € Ry[X] tel que

(]-a?’a 1) = (P(P) = (P(al)vp(QQ)aP(aQ)) = (P(0)7P(3)7P(2))

Ainsi la fonction polynomiale associée & P est 'unique fonction polynomiale de degré 2 dont la
courbe passe par les points A, B et C. De plus, d’aprés la question précédente,

(X—3)(X—2)+3(X—O)(X—2) (X —-0)(X-3)

P = P(a1)L1 + P(az)L2 + P(as)Ls = (—3)(—2) (3-0)(3-2) " (2-0)(2-3)

i.e.

P:é(Xf3)(Xf2)+X(X—2)—%X(X—3):§X2—§X+1.



Exercice. On considére F un K-espace vectoriel de dimension 3, b = (e, €2, e3) une base de E et les
matrices

4 —2 -9 00 0
A=(1 0o -1 ]|, p=[o0 1 0
3 -2 -1 00 2

On consideére également f € L(E) tel que M,(f) = A.
1. Montrer qu’il existe une base ¢ = (v1, v, v3) de E telle que M.(f) = D.
2. Déterminer la matrice P € GL3(K) telle que A= PDP~!.

Calculer P!

- w

Calculer A™ pour tout n € N.

5. Application : En déduire le terme général des suites (2, )nen, (Yn)nen, (2n)nen définies par

g = 1 Tpt1 = 4z, — 2y, — 2z,
w = 0, VneN, Yntl = Tn —  Zn
zo = 0 Zntl = 3Tn — 2y — 2n

Réponse.

1. On cherche v; = ze; + yea + zes € K3 non nul tel que f(v1) = 0. Donc

dr — 2y — 2z = 0
x -z =0
3. — 2y — 2z =0
i.e.
2c — 2y = 0
r = z
2r — 2y = 0

i.e. x =z et x =y. Donc par exemple v1 = e; + e3 + e3.

On cherche vy = ze; + yes + ze3 € K3 non nul tel que f(ve) = v. Donc

4 — 2y — 2z = =x
T -z =y
3r — 2y — z = =z
ie.
3 — 2y — 2z = 0
r — y — =z =0
3r — 2y — 2z = 0
ie.
y + z = 0
r —y — z =0
i.e.
y + z =0
z = 0

Donc par exemple vy = e — e3.

On cherche v3 = we; + yea + zez € K3 non nul tel que f(v3) = v3. Donc

dc — 2y — 2z = 2
T -z = 2y
3r — 2y — 2z = 2z
ie.
2r — 2y — 2z = 0
x — 2y — 2z =0
3. — 2y — 3z = 0



i.e.

i.e. y=0et x = z. Donc par exemple v3 = e; + e3.

2y
2y
4y

r —

z

Par conséquent la famille ¢ = (vq, v2, v3) est une base (libre en dimension 3) et M.(f) = D.

2. P est la matrice de passage de la base b & la base ¢ :

P =Py. = My(idg) =

1
1

0 1
1 0
-1 1

Ainsi, d’aprés la formule de changement de bases, A = PDP~L.

3. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

Par conséquent P~1 =

1 0 111 0 O
1 1 010 1 O
1 -1 1|10 0 1
1 0 1 1 0 0
L2<—L2—L1,L3(—L3—L1 0 1 —-1/-1 1 0
0 -1 0 |-1 0 1
1 0 1 1 00
L3 (—L3+L2 01 —-1|-1 1 0
00 —1}-2 11
1 0 1 1 0 0
L3 — 7L3 0 1 —-1]-1 1 0
0 0 1 2 -1 -1
1 0 0j-1 1 1
Ll%Llng,Lg(*L2+L3 0 1 0 1 0 -1
00 1]2 -1 -1
-1 1 1
1 0 -1
2 -1 -1

4. On en déduit A® = PD"P~! pour tout n € N.

Tn

Yn
Zn

5. Nous avons

:An

Zo

Yo
20

pour tout n € N.



Exercice. On considére a € C et
E={ue CN, Vn e N, uppo = 2auni1 + 4(ia — Duy, }.
1. Montrer que E est un espace vectoriel.
2. Déterminer la dimension de F.

3. On considére la suite u € E telle que ug = 1 et uqy = 1. Exprimer, pour tout n € N, u,, en fonction
de n.

Réponse.
1. On vérifier que la suite nulle est dans F et que F est stable par combinaison linéaire.
2. L’application ¢ : u € E — (ug,u;) € C? est lindaire et bijective donc dim(E) = dim(C?) = 2.
3. L’équation caractéristique est r? = 2ar + 4(ia — 1) i.e. %> — 2ar — 4(ia — 1) = 0 de discriminant

A = 4a® +16(ia — 1) = 4(a® + dia — 4) = 2%(a + 20)2.

e Si a = —2i alors A = 0 d’ou I'équation caractéristique admet une solution double ry =
—2a
—— o =a= —2i. Par conséquent il existe A\, u € C tels que

VneN, u,=n+p)r"=n+u)(—20)".
En particulier pour les deux premiers termes
l=wg=p, 1=up=N+p)(-2i)=—-2iA—2i

1 .
ie. u=let A= 2 1= % — 1. Par conséquent
—2i

et w= ((5-1) o) c2on

e Sia# —2i alors A # 0 d’ou ’équation caractéristique admet deux solutions distinctes

_ 2a+2(a+ 2i)
B 2

_ 2a—2(a+ 2i)

= —24.
9 )

1 =2(a+1), 1o

Par conséquent il existe A\, u € C tels que
VneN, u, =]+ ury = A2"(a+14)" + p(—20)".
En particulier pour les deux premiers termes
l=ug=A4+p, l=u =2\a+1i)—2ip=2Na+1)—2i(1—-X)=A2a+4)—2:
ie.

142 20421

= T u=1oa= .
A= Saray M A= St )

Par conséquent

(1+20)2"(a+0)" + (20 +2i - 1)(=20)"

Vn € N, = -
" tn 2(a + 2i)
1 1 1
Exercice. Calculer le rang de la matrice A = a b ¢ en fonction des réels a, b et c.
2 32 2
a® b® ¢



Réponse. En effectuant les opérations Cy < Cy—Cy et C5 < C3—C1, nous avons que A est équivalente

a la matrice
1 0 0

a b—a c—a

a? b2 —a® 2 —a?
Puis en effectuant les opérations Ly < Ly — aL; et Ly < Ls — a®Ly, nous avons que A est équivalente
a la matrice

1 0 0 1 0 0
0 b—a c—a =10 b—a c—a
0 v —a® 2-a? 0 (b—a)(b+a) (c—a)(c+a)
Puis en effectuant 'opération Ls < L3 — (b + a)L2, nous avons que A est équivalente a la matrice
1 0 0 1 0 0
0 b—a c—a =| 0 b—a c—a
0 0 (c—a)ic+a)—(b+a)(c—a) 0 0 (c—a)(c—D)

Par conséquent :
e Sia=0b=calors A est semblable & J; donc de rang 1.

1 0 0
e Sia=b+#calors A est semblablea [ 0 0 c—a de rang 2 car (¢ —a)(c—b) # 0.
0 0 (c—a)(c—0b)

e Demémesia#b=coua=c#hb.

e Si a, b, c sont distincts alors la matrice A est de rang 3 car la famille des colonnes est libre donc est
une base de R3.

Exercice. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f € L(E) tel que f* = 0 et
fn—l # 0.
1. Montrer qu’il existe z € E tel que la famille b = (z, f(z), f?(x), ..., f*~!(z)) forme une base de E.

2. Déterminer les matrices de f, f2,..., f*~! dans cette base.
3. Application : En déduire que
{9 € L(E), go f = fog}=Vect(idp, f, 2, ... f" ).
Réponse.

1. Comme f*~1 0, il existe z € F non nul tel que f*~!(z) # 0. Soit g, ..., \n_1 € K tel que
n—1
0=Xz+Mf(@)+. .+ X1 f" )= Z MefF(2).
k=0

Donc, en appliquant 71,
n—1
0= Meff o) = Xof"H(x).
k=0

Ainsi, comme f?"~(x) # 0,\g = 0. On en déduit par itérations successives que A\, = 0 pour
tout k € {0,...,n — 1}. Par conséquent la famille (z, f(x),..., f*"!(z)) est une famille libre de
n = dim(F) vecteurs de E, d’ou une base de E.

2. Nous avons alors

01 5— 0
Mb<f>=( s 0)

My(f?) = (My(f))* = ( 0;::22 " ) '

0p—22

Puis

Ainsi, par itérations successives, pour tout k € {1,....,n — 1},

(= ().

Lk Op_pk



3. Nous avons déja l'inclusion réciproque. On considére maintenant g € L(FE) tel que go f = fog.
On note A, ..., A1 les coordonnées de g(z) dans la base b :

() = Xz + M f(@) + . + X1 ().
Puis
9(f(@)) = f(g(x)) = Ao f(@) + A f(2) + oo+ Ma f 7 ().
Ainsi, par itérations successives, pour tout k € {0,...,n — 1},

g(fF (@) = Ao fF (@) + A fFrH (@) + o+ Apm1n f" ().

Par conséquent

Ao
A1 : (0) n—1
My(g)=| »n, . - = MMy (Y.
) _ k=0
A—1 A A Ao

Donc g = S 125 A fF.



