Exercice. On considére P le plan d’équation = +y + z = 0 et D la droite d’équation x = g = %
1. Montrer que R3 = P@ D.

2. On considére p la projection de R? sur P parallélement 4 D. Déterminer p(u) pour tout u =
(r,y,2) € R3.

3. En déduire la matrice de p dans la base canonique de R3.

4. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale et donner la matrice de
passage de la base canonique & cette base.

Exercice. On considére u, v : R, [X] — R, [X] définies par, pour tout P € R, [X],
u(P)=Po(X+1), v(P)=Po(X—1).
Déterminer le rang de u — v de fagon matricielle.
Exercice. Soit f : M, (C) — C non constante telle que
V(A, B) € (Mo(C))2, f(AB) = f(A)f(B).
Le but de cet exercice est de montrer que, pour A € M, (C),
AeGL,(C) < f(A) #0.
1. Déterminer f(I,,) et f(O,).
2. Montrer le sens direct de I’équivalence souhaitée.

3. Pour le sens réciproque.

(a) Montrer que J; = 1 O1n—1
On—1,1  Op—1

A1As = 0,. En déduire que f(J1) =0.
(b) En déduire que si rg(A) = 1 alors f(A4) = 0.

(c) Démontrer le sens réciproque de I’équivalence souhaitée.

) est semblable & deux matrices A, et As telles que
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Exercice. On considére trois scalaires distincts a1, as, as € K.
1. Montrer que ’application

d:Ky[X] — K3
P — (P(ay), P(ay), P(as))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
2. On considére (eq, ez, e3) la base canonique de K3 et Ly = ®~!(e) pour tout k € {1,2,3}.
(a) Montrer que (L1, Lo, L3) est une base de Ky[X].
(b) Exprimer L, Ly et L3 en fonction de aq,as et as.

3. Soit P € K[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : On se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les points
A(0,1), B(1,3),C(2,1). Déterminer I'unique fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe
par les points A, B et C.

Exercice. On considére E un K-espace vectoriel de dimension 3, b = (e1, ez, e3) une base de E et les
matrices

4 -2 -2 00 0
A=|1 0o -1|, p=lo 10
3 -2 -1 00 2

On considére également f € L(E) tel que My(f) = A.
1. Montrer qu’il existe une base ¢ = (v1, v, v3) de E telle que M.(f) = D.
2. Déterminer la matrice P € GL3(K) telle que A= PDP~1.

Calculer P!

- W

Calculer A™ pour tout n € N.

5. Application : En déduire le terme général des suites (2, )nen, (Yn)nen, (2n)nen définies par

g = 1 Tpn+1 = 4z, — 2y, — 2z,
yo = 0, VneN, Yn+1 = Tn —  Zn
zo = 0 Zntl = 3Tn — 2Un — Zn
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Exercice. On considére a € C et
E={ue CN, Vn e N, uppo = 2auni1 + 4(ia — Duy, }.
1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Déterminer la dimension de FE.

3. On considére la suite u € E telle que ug = 1 et uqy = 1. Exprimer, pour tout n € N, u,, en fonction

de n.
1 1 1
Exercice. Calculer le rang de la matrice A = a b ¢ en fonction des réels a, b et c.
2 32 2
a® b® ¢

Exercice. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f € L(FE) tel que f® = 0 et

fn—l 7& 0.
1. Montrer qu'il existe z € E tel que la famille b = (z, f(z), f2(x), ..., f*~1(x)) forme une base de E.
2. Déterminer les matrices de f, f2,..., f*~! dans cette base.

3. Application : En déduire que

{9 € L(E), go f=fog}=Vect(idg, f, f*,.... f*71).
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