Exercice.

1
1. On considére la série Uy, avec u, = —————— ol n > 2 entier et o € R.
ZnZQ n " n(ln(’n))a B
(a) En utilisant une minoration de u,, pour tout n > 2 entier, montrer que si @ < 0 alors la série
D n>o Un diverge.

(b) En utilisant la fonction f : x — — définie sur |1, +o0[, étudier la nature de la série

o
2(In(z))

> n>o Un lorsque a > 0.

2. Déterminer la nature de la série E
n>2

Réponse.

1. (a) On suppose a < 0. Alors, pour tout n > 2 entier, en notant § = —« > 0,

N ) L YC)

(In(2))”

Or la série est divergente, d’oll, par comparaison, la série u, est divergente.
’ ) ’ n>2

(b) On suppose « > 0. Alors la fonction f est décroissante. Donc, pour tout k > 2 entier, pour
tout ¢ € [k, k + 1], f(t) < f(k). Ainsi, en intégrant sur [k, k + 1], nous obtenons

k+1
A FO)dt < F (k).

De méme, pour tout k > 3 entier, pour tout t € [k — 1, k], f(k) < f(¢), d’oq, en intégrant sur

[k — 1, k], nous obtenons
k

fk) < f(®)dt.

k—1

Par conséquent, en sommant sur k € {3, cens n} pour tout n > 3 entier,

n+1 n n
/3 o <309 < / f(tyt,
avec

n n dt n , o
Lf@ﬁ_étm@wﬁ_Llﬂmmm dt

11 faut donc distinguer selon si o # 1 ou non.

e Si > 1 alors

[ o= [an_(?:“E = =1 (me= ~ ww) < e

Donc la suite des sommes partielles est une suite croissante majorée, donc convergente.
Par conséquent la série Zn22 u, est convergente.

e Sia=1 alors

n+1
/3 f(t)dt = [In(In(?))]3 = In(In(n)) — In(In(3)) — +oc.

n—-+oo

Donc la suite des sommes partielles diverge, d’ou la série ), -, u, est divergente.
e Sia <1 alors

n+1 n —a+417n+1
/3 F()dt = [W} :L((1n(n+1))1*a—(1n(3))1*“) —  +oo.

—Oé+1 3 1 —« n—4oo

Donc, comme précédemment, la série Zn22 u, est divergente.



2. Nous avons

(1e3) oo (s (143)) sz (0 G+ () oo (5 (3)

Donc

Puis er ~ 1let

n—+o0o
9 9 1 1
In(n*+n)=In(n“(1+—=))=2In(n)+In{1+— ~  2ln(n).
n n /) n—+oo
Par conséquent
1\"\ .
e— |14+ — en
" L.
(In(n? 4+ n))? n—+oo 8n(ln(n))? '
1
Or, d’aprés la question précédente pour o = 2 > 1, la série >, ———— est convergente. Donc,
n(In(n))?

d’apreés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série en question est convergente.

1

145
Exercice. Déterminer la nature de la série ) u,, o u, = () .
n

Réponse. Nous avons

(1)1+i 1(1)3» 1 (1 (1)) 1 ( ln(n)) 1
— =—| - =—exp|—In|— =—exp| — ~ =
n n n n n n n n n—+oo n

Donc, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série > u,, est divergente.

Exercice. On considére u,v € (R;)N telles que

1
YneN, wv,= m

On suppose que la série Y v, converge.

1. Montrer que la série ) \/u, v, diverge.

2. En déduire que la série > u,, diverge.
Réponse.

1. Comme la série > v, converge, v, — 0. Donc 1+ nu, = v, — +00 puis nu, =

n——+oo 1 n—+oo

1+ nu, -1 — +ooet

n—-+o00

1 1 1 1
Un = = T Z
1+n2u, n2u, e 1 n_>+oon2un

1
~  — l.e., par propriété de la racine carrée, \/u,v ~  —. Par conséquent, par
oo M2 , pal prop ) nln e n q ) P

théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Y /u, v, diverge.

i.e. UnpvUp

2. Par inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout n € N,

n n n n —+oo
E Vugpvg < g U E v < E U E V.
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0

Par conséquent, par comparaison, la série Y u,, diverge.



Exercice. On considére la série Z cos (77\/ n24+n+ 1).

n>1

1. Montrer que vn2 +n+1

1 « 1 . 1 .
n+—-+4+—4+ 0| — ] ol « est un réel & déterminer.
n—+o00 2 n n?

2. En déduire que la série Z cos (w\/ n?+n+ 1) converge.

n>1

3. La série Z cos (77 vn?2+4+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

n>1
Réponse.

1. Nous avons

1 1
vni+n+1 = m/l+-+—
non

Donc a = —.
8

2. Nous avons ensuite

1
cos(my/n?+n+1) = cos (ﬂn+ﬂ+3z+0<2>)

n——+o0o

n T 37 1
n—>:+oo (_1) COS (2 + 871’1 + 0] <2>>

n
3 1
_ _1\yn+1
n—>_+oo ( 1) Sln(8n+0(n2>>

= (71)”“31 +0 <1) .

n—-+o0o

3w 1
La série 37 (—1)"+1 o vérifie le critére des séries alternées donc converge. De plus lasérie > O (2>
n n

converge absolument par comparaison car la série ) — est convergente. Par conséquent la série
n

> cos(mv/n? +n+ 1) est convergente.

. Nous avons

cos(mvn? +n+1)

(g e
Donc
|cos(mvn? +n+1)]  |cos(mvn?+n+1) 1
%Z (_1)n+1§% n—4oo

Par conséquent

3
|cos(mv/n2 +n+ 1) o

~ .
n—4oo 8’n,

. 1 . . .
Or la série Y — est divergente, d’ou la série en question n’est pas absolument convergente.
n



Exercice. Soient a,b € R.

1. Déterminer, en fonction de a et b, la nature de la série > -, (In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2)).
2. Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.
Réponse.

1. Nous avons

In(n) +aln(n+ 1)+ bln(n + 2) =In(n) + aln(n) + aln (1 + i) +bln(n) + bln (1 + i)

= (1+a+b)ln(n)+a22b+0(§2).

n—-+o0o

Donc la série est convergente si et seulement si

{a—l—b:—l

a + 20 = 0
si et seulement sib=1¢et a = —2.
2. Dans le cas ot a = —2 et b = 1, nous avons
> (n(k) +aln(k+1) +bln(k+2)) = > (In(k) —In(k+1)) = > (In(k+ 1) — In(k +2))
k=1 k=1 k=1
= 0—In(n+1 n(2) + In(n + 2)

) -1
_ m(”+2)m@)a ~n(2).
n+1 n——+oo
0

Exercice. Soient a € R et f € C°([0,1],R) telle que f(0) #

1. Montrer que foﬁ f@Mdt ~ —f(0).

n—+oo n

1

1 =
2. En déduire, en fonction de «, la nature de la série 3 u,, ot u, = — / f(t™)dt pour tout n € N*.
n=Jo

Réponse.

1 1
1. N mf(t)dt ~ —f(0)siet 1 t si
ous avons [ f(t") ete nf( ) si et seulement si

v 1 1
sty = o).

w . w 1
< [T e -soae< | sup |/—f(0) = 2 s 17=/10)

Et la fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc, par théoréme de Heine, f est uniformément
continue, d’ou SUP[, 1] |f — f(0)] — 0. Par conséquent
'n n—-+4o0o

/ Cfea-Lr0) = o (3)

[ = 2o = | [ ) - ropar

Lo, [F (M)t~ £(0).

n—+oo N

f(0 . .
2. Nous avons donc u,, ~ OE +)1 . Par conséquent, d’aprés le théoréme de comparaison des séries
n—+oco N

a termes positifs (ou & termes négatifs), la série 3 u, converge si et seulement si la série 3 ——
n

convergente si et seulement si o > 0.



Exercice.
1. Soient u et v deux suites réelles telles que v est non nulle & partir d’un certain rang.

(a) Montrer que si u, ~ v, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.
n—-+oo

(b) Montrer que si v est une suite positive et u,, ~ v, alors les séries > u, et >_ v, sont de
n—-+o0o

méme nature.

1
((=1)™ 4+ 1) sin <) In(n)
n
2. Etudier la convergence de la série E .
"2 vn+3-—1

Réponse.

N .1y . Unp,
1. (a) On suppose que u,, ~ v,. Donc, comme v non nulle a partir d’un certain rang, — —
n—-+4oo Un, n—-+oo

1. Donc, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng entier,

u
> 2>
Un

> 0.

DO W
DN | =

Donc u,, et v, sont de méme signe & partir de ce rang nyg.
(b) On suppose que v > 0 et u, ™o Un Alors, pour tout € € R? , il existe ng € N tel que, pour
n—-+0oo
tout n > ng entier,
(1—e)v, <up < (14 ¢)v,.

Alnsi, si la série > u, est divergente alors, d’aprés la seconde inégalité, la série > v, est
également. Et si la série Y u, est convergente alors, d’aprés la premeére inégalité, la série
> vy, Vest également. Par conséquent les séries > u, et Y v, sont de méme nature.

(¢) Nous avons

((~1)" + i) sin (i) n(n)| v2Zsin (i) ) )

Vn+3-—1 Vn4+3—-1 notoe 3

sl
N

In(n) _ 1 () _ (1) 50

3
nz n n ni

. 1 . .
et la série Y — est convergente. Par conséquent la série en question est absolument conver-
nt
gente donc convergente.

Exercice. On considére u € (R7)N.

1. On considére v la suite définie par v, = pour tout n € N. Montrer que les séries > u, et

Un
1+ u,
>~ v, sont de méme nature.

2. Méme question si v,, = ul—l—U7n+vn On pourra étudier la suite w = (In(1 —v,,)),>2 dans le cadre
de la divergence.
Réponse.
1. e On suppose que la série Y u, converge. Alors u, n_)—%}Oo 0. Donc
N — 1.

Up 14w, notoo

Ainsi v, o Une Par conséquent, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes
n—-+0oo

positifs, la série > v, est convergente.



e Réciproquement on suppose que la série Y v, converge. Alors v, — 0. Donc il existe

n—-+oo
ng € N tel que v, < 1 pour tout n > ng entier. Or, pour tout n > ng entier, v,, = T 1.e.
Un
. . v .
Up, + UpVpy, = Uy, 1.6 vy = (1 — vy)uy, ie., comme 1 — v, # 0,u, = . Ainsiu, ~ v,
1-— Un n—-+oo

Par conséquent la série > u, est également convergente par théoréme de comparaison des
séries & termes positifs.

2. e On suppose que la série ) u, converge. On note S € R sa somme. Alors

Up 1

1
- } .
Uy, Uy + ... + Uy notoo S

Un

Donc v, ~ Par conséquent, par théoréme de comparaison des séries & termes positifs,

n—-+4oo S ’
la série > v, est convergente.

e On suppose que la série Y u, diverge. Alors, par propriété de In et somme télescopique

N N Wit t
1+ FUup—1
;ln(l —vp) = T;ln (M) =In(u;) —In(u; + ... + uy) N—>—+>oo —00.

Doncsiv, — Oalors —In(l1—v,) ~ wv,,don, par théoréme de comparaison des séries
n—-+oo n—-+o0o

a termes positifs, la séries > v, diverge. De méme si v ne tend pas vers 0 alors alors la série
> v, diverge (grossiérement).

Exercice. On considére u € (Ri)N décroissante de limite nulle, et la suite v définie par
n
YneN, wv,= Zuk — NUyp,.
k=1

Montrer que si la suite v est bornée alors la série Y u,, converge.
Réponse. On suppose que la suite v est bornée. Or, pour tout n € N, comme la suite u est décroissante,

n+1 n
Vpt1 — Up = E up — (N + Dupyr — ) ug +nup = n(up — Ung1) > 0.
k=1 k=1

Donc la suite v est croissante. Ainsi, d’aprés le théoréme de la limite monotone, la suite v converge vers
¢ € R. Puis, pour tout n € N et N > n entier,

N-1 N-1

1
Up — UN = Z(uk — Upt1) = Z E(UkJrl — ) <

k=n k=n

1
—(vN — Un).
n

Ainsi, en faisant tendre N vers +o00, nous obtenons,

1
un:un_ogf(g_vn)

3

ie. 0 <nu, <f¢{—wv, — 0. Par conséquent nu,, — 0 et
n——+oo n—-+4oo

n
Zuk:vn—l—nun — {+0=V/.
= n—-4o0o

Donc la série > u, converge.



