
Exercice.

1. On considère la série
∑

n≥2 un avec un =
1

n(ln(n))α
où n ≥ 2 entier et α ∈ R.

(a) En utilisant une minoration de un pour tout n ≥ 2 entier, montrer que si α ≤ 0 alors la série∑
n≥2 un diverge.

(b) En utilisant la fonction f : x 7−→ 1

x(ln(x))α
définie sur ]1,+∞[, étudier la nature de la série∑

n≥2 un lorsque α > 0.

2. Déterminer la nature de la série
∑
n≥2

(
e−

(
1 +

1

n

)n)
e

1
n

(ln(n2 + n))2
.

Exercice. Déterminer la nature de la série
∑

un où un =

(
1

n

)1+ 1
n

.

Exercice. On considère u, v ∈ (R+)
N telles que

∀n ∈ N, vn =
1

1 + n2un
.

On suppose que la série
∑

vn converge.

1. Montrer que la série
∑√

unvn diverge.

2. En déduire que la série
∑

un diverge.
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Exercice. On considère la série
∑
n≥1

cos
(
π
√
n2 + n+ 1

)
.

1. Montrer que
√
n2 + n+ 1 =

n→+∞
n+

1

2
+

α

n
+O

(
1

n2

)
où α est un réel à déterminer.

2. En déduire que la série
∑
n≥1

cos
(
π
√
n2 + n+ 1

)
converge.

3. La série
∑
n≥1

cos
(
π
√
n2 + n+ 1

)
converge-t-elle absolument ?

Exercice. Soient a, b ∈ R.

1. Déterminer, en fonction de a et b, la nature de la série
∑

n≥1(ln(n) + a ln(n+ 1) + b ln(n+ 2)).

2. Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice. Soient α ∈ R et f ∈ C0([0, 1],R) telle que f(0) ̸= 0.

1. Montrer que
∫ 1

n

0
f(tn)dt ∼

n→+∞

1

n
f(0).

2. En déduire, en fonction de α, la nature de la série
∑

un où un =
1

nα

∫ 1
n

0

f(tn)dt pour tout n ∈ N∗.
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Exercice.

1. Soient u et v deux suites réelles telles que v est non nulle à partir d’un certain rang.

(a) Montrer que si un ∼
n→+∞

vn alors un et vn sont de même signe à partir d’un certain rang.

(b) Montrer que si v est une suite positive et un ∼
n→+∞

vn alors les séries
∑

un et
∑

vn sont de
même nature.

2. Etudier la convergence de la série
∑
n≥2

((−1)n + i) sin

(
1

n

)
ln(n)

√
n+ 3− 1

.

Exercice. On considère u ∈ (R∗
+)

N.

1. On considère v la suite définie par vn =
un

1 + un
pour tout n ∈ N. Montrer que les séries

∑
un et∑

vn sont de même nature.

2. Même question si vn =
un

u1 + ...+ vn
. On pourra étudier la suite w = (ln(1− vn))n≥2 dans le cadre

de la divergence.

Exercice. On considère u ∈ (R∗
+)

N décroissante de limite nulle, et la suite v définie par

∀n ∈ N, vn =

n∑
k=1

uk − nun.

Montrer que si la suite v est bornée alors la série
∑

un converge.
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