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Théorême. Soit A ∈Mn(K) dont tous les mineurs principaux det(∆n) sont non nuls, alors
il existe un unique couple de matrices (L,U) telle que :

— L soit triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale.
— U soit triangulaire supérieure.
— A = LU .

Démonstration.
Etape 1 : Unicité
Soit (L1, U1) et (L2, U2) deux tels couples.
Comme det(A) = det(∆n) 6= 0, A ∈ GLn(K), et U1 = L−1

1 A ∈ GLn(K).
Ainsi on a L−1

2 L1 = U2U
−1
1 qui est à la fois triangulaire inférieure de diagonale unitaire

et triangulaire supérieure, d’où L−1
2 L1 = U2U

−1
1 = In ie L1 = L2, U1 = U2 ce qui montre

l’unicité.
Etape 2 : Existence
On considère la suite de matrices (A(k))1≤k≤n définie par A(1) = A et

∀k ∈ J1, n− 1K, A(k+1) = E(k)A(k)

Avec

∀k ∈ J1, n− 1K, E(k) =



1
. . .

1
1

−lk+1,k 1
... . . .
−ln,k 1


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Et

∀k ∈ J1, n− 1K, ∀i ∈ Jk + 1, nK, li,k =
a
(k)
i,k

a
(k)
k,k

Où l’on suppose que ∀k ∈ J1, n− 1K, a(k)k,k 6= 0.
Ainsi, par récurrence sur k ∈ J1, nK et calcul par blocs,

A(k) =



a
(1)
1,1 ∗

. . .
a
(k)
k,k

∗ ∗
... . . .
∗ ∗


En effet l’initialisation pour k = 1 est immédiate et si on suppose A(k) de cette forme pour
k ∈ J1, n− 1K alors

A(k+1) =



1
. . .

1
1

−lk+1,k 1
... . . .
−ln,k 1





a
(1)
1,1 ∗

. . .
a
(k)
k,k

a
(k)
k+1,k ∗
... . . .

a
(k)
n,k ∗



=



a
(1)
1,1 ∗

. . .
a
(k)
k,k

−lk+1,ka
(k)
k,k + a

(k)
k+1,k ∗ ∗

... . . .
−ln,ka(k)k,k + a

(k)
n,k ∗ ∗


=



a
(1)
1,1 ∗

. . .
a
(k)
k,k

0 ∗
... . . .
0 ∗


On considère ensuite U = A(n), qui est triangulaire supérieure, et L = (E(1))−1...(E(n−1))−1,
qui est triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale.
De plus on a bien

LU = (E(1))−1...(E(n−1))−1A(n) = (E(1))−1...(E(n−2))−1A(n−1) = ... = (E(1))−1A(2) = A(1) = A

Etape 3 : Vérifier que ∀k ∈ J1, n− 1K, a(k)k,k 6= 0

On procède par récurrence forte sur k ∈ J1, n− 1K :
- Pour k = 1, a[1)1,1 = ∆1 6= 0 car le premier mineur principal de A est non nul.
- On suppose que a

(i)
i,i 6= 0 pour tout i ∈ J1, k − 1K et k ∈ J2, n− 1K, on a alors

A(k) = E(k−1)...E(1)A
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ie (
∆k A1,2

A2,1 A2,2

)
= A = (E(1))−1...(E(k−1))−1A(k) =

(
L
(k)
1,1 0

L
(k)
2,1 In−k

)(
U

(k)
1,1 A

(k)
1,2

A
(k)
2,1 A

(k)
2,2

)

D’où ∆k = L
(k)
1,1U

(k)
1,1 avec L

(k)
1,1 matrice triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la

diagonale et U (k)
1,1 matrice triangulaire supérieure, et

k∏
i=1

a
(k)
i,i = det(U

(k)
1,1 ) = det(L−1

1,1∆k) 6= 0

D’où a
(k)
k,k 6= 0.

Théorême. Soit A ∈ S++
n (R), alors il existe une unique matrice B triangulaire inférieure

telle que :
— Les éléments de la diagonale de B soient positifs.
— A = BtB.

Démonstration.
Etape 1 : Existence
Comme A ∈ S++

n (R), il existe un produit scalaire ϕ sur Rn tel que A = (ϕ(ei, ej))1≤i,j≤n

avec (ei)1≤i≤n base canonique de Rn.
Ainsi tous les mineurs principaux de A sont non nuls car les ∆k représentent le produit
scalaire sur Rk.
Donc, d’après le théorème précédent, il existe (L,U) ∈ (Mn(R))2 tel que L soit triangulaire
inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale, U triangulaire supérieure et

A = LU

Or ∀k ∈ J1, nK,
k∏

i=1

ui,i = det(∆k) > 0, donc ∀k ∈ J1, nK, uk,k > 0.

On considère donc

D := diag(
√
u1,1, ...,

√
un,n), B := LD,C := D−1U

Ainsi BC = LU = A.
Or A est symétrique, donc C tB−1 = B−1 tC qui est à la fois triangulaire supérieure et
inférieure.
De plus les coefficients diagonaux de B et C sont les mêmes, d’où, C tB−1 = B−1 tC = In,
ie C = tB et A = B tB.
Etape 2 : Unicité
On suppose qu’il existe deux décompositions de Cholesky :

A = B1
tB1 = B2

tB2

Donc B−1
2 B1 = tB2

tB−1
1 qui est triangulaire inférieure et supérieure donc diagonale de la

forme D = diag(d1, ..., dn).
Ainsi B1 = B2D, d’où B2

tB2 = A = B1
tB1 = B2D

2 tB2 ie D2 = In.
Or, par hypothèse, ∀k ∈ J1, nK, dk > 0, d’où D = In puis B1 = B2.
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