Décompositions LU et de Cholesky

Dorian Cacitti-Holland

2020-2021

Références.
1. Algébre linéaire numérique d’Allaire et Kaber
2. Analyse matricielle de Jean-Etienne Rombaldi (pas tout a fait)

Lecons.
1. 158 Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes
2. 162 Systemes d’équations linéaires, opérations élementaires, aspects algorithmiques et
conséquences théoriques

3. 233 Analyse numérique matricielle, résolution approchée de systémes linéaires, re-
cherches d’éléments propres, exemples

Théoréme. Soit A € M, (K) dont tous les mineurs principaux det(A,,) sont non nuls, alors
il existe un unique couple de matrices (L, U) telle que :

— L soit triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale.

— U soit triangulaire supérieure.

— A=1LU.

Démonstration.

Etape 1 : Unicité

Soit (Ly,Uy) et (Lg, Us) deux tels couples.

Comme det(A) = det(A,) #0, A€ GL,(K), et Uy = L7*A € GL,(K).

Ainsi on a Ly'L; = UsU ! qui est a la fois triangulaire inférieure de diagonale unitaire
et triangulaire supérieure, d’ou L;lLl = U2U1_1 = I, ie Ly = Ly, Uy = U, ce qui montre
I"unicité.

Etape 2 : Existence

On considére la suite de matrices (A®), <<, définie par A = A et
VEk € [1,n — 1], A®T) = E® AK)

Avec
1

Vk e [1,n—1],E® = 1
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Wk € [1,n—1],Vi € [k+ 1,n],lix = =55
A 1;
Ou l'on suppose que Vk € [1,n — 1], a,i’f,)f # 0.
Ainsi, par récurrence sur k € [1,n] et calcul par blocs,
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En effet linitialisation pour k = 1 est immédiate et si on suppose A%®) de cette forme pour
k € [1,n — 1] alors
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On considére ensuite U = A™ | qui est triangulaire supérieure, et L = (EW)~1 (EM~—D)~1,
qui est triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale.
De plus on a bien

LU = (E(l))’l...(E("’l))’lA(”) — (E(l))’l...(E("*Q))”A(”*l) - — (E(l))’lA@) — AW — »

Etape 3 : Vérifier que Vk € [1,n — 1], a,(f,)g # 0
On procede par récurrence forte sur k € [1,n — 1] :
- Pour k =1, a[llj)l = A; # 0 car le premier mineur principal de A est non nul.

- On suppose que ag? # 0 pour tout ¢ € [1,k — 1] et k € [2,n — 1], on a alors
AF) = pt=1) B4
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Dou Ay = L Ull avec Lgl) matrice triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la

diagonale et Ul( | matrice triangulaire supérieure, et

k
Haglz) = det(U ) = det(L fiAk) #0

)

i=1
D’ou a,i’f,)g # 0. O
Théoréme. Soit A € ST (R), alors il existe une unique matrice B triangulaire inférieure
telle que :

— Les éléments de la diagonale de B soient positifs.
— A=B'B

Démonstration.

Etape 1 : Existence

Comme A € S (R), il existe un produit scalaire ¢ sur R™ tel que A = (p(e;,€5))1<ij<n
avec (e;)1<i<n base canonique de R™.

Ainsi tous les mineurs principaux de A sont non nuls car les Ay représentent le produit
scalaire sur R¥.

Donc, d’aprés le théoréme précédent, il existe (L, U) € (M, (R))? tel que L soit triangulaire
inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale, U triangulaire supérieure et

A=LU

k
Or Vk € [1,n], [Tui; = det(Ag) > 0, donc Vk € [1,n], upx > 0.

On considére donc

D :=diag(\/u11, .-, /Unn), B :=LD,C := DU

Ainsi BC = LU = A.

Or A est symétrique, donc C 'B~! = B~1!C qui est a la fois triangulaire supérieure et
inférieure.

De plus les coefficients diagonaux de B et C sont les mémes, d’ot1, C {B~! = B~ {C' = I,,
ieC='Bet A= B'B.

Etape 2 : Unicité

On suppose qu’il existe deux décompositions de Cholesky :

A: Bl tBl - Bg tBQ

Donc By 'B; = B, 'B;! qui est triangulaire inférieure et supérieure donc diagonale de la
forme D = diag(dy, ..., d,).

Ainsi B; = ByD, d’'ott By !By = A= B, !B, = ByD? !By ie D? = I,.

Or, par hypotheése, Vk € [1,n],d,, > 0, d’ou D = I, puis B; = Bx. ]



