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Lemme. Soit a € Z* et g € P\{2} tel que ¢ ne divise pas a, alors

[z eFaz? =1} =1+ (_)

q
Démonstration.
OnaaelF. <= a'clF,
Donc si a € F? alors il existe x € F, tel que 2° = o', d’ou z et —x sont deux racines

distinctes (car ¢ # 2) de aX? — 1 dans F,.

Réciproquement si aX? — 1 a deux racines distinctes dans F, alors il existe z € F, tel que
ar® =1, donc a~' € F2, puis a € F.

Par conséquent

2 9 o _JO0 siagF2 a
[{z € Fg,aa® =1}| = [{z € F,, (aX —1)(x)—0}|—{2 si &GF% —1—1-(5)

Théoréme. Soit (p,q) € (P\{2})? distincts, alors

() -


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/120.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/121.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/123.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/126.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/150.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/170.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/170.pdf

Démonstration. On considére
p
2
X =< (21,...,xp) € IF{;,Z% =1
i=1

Etape 1 : Calcul de | X| par une forme quadratique
On considere f € Q(IFY) définie dans la base canonique b de F par

Maty(f) =1,

On pose d = 25t a = (—-1)%,J = (

définie par

(1) (1) ) et on considére la forme quadratique g € Q(IF?)

Maty(g) = diag(J, ..., J,a) = M
Alors rg(M) =p =rg(l,), ie f et g sont non dégénérées.
De plus
det(M) = det(J)%a = (=1)4(—=1)* = 1 = det(1,)

Ainsi, pour toute base e de F et P la matrice de passage entre b et e,

Ac(f) _ det(P)*Ay(f)
Ac(g)  det(P)2Ay(g)

o 2
—leIE‘q

Donc par classification des formes quadratiques sur les corps finis, M et I, sont congruentes.
Ainsi

(X =/~ {1)] =1g7 ({1l =

d
{(yhzla oy Yds Zd, T) € F§722yizi +az? = 1}

=1

d
Soit (Y1, 21, -y Yds 2d, T) € [ tel que 23" y;2; + ax® = 1, alors distinguons plusieurs cas :
i=1
— Siy; = ... =yg =0 alors 21, ..., z; peuvent étre quelconques (¢¢ choix possibles) mais

ax? = 1, d’ott d’aprés ce qui précéde il y a 1 + (%) choix possibles pour z, d’ou

q° (1 + (%)) choix possibles pour (yi, 21, ..., Yd, Zd; T).

— Sl existe ¢ € [1,d] tel que y; # 0 alors (yi, ..., yq) est un vecteur non nul de Fg pour
lequel il y a (¢% — 1) choix possibles.
Puis en fixant z € F, (donc ¢ choix possibles), alors (21, ..., z4) vit dans un hyperplan
affine de Fg, d’ot1 ¢?~1 choix possibles pour (21, ..., z4).
Finalement on a (¢% — 1)gq?™! = (¢* — 1)q¢ choix possibles pour (y1, 21, ..., Ya, Zd, T)-

Par conséquent
a a
=i (14 (5)) oot =at (v (5))

Etape 2 : Calcul de | X| par action de F, sur F?
On considére 'action par permutation cyclique

Vk € Fp,Vo € FY kv = (X144, - Tpik)
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O les indices sont vus modulo p, et on la restreint au sous-ensemble stable X.
Soit z € X, alors :
— Si Stab(x) =F, alors Orb(x) = {(z1,...,21)} et

pri = f(z) =1
— Sinon Stab(x) # F,, mais comme Stab(z) < F,, par théoréme de Lagrange
|Stab(z)| | [Fy| = p

avec p premier, d’ou Stab(z) = {1}.
Par conséquent, d’apreés la formule des classes,

[Fp|
| X| = Z |Orb(z)| + Z m:]{xlelﬁ‘q,paﬁ:l}I—l—Np
Stab(z)=Fp Stab(z)#Fp

D’ou, grace au lemme précédent,

|X|:1+<§>+szl+(§) v]

Etape 3 : Transitivité de la relation d’égalité dans IF),

Par conséquent on a
d | d a _ p
o= (5) == ()
q q

ie

= (0

D’ott comme ces nombres sont —1,1 et p £ 2
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