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Théorême. Soit A ∈ S++
p (R), b ∈ Rp et

f :
Rp −→ R
x 7−→ 1

2
〈Ax, x〉 − 〈b, x〉

Alors on définit la suite (xn)n∈N par{
x0 ∈ R
∀n ∈ N, xn+1 = xn − ρn∇f(xn)

avec ∀n ∈ N, ρn = argmin
ρ∈R∗

+

(f(xn − ρ∇f(xn)).

Ainsi
xn −→

n→+∞
x∗

avec x∗ ∈ Rp unique minimum global de f .
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Démonstration.
Etape 1 : Calcul de ∇f et convexité de f
Soit x ∈ Rp, alors, comme A ∈ S++

n (R),

∀h ∈ Rp, f(x+ h) = f(x) + 1
2
〈Ah, x〉+ 1

2
〈Ax, h〉 − 〈b, h〉+ 1

2
〈Ah, h〉

= f(x) + 1
2
〈h,Ax〉+ 1

2
〈Ax, h〉 − 〈b, h〉+ 1

2
〈Ah, h〉

= f(x) + 〈Ax− b, h〉+ 1
2
〈Ah, h〉

D’où
∇f(x) = Ax− b

De plus Hf = A ∈ S++
p (R), donc f est strictement convexe.

Etape 2 : f continue et coercive
En effet f est polynomiale en les composantes de x ∈ Rp, d’où f est continue sur Rp.
De plus, comme A ∈ S++

n (R), d’après le premier lemme et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

∀x ∈ Rp, f(x) ≥ α

2
‖x‖2 − ‖b‖ ‖x‖

D’où
f(x) −→

‖x‖−→+∞
+∞

Ce qui montre que f est coercive.
Par conséquent f admet son minimum global en un unique point x∗ ∈ Rp.
En particulier ∇f(x∗) = 0, ie x∗ = A−1b.
Etape 3 : ∀(x, y) ∈ (Rp)2, f(y)− f(x) ≥ 〈∇f(x), y − x〉+ α

2
‖x− y‖2

Soit (x, y) ∈ Rp, alors, comme A ∈ S++
p (R),

f(y)− f(x) = 1
2
(〈Ay, y〉 − 〈Ax, x〉)− 〈b, y − x〉

= 1
2
(〈Ay, y〉+ 〈Ax, x〉)− 〈Ax, x〉 − 〈b, y − x〉

= 1
2
(〈Ay, y〉+ 〈Ax, x〉) + 〈Ax, y − x〉 − 〈Ax, y〉 − 〈b, y − x〉

= 1
2
(〈Ay, y〉+ 〈Ax, x〉) + 〈Ax− b, y − x〉 − 〈Ax, y〉

= 1
2
(〈Ay, y〉+ 〈Ax, x〉 − 2〈Ax, y〉) + 〈Ax− b, y − x〉

= 1
2
〈A(x− y), x− y〉+ 〈Ax− b, y − x〉

= 1
2
〈A(x− y), x− y〉+ 〈∇f(x), y − x〉

≥ α
2
‖x− y‖2 + 〈∇f(x), y − x〉

Etape 4 : Construction du pas optimal ρ
Soit x ∈ Rp\{x∗} tel que ∇f(x) 6= 0, on considère

ϕx :
R+ −→ R
ρ 7−→ f(x− ρ∇f(x))

Ainsi ϕx est de classe C1, car f est de classe C∞, et, comme f est coercive et ∇f(x) 6= 0,

ϕx(ρ) −→
ρ→+∞

+∞
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Donc ϕx admet son minimum en un point ρx ∈ R+, avec ρx 6= 0 car ϕx(0) = f(x) et x 6= x∗.
En particulier

0 = ϕ′x(ρx) = df(x−ρx∇f(x))(−∇f(x)) = 〈∇f(x−ρx∇f(x)),−∇f(x)〉 = −〈∇f(x−ρxf(x)),∇f(x)〉

D’où, grâce à l’étape 3 appliquée avec ”y” = x− ρ∇f(x) et ”x” = x− ρx∇f(x),

∀ρ ∈ R+\{ρx}, ϕx(ρ)− ϕx(ρx)
= f(x− ρ∇f(x))− f(x− ρx∇f(x))
≥ 〈∇f(x− ρx∇f(x)), x− ρ∇f(x)− (x− ρx∇f(x))〉
+α

2
‖x− ρx∇f(x)− (x− ρ∇f(x))‖2

= 〈∇f(x− ρx∇f(x)), (ρx − ρ)∇f(x)〉+ α
2
‖(ρ− ρx)∇f(x)‖2

= 0 + α
2
(ρ− ρx)2 ‖∇f(x)‖2

> 0

D’où ρx est l’unique minimum global de ϕx, ie

ρx = argmin
ρ∈R+

(ϕx(ρ))

Etape 5 : Construction de la suite (xn)n∈N convergent vers x∗
La suite (xn)n∈N est bien définie tant que xn 6= x∗, or s’il existe n ∈ N tel que xn = x∗ alors
la suite stationne en x∗ ce qui permet de conclure sur la convergence.
Sinon la suite (f(xn))n∈N est minorée (car f est minorée) et décroissante car, d’après l’étape
3 (appliquée en ”x” = xn+1 et ”y” = xn) et un calcul efféctué à l’étape 4,

∀n ∈ N, f(xn)−f(xn+1) ≥ 〈∇f(xn+1), ρn∇f(xn)〉+
α

2
‖ρn∇f(xn)‖2 = 0+

α

2
‖ρn∇f(xn)‖2 ≥ 0

Donc, d’après le théorème de la limite monotone, la suite (f(xn))n∈N converge.
D’où, en faisant tendre n vers +∞ dans l’inégalité précédente, on obtient

‖xn+1 − xn‖ = ‖ρn∇f(xn)‖ −→
n→+∞

0

Or (xn)n∈N est bornée car f coercive et (f(xn))n∈N convergente, et (xn)n∈N admet une unique
valeur d’adhérence.
En effet on considère une sous-suite (xψ(n))n∈N convergeante vers x ∈ Rp.
Par continuité de ∇f ,

∇f(xψ(n)) −→
n→+∞

∇f(x)

De plus
xψ(n)+1 = xψ(n)+1 − xψ(n) + xψ(n) −→

n→+∞
x

D’où
0 = 〈∇f(xψ(n)),∇f(xψ(n)+1)〉 −→

n→+∞
‖∇f(x)‖2

Ainsi ∇f(x) = 0, ie x = x∗.
Par conséquent (xn)n∈N converge vers x∗.
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Lemme. (S’il reste du temps) Soit A ∈ S++
p (R) et α = inf(Sp(A)) ∈ R∗+, alors

∀x ∈ Rp, 〈Ax, x〉 ≥ α ‖x‖2

Démonstration. Comme A ∈ S++
p (R), d’après le théorème spectral il existe D ∈ Mp(R)

diagonale composée des valeurs propres de A comptées avec multiplicité et P ∈ Op(R) tel
que

A = PD tP

Soit x ∈ Rp et y = tPx, alors, comme P est orthogonale,

‖x‖2 = 〈x, x〉 = 〈Py, Py〉 = 〈y, y〉 = ‖y‖2

Et

〈Ax, x〉 = 〈APy, Py〉 = 〈 tPAPy, y〉 = 〈Dy, y〉 =
p∑
i=1

λiy
2
i ≥ α ‖y‖2

D’où
〈Ax, x〉 ≥ α ‖x‖2

4


