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Introduction

Dans plusieurs domaines d’ingénierie (mécanique, physique, électrotechnique, électronique,
traitement du signal, analyse des données, etc.), des problémes concrets et complexes, nécessitent
pour leur résolution le passage par le «calcul numérique ». Une définition, de cette discipline,
est donnée par Nick Trefethen d’Oxford : «le calcul numérique est une discipline qui traite
de la définition, ’analyse et 'implémentation d’algorithmes pour la résolution numérique des
problémes mathématiques continus qui proviennent de la modélisation des phénoménes réelsy.

Ce cours, s’inscrivant dans ce cadre, présente quelques méthodes et algorithmes numériques
pour la résolution de problémes, que nous avons traités d’un point de vie analytique en premier
semestre. L’analyse de ces algorithmes permet d’aborder les notions de complexité, de conver-
gence et de stabilité numérique. Ce cours est axé sur les trois problémes centraux suivants :

— Résolution de systémes d’équations linéaires
— Intégration numérique et résolution numérique d’équations différentielles
— Calcul de la transformée de Fourier

Dans une premiére partie de ce document, nous aborderons quelques méthodes de résolution de
systémes d’équations linéaires. Ils seront ainsi présentés ’algorithme du pivot de Gauss, ’algo-
rithme de factorisation LU et 'algorithme de factorisation de Cholesky. Dans la seconde partie ,
des méthodes d’intégration et de résolution numérique du probléme de Cauchy seront présentées.
Dans la troisiéme partie, nous revenons sur la transformée de Fourier en présentant des algo-
rithmes de calcul de sa version discréte et ses applications. Ce cours ne vaut pas étre exhaustif
pour recouvrir les différentes thémes d’analyse numérique, mais il permet d’avoir un apercu de
cette discipline. Ce cours est complété par des exercices reportés & la fin du polycopié et trois
TP.



Premiére partie

Résolution numérique de systémes
d’équations linéaires

1 Pivot de Gauss

1.1 Introduction et remarques

On s’intéresse a la résolution numérique de systémes linéaires, i.e. de la forme

a1,1%1 + a1,2%2 + ... + a1,nTn = bl
a21T1 + G222 + ... + A2,Tp = bo
, (1)
+ : + ...+ : =
an1T1 + Gp2Ts + ...+ AupTn = by

ol aiq, ..., Gppet by, ..., b, sont les paramétres du systéme et x1, ..., z,, sont les inconnues que I'on
cherche & déterminer.

Exemple 1.
r1 + 2y + 3x3 = 8
327 — 212 + 333 = 6 (2)
—x1 + 3z2 + b3 1.

Remarque 1. Le systéme de [I| peut étre écrit sous forme matricielle :
Ax=b

avec A est une matrice carrée de taille n et x et b deux vecteurs colonnes de taille n :

ai,i a2 N ain X1 bl

as i 2.2 e az.n X2 bg
A= , T = et b=

Gn1 Gn2 ... Gpn Ty by,

Dans ce chapitre, on considére le cas d’une matrice A inversible.



Exemple 2. Pour notre exemple 2]on a :

1 2 3 1 8
A= 3 -2 3 ’ T = T2 ’ b= 6
-1 3 5 T3 1

Remarque 2. En théorie nous avons directement
x = A"1D,

avec A~! la matrice inverse de la matrice A. Cependant le calcul direct de la matrice inverse
est trés colteux en termes d’opérations arithmétiques. Il existe des méthodes plus optimales en
termes d’opérations.

1.2 Reésolution des systémes triangulaires
1.2.1 Systéme triangulaire supérieur

La méthode du pivot de Gauss est basée sur la propriété suivante :

Proposition 1. Si le systéme est triangulaire supérieur i.e. de la forme

a1,171  + ar2r2  + + a1, = b
a22T2 + . + a2 nTn — by
= , (3)
Gn—1,n—1Tn—1 + Un—-1,nTn = bnfl
Un,ndn = by,
alors, d’aprés la derniére équation on obtient directement x,, = b—n puis z,_1 grace & l'avant-

Apn
derniére ligne, ainsi de suite jusqu’a x1. Cette méthode s’appelle la méthode de remontée :

X = bn
" An.n
Tho1 _ bnfl — Ap—1,nTn
Ap—1,n—1
1 _ bl —a12T2 — ... — A1 nTn
ai,i

Remarque 3. Il n’y a pas de probléme de division par 0 car le systéme est supposé résoluble
i.e. la matrice triangulaire supérieure A associée est inversible :

det(A) = a11 X ... X apy # 0.



Exemple 3. Si on considére le systéme

T, + 2z + 3x3 = 8
— 8:172 — 6$3 = —-18
17
ZI3 = —%
alors la solution (21,2, z3) est donnée par
9
T3 = -
8 17
vy —18 + 6z3 - 18 x17+6x9 -
> -8 - 8 x 17 -
8X17T—2x45+3x9
T = 8—2372—3183 = X X + x =

1.2.2 Systéme triangulaire inférieur

17

360 45
300 _ 4 (5)
136 17

E

17

Le méme raisonnement peut étre fait pour un systéme triangulaire inférieur i.e. de la forme :

1,171

a2,1T1  + G22%2

Dans ce cas on parle de la méthode de descente :

ap-11T1 + + ap-1,n-1Tp-1 +

an, 121 + v + Qn,n—1T2 + An,ndn

1.2.3 Complexité de ces méthodes

Ces méthodes nécessitent :

o n divisions,

by

ry = —

aii

(b2 - a2,1$1)
o — ———

a2 2

(bn —ap,1T1 — ... — an,n—lxn—l)

X1 =
an,n

c0+14+24.+(n—-1)= "("T_l) additions (soustractions),

6 0+1+2+..+ (n—1) = "1 multiplications.

= bl

= b2



1.3 Méthode du pivot de Gauss
1.3.1 Principe général

La méthode de Gauss pour résoudre le systéme linéaire :

a1 + @122 + ...+ aiaT, = b
az,1%1 + @2,2%2 + ... 4+ a3 nTn = b2
: (8)
+ : + ... + . =
ana1T1 + anaTe + ... A+ ApaTn = by

que 'on note sous forme matricielle
Ar =b. (9)

consiste a :

1. chercher un systéme triangulaire équivalent de la forme
MAx = Mb (10)

ou M est une matrice inversible telle que la matrice M A soit triangulaire supérieure ;

2. résoudre le systéme linéaire [10| par la méthode de la remontée.

Remarque 4. En pratique, on ne calcule pas explicitement la matrice M, mais la matrice M A
et le vecteur Mb. L’introduction de la matrice M est une commodité d’écriture.

1.3.2 Meéthode de triangularisation

On considére le systéme initial :

0 @ @) (a) [

ag?i aé?Q agfr)l ) bgo)
= (11)

afg)l an(?)z aslo,zl T, b\

——

A=A©) b=b(0)

1. On choisit un indice i; € [1,n] tel que a;, 1 # 0, qu'on appelle le pivot de I’élimination.
Ceci existe car au moins un des éléments a; 1,i € [1,n], n’est pas nul sans quoi la matrice
A ne serait pas inversible.

2. On échange la premiére ligne du systéme avec la ligne i; du pivot. Cela revient a



multiplier la matrice A & gauche par une matrice T'(1,4;) de transposition de la forme

T =T(1,i) =

qui n’est autre que la matrice identité avec les ligne 1 et i permutées.

3. Pour i € [2,n] on remplace la ligne L; par

Ly<+— L; —&,1 x Ly, 01\%@',1 =

On obtient le systéme équivalent

1 1
af) af)
0 ag%
0 aS’)Q

(1)

1,n

as

a

(1)

Qn,n

Al

avec

,J

alt) = az(»?j) — Ei,lag(’); et

X1 b(ll)

i) bél)

Ty, bg)

——
b(1)

bt = b — ;161



En écriture matricielle, cela revient & multiplier la matrice 77 A & gauche par la matrice

a
Ei=1|-— 3, 1

4. On recommence les étapes précédentes avec les autres lignes pour obtenir, aprés n — 1
étapes, un systéme triangulaire supérieur :

agﬁ)xl + a%)xg + ...+ agfgrrn = bg")
aggmg + ...+ ag;zxn = bén)
: (13)
4 =
aha, = b

Matriciellement nous sommes arrivés & :

En—lTn—l e EngElTlAJZ = En—lTn—l e E2T2E1T1b
M M

MAx = Mb

avec M A est une matrice triangulaire supérieure.

Remarque 5. 1. la matrice qui permet la permutation de deux lignes vérifie
det(T'(i,i)) =1 et det(T(i,5))=—-1,9i#j.

2. selon que l'on a effectué un nombre pair d’échanges de lignes (+) ou un nombre impair
(—), on obtient, au passage, un procédé rapide du calcul du déterminant.

det(A) = j:ag?l)agg) el

cY'n—1n—1"n,n



Exemple 4. On considére 'exemple précédent

€1 + 2z 4+ 33 = 8
(S) 32, — 229 + 323 = 6
—x1 + 3x2 + brs = 1.

1. Itération 1 : le coefficient a;; = 1 est non nul, on peut le prendre comme pivot. Autrement
dit T} = I3 est la matrice identité. Ensuite on effectue les opérations

L2 — L2 — 3L1
Ly +«— L3+ L;.

Pour obtenir le systéme

1 + 2y + 33 = 8
(51) — 8y — 6zz = —18
S5re + 8xrz = 9.
Matriciellement on a
1 00 1 2 3 8
Ev=| 310 |, AV=FEA=| ¢ 8 —¢ [V =Eb=]| _13
1 01 0 5 8 9
et
Az =b = AWz =pD
2. Itération 2 : le coefficient a%) = —8 est non nul, on peut le prendre comme pivot. Autre-

ment dit 75 = I3 encore. Ensuite on effectue 'opération
5
Ly <+— L3+ §L2

Pour obtenir le systéme

r1 + 2z + 3x3 = 8

(52) — 8xy — 6x3 = —18
17 9

7‘%( — [

1 4



Matriciellement on a

1 0 0 1 2 3
Ey = 0 1 0 ,A(2):E1A(1):E2E1A: 0 -8 —6
0 31 0 0o i
8
b(2) = Elb(l) = E2E1b = —18
-9
4

3. Résolution : on obtient le systéme triangulaire supérieure de ’exemple [4] que I’on a résolu
précédemment

1.3.3 Choix du pivot

Parmi les coefficients non nuls de la premiére colonne que ’on considére, il peut y en avoir
plusieurs non nuls. Il faudra faire un choix parmi eux. Cependant a cause des arrondis effectués
par l'ordinateur pour écrire un nombre, il peut y avoir des erreurs de calcul avec plus ou moins
d’impact. Pour comprendre ce phénoméne, nous donnons tout d’abord un petit apercu sur la
représentation des nombres en virgule flottante, puis un exemple pour illustrer la propagation
des erreurs d’arrondi et I'impact du choix de pivot sur la précision de la résolution.

Apergu sur la représentation des nombres en machine
Définition 1. La représentation d’un nombre flottant x en 32 bits est donnée par :
x = ta x 2° = £(14+m)2°

avec m € [0, 1] la mantisse, a = 1+ m € [1,2] et e € Z 'exposant tous deux écrits en systéme
binaire. Pour le coder, 'ordinateur utilise :

— 1 bit pour le signe : 0 pour +, 1 pour —,

— 8 bits pour I'exposant : ce qui correspond & 256 valeurs possibles. Le 0 est réservé au
nombre 0 et 255 pour l'infini, il reste donc 254 valeurs possibles pour 'exposant e. Pour
que e puisse étre négatif, nous avons donc

e € [-126,127].
— 23 bits pour la mantisse.
Exemple 5. Sil’on considére le nombre
r = —118,625.
Alors le bit pour le signe est s = 1. De plus nous avons

118,625 = 118 + 0, 625,



avec
118 =64+54=20432422=20 425416 +6=20+2°+2% + 2% 2!

et
0,625 =0,5+0,125 =271 + 273,

Ainsi
118,625 =20 +25 424 + 22 4 21 4 271 4 273 = 26(1 4271 4272 4 274 1 275 1 277 1 279),

autrement dit
e=6, m=2"14+2"2424 42542749279

Enfin z = —118, 625 est codé par

1 000000111101101010...0.
~N——

S e m

Remarque 6. Le plus petit nombre positif est donc 2726(1 + 2723) et le plus grand est
2127(1 4271 . 4 2728) =2127(2 — 2723,

Exemple illustrant I’impact du choix de pivot sur la précision de la résolution

Exemple 6 (Exemple de Forsythe).
Considérons le systéme linéaire

1074131 + x5 = 1
71 + x2 = 2

et supposons que la mantisse n’a que trois chiffres significatifs. On peut obtenir facilement la
solution par méthode de substitution

x1 = 1.0001, x2 = 0.9999.
Ainsi, avec seulement les trois chiffres significatifs, pour 'ordinateur la réponse exacte est
xr1 = 17 To = 1.

Essayons d’appliquer la méthode du pivot de Gauss avec 10™% comme pivot. Nous arrivons &

10_41‘1 + X9 = 1
9999z, = —9998,
Ainsi
L, 9998
27 9999

ce qui donne avec les trois chiffres significatifs xo = 1. On en déduit x; = 0 ce qui est trés éloigné
de la vraie solution.

10



Cependant si on échange les deux lignes du systéme linéaire pour considérer as; = 1 comme le
pivot

T + 19 = 2
10742, 4+ 29 = 1.
Nous obtenons
ry + X9 = 2
0.999z, = 0.999.

Ainsi x5 = 1 puis 1 = 1 ce qui est trés proche de la vraie solution.
Nous aboutissons donc & la méthode suivante pour choisir un bon pivot.

Proposition 2 (Choix du pivot).

Au début de la k-éme étape, on choisit un pivot agf)k tel que

(k) | _ (k)
|ai0,k| = kfg}gnlai,k B

Ainsi les erreurs d’arrondis dues & la division par un nombre trés petit sont minimisées.

Proposition 3 (Choix du pivot total).
(k)b tel que

Au début de la k-éme étape, on choisit un pivot a;,

(k) | = max \agk»)|.

‘aimjo k<ig<n' ©J

Pour se faire il faut non seulement échanger deux lignes de la matrice A mais également deux
colonnes en multipliant & droite la matrice A par la matrice T'(k, jo). On passe donc de ARz =p

a
T(kalO)A(k)T<k7]0)x/ = T(k7710)b7 JJ/ = T(kaj())_lx = T(k,jo)flﬁ

ot x’ est = avec les lignes k et jo échangées. Dans ce cas les erreurs d’arrondis sont encore
davantage minimisées.

1.3.4 Calcul du nombre d’opérations élémentaires
Soit k € [1,n — 1]. Alors a la k-iéme étape nous effectuons les n — k opérations

k
agn

k k
L — 1 - &
Ay k

L k+1<i<n

Ce qui correspond pour le coté gauche du systéme avec les a;; et les x; a :
(k)
ik

(k)
A k

o n — k divisions pour obtenir les termes

o (n — k)? additions (soustractions) car, pour tout i € [k + 1,n], n — k soustractions sont
(k)

7

effectuées pour la ligne L

o (n — k)? multiplications pour la méme raison.

11



Ainsi on obtient pour n — 1 étapes :

= n(n—1)
o Z(n —k)= T divisions,
k=1
n—1
- 1)(2n-1) .
o n—k)?= n(n additions,
;( ) 5

n—1
—-1)(2n -1
o Z(n —k)? = n(n—=1)@n=-1) multiplications.
k=1 6

Quant au coté droit correspondant aux opérations sur les b;, nous avons :

n—1

-1
o Z(n —k)= % additions (soustractions),
k=1
n—1
-1
o Z(n —k)= % multiplications.
k=1

Il reste encore a compter les opérations effectuées dans la méthode de remontée :

bgln—l)

T - 1y
L

_ bn—l —Op_1n

CC'IL—I - (n—l)

xn

n—1n—1

bgnfl) — agrgl)xg — . — aﬁ:l)xn
n—1
ag 1 )

)

X1 =

Nous avons donc

o n divisions,
n
c04+1+..4n—-1= additions (soustractions),

(n—1)
2

(n—1)
2

o 04+14+...4n—-1= n multiplications.

Par conséquent, en effectuant la somme de toutes ces opérations, pour n tendant vers oo,
nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 4. La méthode de Gauss nécessite de 'ordre de
o divisions,
o multiplications,

o additions.

3 3 3
w‘wwwwvw

Remarque 7. Nous n’avons ici pas tenu compte du cott de calcul de la stratégie du pivot
utilisée.

12



Nous pouvons également comparer ce résultat avec la méthode utilisant les formules de Cra-
mer :

ar,i e a1,5—1 b1 1,541 N 3 )
o det(BZ)
~ det(A)’

xZ; Bi =

anp,1 .- QAng—1 bn Qpi+1  --- Opn

Nous devons donc calculer n + 1 déterminants et effectuer n divisions. Or le calcul d’un déter-
minant par la formule

det(A) = Z 5(U)HALU(1')
i=1

cEeS,

nécessite n! additions et n!n multiplications. Ainsi cette méthode requiert de 'ordre de
o n divisions,
o (n+ 1)! additions,
o (n 4+ 2)! multiplications.

Nous obtenons donc beaucoup plus d’opérations a effectuer.

1.4 Meéthode de Gauss-Jordan

Remarquons que nous pouvons obtenir une matrice diagonale M A au lieu de triangulaire
supérieure, en modifiant 1égérement les matrices Ej. En effet si I'on effectue les opérations sur
les lignes supérieures a la k-iéme lors de la k-iéme étape, on transforme Fj en

Q(k=1)
1 0) ——=

Ak

(k—1)
1 %1k
(k—1)

A,k

(k—1)
%41k 1
(k—1)
Ak

(0)

aF— D)

——t= (0) 1

Ak

Ainsi on obtient & la fin un systéme simple & résoudre

"7 Vay = "
a3 = o
al' Ve, = oY,

13



i.e., en multipliant les lignes par

(n—1)’
bgnfl)
X1 = )
agrfl )
(n—1)
T 1 _ bnn—l
T T (n=1)
a’nn—l,n—l
bglnfl)
€T =
! aiy
correspondant & la multiplication matricielle par
1
(n—1)
alﬁ
D =
1
al Y

Remarque 8. La méthode de Gauss-Jordan permet également d’obtenir I'inverse matricielle.

En effet nous avons
DE, 1T,_1..E1ThA=1,,

i.e.
A =DE, 1T,_1..F1T}.

Exemple 7. On considére la matrice

1 2 3
A=1 3 -2 3
-1 3 5
Alors Ty = I3 et
1 0 O
Eix=|( -3 1 0
1 0 1
On obtient alors
1 2 3



Puis TQ = 13 et

2
1 - 0
8
Er=10 10
)
0 - 1
8
On obtient alors
3
1 0 -
2
EQTQE]_TlA = 0 -8 —6
17
0o 0 ——
4
Enfin T3 = I3 et
6
1 0 ——
17
24
E3 = 1 ——
0 17
0 0 1
Par conséquent
1 0 O
E3T3E2T2E1T1A = 0 _8 O
17
0 0 —
4
Il ne reste plus qu’a multiplier & gauche par
1 0 0
1
D=10o —< o0
8
0 O 1
17

Finalement nous avons
DE3T3EToE\TVA =135, ie. Al = DEsT3E,ToET).

Remarque 9. En pratique on écrit A et la matrice I,, & coté puis on effectue les opérations sur
A et I,,. En effet nous avons

DEsT3EoToF\Th I3 = DEsT3ExTo EyT) = A~*

15



Exemple 8. Les opérations pour la matrice A de I’exemple précédent sont les suivantes

1 2 3 1 0
3 -2 3 0 1
-1 3 5 0 0

Lo +—— Ly — 314
1. Itération 1 :

Ly <— L3+ Ly
il
1 2 3 1
0 -8 —6 -3
0 5 8 1
2 1
Ll%L177L2:L1+*L2
2. Itération 2 : _58 g
L3<—L3—7L2:L3+*L2
-8 8
il
3 1
1 0 — -
2 4
0 -8 —6 -3
17 7
007 8
3
9 6
L1<—L1—ﬁL3:L1—T7L3
3. Itération 3 : 4
—6 24
LQHLQ*ﬁL3:L2+ﬁL3
4
1 0 0 19
34
72
0 -8 _=
17
17 7
007 "8

16

ol ot~ |

1
34
32
17

8

6

17
24

17



1
L2 <— —*LQ
4. Ttération 4 : 8

4
L —L
3¢ 173
b
19 1 6
1 -~ = _=
00 34 34 17
9 4 3
01 0 T 1T T
7 5 4
1 - = il
00 34 34 17
Par conséquent
v o1 6
34 34 17
At 2 4 3
17 17 17
5 4
34 34 17

Exercice : Trouver le nombres d’opérations nécessaires pour effectuer la méthode de Gauss-
Jordan et comparer cette méthode a celle de Gauss.

2 Factorisation LU

2.1 Théoréme et remarque

Théoréme 1. Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que les n sous-matrices principales soient
inversibles
Vk € [[1,71]], (ai,j)lgi,jgk S GLk(R)

Alors il existe une unique matrice triangulaire inférieure L avec uniquement des 1 sur la diagonale
et une matrice triangulaire supérieure unique U telles que

A=1LU.

Remarque 10. Pour calculer la matrice U on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss. En
effet comme les n sous-matrices principales sont inversibles, il n’y a pas d’interversion de lignes,
on a alors

U=A4,=F, 1..F1A

triangulaire supérieure. Puis
L= (E,_,.B)7 !
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pour avoir LU = A et L triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale car

et ainsi

L=E{'.E' =

(k—1)
BTy
c—1
Ak

(0)

a0

(0)

a1

(k—1)

Apt1,k
(k—1)
kk

(n—2)
n,n—1
CE
an—l,n—l

Remarque 11. L’intérét de la factorisation LU est quand on a & résoudre plusieurs systémes
linéaires avec la méme matrice A. On effectue la factorisation LU puis il suffit pour chaque

systeme

Ax =LUx =b

de résoudre par remontée ou descente les deux systémes triangulaires

Ly =b,

2.2 Matrices tridiagonales

Uz =y.

Définition 2. On dit qu’une matrice A est tridiagonale si elle est de la forme

by

a2

(0)

C1

Qn

(0)

Cn—1

bn

Proposition 5. On considére A une matrice tridiagonale et la suite d; définie par récurrence

do=1, 01 =">1, Vke([2,n],0r=0bp0r—1 — arcr—10x—2.
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Alors, en notant Ay la sous-matrice principale de taille k& de A, nous avons
0 = det Ay

et la factorisation A = LU est donnée par

1
a,
50 (50 !
ag— 1
01 d2
L= a3‘il . U= 01
d2
Cp—1
1
on,
an 5'rL—2 1 5n—1
677,71
Démonstration. Les termes diagonaux sont donnés par
01
a1 =1x—==0»
1,1 3 1
et pour tout k € [2,n],
Op— )
akﬁk:akﬂ X crp—1+1Xx k = bs.
Ok—1 Ok—1
Puis pour les termes sur-diagonaux
akey1 =1 X g =cp, k€ [ln—1],
et pour les termes sous-diagonaux
ap— Of—
Q. k—1 = Qf k=2 X kol = ag, ke [[Q,n]].

-1 Op—2

Par conséquent, par unicité de L et U, nous avons bien les formules souhaitées.

3 Factorisation de Cholesky

Nous allons commencer par quelques rappels.

Définition 1. Une matrice carré A est dite symétrique si elle est égale a sa transposée, i.e.

A = At. contenu...

Définition 2. Une matrice symétrique A de taille n x n est dite définie positive si pour tout

vecteur colonne z € R™ on a ztAx > 0 contenu...

3.1 Théoréme et remarque

Théoréme 2. Soit A une matrice symétrique définie positive de taille n x n. Alors il existe une
unique matrice réelle B triangulaire inférieure dont tous les éléments diagonaux sont strictement

positifs telle que
A= BB".
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Démonstration. — Existence :
Soit A = (@ij)1<i,j<n Une matrice symétrique définie positive. On démontre tout d’abord
que toutes les sous matrices principales de A sont symétriques définies positives et par
conséquent elles sont inversibles.

Soit

ail .. . ag

Ay

akglr .- - . Qg

une sous matrice principale de A. On va démontrer que la matrice Ay, est symétrique définie
positive, i.e. Vw € R¥ : wT Ajw > 0.

w

0

Soit w € R¥ et v = . €R"™. On a:

wl Apw = o7 Av.

Or A une matrice symétrique définie positive donc
wl Apw = v Av > 0

Ce qui prouve que la matrice Ay est symétrique définie positive et inversible par conséquent.

La matrice A vérifie, donc, la condition de la factorisation LU. Alors il existe une unique
matrice triangulaire inférieure L (avec les éléments diagonaux égaux & 1) et une unique
matrice triangulaire supérieure U(avec des éléments strictement positif sur la diagonal &
cause du déterminant > 0) telles que :

A=LU
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On considére ensuite la matrice diagonale

Uh, O . . . 0
0 Us
0
A =
0
0 0 . . 0 U

Nous avons alors
A= (LA).(A"'U) = BC'.

Comme A est symétrique, on a BC' = CT BT ou encore
C(BT)—I _ B—ICT

et on calcule explicitement ces matrices (& gauche triangulaire supérieur, a droite triangu-
laire inférieure, chacune avec des 1 sur la diagonale). L’égalité n’a lieu que si c’est I'identité
ou encore C' = BT,

— Unicité : On suppose qu’il existe deux matrices réelles triangulaires inférieures B et C
telles que :
A=BBT =cc?, (14)
et on démontre que B = C'
L'égalité |14 permet d’écrire : 2B = C7 (BT) ' = ¢ (B~1)" = (B-1C)".
Le terme C' !B est une matrice triangulaire inférieure et (B*IC’)T est une matrice tri-

angulaire supérieure, ’égalité n’est possible que lorsque ces deux termes sont des matrices
diagonales, c’est-a-dire :

d1 0 . . . 0
0
c'B=(B'0) =D = :
0
0 dnn
avec Vi € 1,..,n dy > 0
Donc r .
(B7'C)" =B7'C=(C"'B)"
D D-1
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et par conséquent
D=D"'<=Vicl,.,ndy<c{-1,1}.

Et vu que Vi € 1,..,n d;; > 0, donc Vi € 1,..,n d;; = 1, c’est-a-dire que
D=1,

Enfin
D=1, B 'C=1,< B=C.

Ce qui prouve 'unicité de la décomposition
O

Proposition 6 (Méthode de Cholesky). On considére A une matrice carrée de taille n x n
symétrique définie positive et un vecteur colonne b de taille n. On note

la matrice de la décomposition de Cholesky A = BB!. Alors pour tout i, j € [1,n] tels que i > 7,

j
aij = § bikbj k-
k=1

Ainsi pour la premiére colonne j = 1 nous avons :

o pour 1=1": a1 = b%,l d’ou b171 = 4y/ai1,1,

. N az1
opouri=2:azq =byib dotby; = oL

1,1
o
. N an,1
O POUr ¢ ="n: an1 = b1,1by 1 doit by = b—
1,1

Nous avons donc la premiére colonne de la matrice B. Puis on procéde par récurrence. On
suppose connue les j — 1 premiéres colonnes de la matrice B. Alors pour la j-iéme colonne :

. 12 2 [N R L R2 _ 12

o pouri=j:aj;=>bj;+..+0bj; doub;;= \/am b1 = = b1
@415 — bjp1.1bj1 — o — bj1 1D

P . _ N _ Y41y J+1,195,1 J+1,5—-1Y%5,5—-1

o pouri? = ]+1 : aj+17j = j+1,1bj,1+~'+bj+1,jbj,j d’ou bj+17j = b )
WAV
o:
Gn,j — bn,lb‘,l — . bn,j—labj,j—l

opourt=mn: Qp,j = bnylb‘J + ...+ bn7jbj,j d’ou bn’j = b
5]

Ce qui détermine la matrice B. Il ne reste plus qu’a résoudre By = b par la méthode de
descente et B'x = y par la méthode de remontée.
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Remarque 12. Nous avons
det(A) = (bl)l...bmn)Q > 0.

En particulier les b; ; sont non nuls.

Exemple 9. On considére la matrice

Alors la matrice A est symétrique définie positive car symétrique et

xa=(X-2?-1=(X-3)(X—-1) ie Sp(4)={1,3}CR%.

Par décomposition de Cholesky il existe une unique matrice B triangulaire inférieure telle que
A = BB, Puis, d’aprés la méthode de Cholesky, nous avons

a 1 —— V3
b21:£:_57 b2,2= G,Q,Q—b%l:ﬁ.

b1,1 =4/a1,1 = \/i , b
1,1

Donc la décomposition de Cholesky de A est donnée par
1

A:\/io ﬂ_T
1¢§0f

«hS

V2 V2 2

1
. Alors on résout By = b par la méthode de descente

On considére un vecteur colonne b =

b2+iy1
_ 1 _ ver 1
yl_ﬁ’ Y2 = \/g —\/i\/g
V2

Enfin on résout B'x = y par la méthode de remontée

1
+ —=x
S R CRRC R SND S-}
V33 V2 26 3
V2
2
de Az = 0.

Nous avons donc obtenu la solution x = 3
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3.2 Calcul du nombre d’opérations élémentaires

Comptons le nombre d’opérations élémentaires rencontrées dans la méthode de Cholesky :

o n racines carrées,

-1
on—14+..4+41= n(nT) divisions,
n® —n e n®—n oo :
o multiplications et additions (soustractions) :

n o n . n ' ' n—1 n—1 n—1 ) 7’L2('fl _ 1) n(n _ 1)(2’/’1, - 1)
3301 = Yol =) = Yok =3k = P nl
j=li=j j=1 k=0 k=0 k=0

_nn—1)Bn—02n—-1) n®-n
B 6 -6
o Pour les méthodes de remontée et de descente : 2n divisions, n(n — 1) additions et multi-
plications.
n2 3

Par conséquent nous avons un ordre de m racines carrées, - divisions, — additions et

multiplications ce qui est légérement inférieur a I’ordre des opérations dans la méthode de Gauss
si on ne compte pas les racines carrées. On favorisera donc la méthode de Cholesky pour les
matrices symétriques définies positives.
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Deuxiéme partie
Résolution numérique d’équations
différentielles

1 Intégration numérique

Etant donné une fonction f continue sur un segment [a, b], on cherche & calculer numérique-
ment (car on ne connait pas de primitive usuelle) 'intégrale de Riemann

b
/ f(@)de (15)

La plupart des algorithmes procédent en subdivisant le segment [a,b] en plusieurs sous-
intervalles
a=x9) <1 <...<$N:b7

[ wae = > [ s
/fmz—i-th

ou h; = x;4+1 — ;. Chacune des intégrales de l’expression précédente doit étre évaluée. On se
concentre, dans la suite, en posant g(t) = f(xo + thg), sur la premiére intégrale

et en remarquant que

||M

A gt (16)

dont on cherche une valeur approchée.

1.1 Formules de quadratures

L’intégrale peut-étre approchée par la formule de quadrature
s
> bigles) (17)
j=1
ot les ¢y, ..., cs sont les noeuds de la formule de quadrature et by, ..., bs, en sont les poids. Une

formule de quadrature est d’ordre p si elle est exacte pour toutes les fonctions polynomiales de
degré p — 1, i.e. pour tout polynéome P de degré inférieur ou égal a p — 1, on a

/ P(t)dt = ibjp(cj).
0

J=0

Proposition 7. Une formule de quadrature est d’ordre p si et seulement si

S
_ 1
ijc? =2 pour ¢g=1,...,p (18)
; q
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1.1.1 Formules des rectangles et du point-milieu, sommes de Riemann

Les formules de quadratures les plus simples consiste & approcher l'intégrale par la
valeur de la fonction g en un point ¢ de lintervalle [0,1]. On appelle formule des rectangles
lorsque ’intégrale est approchée par

9(0) ou g(1)
et formule du point-milieu lorsque cette intégrale est approchée par
1
g 9]

Pour une grille de discrétisation, on obtient pour 'approximation de l'intégrale (16]) ’expres-
sion suivante

N—-1
Z Tit+1 — (51) & € [xivxiJrl] .
=0

qui correspond & la somme de Riemann. On montre que ces sommes convergent vers

/ab f(z)dz

lorsque la finesse max;—g. n—1 (2,41 — x;) tend vers 0.

Démonstration. On a, comme la fonction est continue, on a I’encadrement suivant

N-1 N-1
(@ig1 — ) mi < Y (i1 — ) f(&) <D (i1 — 21) M;
i=0 =0

ot m; = MiNgely, o, f(2) et M; = max, ey, 2., f(2). On montre que, lorsque max;—o.. y—1 (Tiy1 — ;)
tend vers 0,

P

I
=

i

=2

3 (i1 — xi) (M —my)

Il
<

i
tend vers 0 et que la limite de la somme de Riemann est la valeur de I'intégrale. O

— le théoréme de Heine nous donne : toute fonction continue sur un segment est absolument
continue, ¢.e.

— ce sont aussi deux fonctions en escaliers définissant 'intégrale de Riemann.

Numériquement, il est plus judicieux d’utiliser la formule du point milieu

/Olg(t)dt ~g (;) .

car elle est exacte pour les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 1 (¢f. Proposition

26



1.1.2 Formules de Newton-Cotes

En fixant les nceuds ¢y, ..., ¢, distincts, s > 2, la condition ([18)) avec p = s représente un
systéme linéaire
1 1 ... 1 by 1
b 1
C1 Co ce Cs 2 2
s—1 s—1 s—1 1
Cl C2 CS bS s

qu’il faut résoudre. La matrice, qui est une matrice de Vandermonde, est inversible et la résolution
du systéme nous donne une formule de quadrature d’ordre p = s.

Démonstration. On calcule le déterminant de la matrice

1 1 1
C1 C2 Cs
detV =
s—1 s—1 s—1
c Co cg

en effectuant ’opération
Li«— Li—cLi

en partant de la n® ligne et en remontant jusqu’a la seconde. Il vient,

1 1 1

0 (ca — 1) (cs —c1)
det(V) =

0 ¢ 2(ca—c1) ... & 2(cs—c1)

en développant par rapport & la premiére colonne et en factorisant

1 1
C2 Cg
detV = (ca —c1)(cg —c1)...(cs — 1)
5’ e’
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Par récurrence, on obtient le résultat

det(V) =

II (¢—e)

1<i<j<n
O
Ainsi, en fixant les ¢; = (ij), j = 1,2,...,s, on obtient les formules de quadrature de
Newton-Cotes qui sont répertoriées dans le tableau suivant :

s poids nom ordre
1 1 A
2] 3 3 trapeze 2
1 4 1 .
3| 5 F 3 Simpson | 3 — 4
1 3 3 1
4 3 3 3 3 NeWtOn 4
782 12 32 T
59 9 90 9 80 Boole | 5—6
6|12 7 50 50 75 19 _ 6
288 288 288 288 288 288
41 216 27 212 27 216 AL
7| 50 80 840 si0 546 sd0 o | weddle | 7T—8

TABLE 1 — Formules de quadrature de Newton-Cotes pour 2 < s < 7.

On remarque que pour la formule de Simpson, il est évident que la condition

S
_ 1
D bidf =
: q
j=1
est satisfaite pour ¢ = 1,2, 3, la méme condition est satisfaite pour ¢ =4 :

1 4 4 (1\* 1 1
.03+ =. (= Z13==Z
505 (3)
mais plus pour ¢ =5 :

6 6 \2 67 2475

Construite pour étre d’ordre 3, la formule se révéle étre d’ordre 4. Plus généralement,

1 4 /1\*' 1 1
-04+-(> pipo2 1l

Proposition 8. Si une formule de quadrature symétrique,i.e. pour tout j =1...s,
Cj = 1-— Cs+1—j et bj = b5+1_j s

est exacte pour les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal & 2m — 2, m > 1, elle est
automatiquement exacte pour les fonctions polynomiales de degré 2m — 1. Autrement dit, une
formule de quadrature symétrique & toujours un ordre pair.
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Démonstration. Un polyndome de degré 2m — 1 peut s’écrire sous la forme

s =c (- ;)m For(t)

avec ¢1(t) un polynome de degré < 2m — 2. Il suffit alors de montrer qu’une formule symétrique
est exacte pour (f — %)2m_1.

A cause de la symétrie de cette fonction, la valeur exacte vaut

1 1 2m—1
[(-3)" a0
0 2

L’approximation numérique satisfait

s 1 . s 1 .
Zbﬂ'(cﬂ' - 5)2 ' = E boyi—j(1—csp1—5 — 5)2 !
Jj=1 j=1

S 1 .
= — E boyi—j(Csy1—j — 5)2 1

=1

- 1
= — ij (¢j — 5)2’”_1 (changement d’indice)
j=1

ou encore

O

Ainsi, la formule du point milieu & méme ordre que la formule du trapéze, précisément 2; la
formule de Simpson & méme ordre que la formule de Newton, précisément 4, etc..

1.2 Etude de ’erreur

On cherche dans cette section, un encadrement de l'erreur d’approximation de I'intégrale
initiale par les méthodes par les formules de quadratures

1=

b N—-1 s
e(f,N) :/ f@)de =" hy Y bif (@i + ¢jhi).
a 0 j=1
On se concentre sur 'erreur commise sur la premiére intégrale a évaluer ,

1 s
eo(f) = ho/o f(zo + the)dt — hy ijf(:ﬂo +cjho) .

Jj=1

Proposition 9. Soit f une fonction k fois contintiment dérivable et p ’ordre de la formule de
quadrature tel que p > k. Alors

eo(f) = hg! /01 Ni(7) f®) (zo + The)dr (19)
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ot Ni(7) est le noyau de Peano, défini par

77_k S C‘—Tk_l
Nk(T):(l k') _ij(] )+

et ho =1 — Xo-

Démonstration. On pose g(t) = f(xo+thg). Nous pouvons écrire la formule de Taylor avec reste
intégral,

kz‘jtj’gm /t(t_) 0O ()dr
=0 o (k—1)!
h(t)
., tho tho (tho — T)k_l
f(xo + the) = Z F9 (o) + hE /O Wﬂk)(ago + Tho)dr
=0
J h(t)

La formule de quadrature est d’ordre supérieur a k, le terme polynomial de degré inférieur
ou égal & k — 1 ne contribue pas & ’erreur car la formule de quadrature est exacte, il vient donc :

1 s
eo(f) = h(t)dt — > b;h(c))
=kt / / f(k)(xo—l—rho drdt — Zb / A(Czk__Til;lf(k)(xo+Tho)d7'
j=1 70 '
s ) k
— // (t—r)* Usteume (xo—&-Tho)dT—ij/l(czk_i; %) (g + Tho)dr
=t 70
L@ —r)k (¢ —1)E !
- hSH/o K _;bj G | /et Thoydr
O

Ainsi, en sommant les erreurs on obtient,

Proposition 10. Soit f une fonction k fois contintiment dérivable et p ’ordre de la formule de
quadrature tel quep > k. Alors

(£, )] < Wb~ ) a7 y/ Ny (7)dr

ol h = max;—o,...,.N—1 ;.

Démonstration. La formule donne

1
ol < BT[N 79 o + rho| dr
0
1
< W _max (/9@ [Nl
z€[zo,x0+ho] 0
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et comme l'erreur est la somme des erreurs sur chacun des sous-intervalles de la division, on
obtient

N-1
le(f, M) < > leil /)]
i=0
N-1 1
< RFTY T max f(k)(x)‘/ |Ng(7)| dr
— x€x;,xi+hi] 0
N-1
< h*h; max f(k) ‘/ | Ny ()| dr
=0 z€a,b]
L _
< ¥ max [19@)] [ 1N ar S
z€la,b] 0 =0
qui donne le résultat. O

Par exemple, pour la formule du point milieu on obtient la majoration de l’erreur suivante

£, M| < 51 (b — @) max [17(@)]

pour la formule du trapéze

1
e N)| < 13h%(b = @) max |f"(a)]

et pour la formule de Simpson
—h‘l b— @ .
e )| < g (6 — @) mase |F0(@)

Toutes les constantes ont été obtenus en utilisant le fait que pour une formule de quadrature

d’ordre p
1 1 —1
1 —T)P
N,(T)dr = / b dr
/0 »(T) . E

1 ° 1(c-—T)P*1
- - b AR
o+ 1) 2_:/ o
1 > % (¢;j—T)Pt
- = N, GG =7 -
1) Z/ o
1 1 .
AR el
j=1

et la constance du signe de N, (7).
Par exemple pour la méthode de Simpson

1
1/1 5 1
Ny()dr=—— [z - =) = ——.
/E [Na(m)ldr = =5, (5 24) 2880
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2 Méthodes d’Euler et méthode de Runge-Kutta

Dans cette section nous présentons des méthodes numériques de résolution d’équations diffé-
rentielles "4 un pas" ou le calcul ne dépend que des résultats de ’étape précédente.
On cherche & résoudre numériquement 1’équation différentielle du premier ordre

y(x) = flz,y(z))
(20)
y(0) = wo
olt f: R — R est une fonction connue et de classe C! sur un voisinage de (0, o), yo fixé. On
admet qu’il existe un réel o > 0 tel que le probléme posséde une unique solution y(x) de
classe C! sur [0, af.
Pour ce faire, on cherche une approximation de la solution en subdivisant 'intervalle [0, ],
T < a, enisous—intervalles réguliers d’extrémités 0 =z < 21 < ... < z; =th< ... <zy =T
avec h = § : le pas de discrétisation.

2.1 Méthode d’Euler
En intégrant I'équation sur [0, h], on a
1
y(h) = o+ h / g(v)dv (21)
0

avec g(v) = f(vh,y(vh)).

La méthode d’Euler consiste a approcher l'intégrale de 1’équation par la formule de
quadrature des rectangles (& gauche)

1
| otwiav =900
0
On obtient le schéma numérique de la premiére étape

y1 =yo +hf(0,v0). (22)

Ici y; est approximation de y(z1) = y(h). On montre que y; — y(h) = O(h?).
On note, dans la suite, y,, 'approximation de y(x,) = y(nh). On applique aux étapes 1 <
n < N — 1 suivantes, le méme schéma & un pas

Yn+1 = Yn + hf(JUn, yn) (23)

On montre alors que pour h suffisamment petit il existe A > 0 et C' > 0 tel que

C
[ylan) =yl < B2 (eMov o) — 1), (24)

et que le schéma converge lorsque h tend vers 0.
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2.2 Meéthode de Runge

La méthode de Runge consiste & approcher 'intégrale par la formule de quadrature du point
milieu
h h
Y(Tns1) 2 yn +hf | 20+ 57:‘/(1'71 + 5)

et de remplacer la valeur y(x,, + %) inconnue par sa valeur approchée par la méthode de d’Euler

h h
Ynt+1 = Yn + h.f (xn + 57 Yn + 2f<xn7yn)) . (25)

2.3 Méthode de Heun

La méthode de Heun consiste & approcher l'intégrale par une formule de quadrature d’ordre
3

Y(Tnt1) > Yn +Z (f(xn,yn) +3f (xn + %,y (xn n 2;)))

et de remplacer la valeur y(z, + %) inconnue par sa valeur approchée par la méthode de de

3
Runge

2h 2h

h h h
Ynt+1 = Yn + Z (f(xmyn) +3f <xn + gayn + ?f <xn + gayn + 3f($nayn)>>) . (26)

2.4 Euler implicite

La méthode d’Euler implicite consiste & approcher I'intégrale par les rectangle & droite

Yn4+1 = Yn + hf(xn+1; yn+1)

associé a la recherche de la valeur y,,+1 en cherchant la racine de la fonction

h(y) = yn + hf(Xni1,9) =y
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Troisiéme partie
Calcul de la transformée de Fourier et
applications

Dans le traitement de signaux, ot on est confronté & une immense quantité (plusieurs milliers
ou millions) de valeurs numériques, la transformée de Fourier est un outil inévitable. De plus,
les données ont souvent une certaine périodicité ce qui rend la transformée plus efficace. Elle est,
par exemple, trés utilisée dans le traitement des sons ainsi que pour la compression d’images.

contenu...

1 Coefficients de Fourier
1.1 Coefficients de Fourier des fonctions continues par morceaux pé-
riodiques

Définition 3 (coeflicient de Fourier exponentiel des fonctions 27-périodiques). Soit f
une fonction dans L' ; si k € Z, on pose :

o)=L 7 pyeittar |,

T o o

qui s’appelle coefficient de Fourier exponentiel d’indice k de f.

Définition 4 (coefficient de Fourier trigonomeétriques des fonctions 2r-périodiques).
Sous les hypothéses précédentes, on définit aussi pour n € N

an(f) = L[ f(t)cos(nt)dt, b,(f)= L f(t)sin(nt)dt |,

™) _x TJ—xn

qui s’appellent coefficients de Fourier trigonométriques d’indice n de f.

1l vient alors, pour k € Net n € N :

wln="L (=0
alf) = 3l =N, el =5 lalh) +ita(f)],

an(f) :Cn(f)"i'cfn(f)? bn(f) :i[Cn(f)—C,n(f)}.

Définition 5 (Coefficients des fonctions T-périodiques). Soit une fonction f & valeurs complexes,
T-périodique, continue par morceaux sur R (resp. C* par morceaux sur R). La fonction g définie

par :
Tx

est alors 27-périodique, continue (resp. C*) par morceaux sur R. Les coefficients de Fourier de
f sont, par définition, ceux de g.
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SikeZetneN,il vient :

T T/2
) =g [ o a=g [ e,

27 -7 -T/2

et de maniére analogue :

an(f) = ;/m £(2) cos (27;”) dz, bu(f) = ;/m () sin (27;”) dz.

—T/2 —-T/2

. . . T . 2mx
Dans la suite, on travaillera avec les fonctions 27-périodiques, le changement de variable ¢ = T

permettant de s’y ramener.

Proposition 1. Si f est une fonction de L', les fonctions
f, g:t f(—t), et,pour a € R, f,:t+ f(t+a),

le sont également et
— pour tout k € Z, cx(f) = c_1(f).
— Si f est a valeurs réelles, alors a,(f) et b,(f) sont réels.
— De plus ¢k (g) = c—r(f), an(g) = an(f) et bu(g) = —bu(f).
— Si f est paire (resp. impaire), les b, (f) (resp. les a,(f)) sont tous nuls.

— Enfin cx(f,) = e*e(f).

11 résulte de tout cela qu’il est préférable, lorsque la fonction est paire (resp. impaire) de
travailler avec les coefficients de Fourier en cosinus (resp. en sinus). En revanche, lorsque la
fonction est & valeurs réelles, il n’est pas a priori plus simple de travailler avec ces coefficients
bien qu’ils soient réels. Il conviendra de s’adapter suivant les cas.

Proposition 2 (Coefficients de Fourier d’une dérivée). Soit une fonction f, 2w-periodique, conti-
nue, de classe C'! par morceaux sur R, & valeurs complexes. Alors, si k € Z :

|en(f)) = iker(£)] -

Si f est de classe C?~! sur R et de classe C” par morceaux sur R, alors

cr(fP)) = (ik)Pex(f).

En particulier, dans ce cas,

01 < 55 (52 [ 1P 0l). (1)

Il faut avoir constamment a Desprit que la relation c;(f®) = (ik)Pcx(f) provient de 'éga-
b

lité : / o' (t)dt = u(b) — u(a). Valable pour une fonction u continue et C! par morceaux et qui

est falfsse lorsque u n’est plus continue (les sauts de u en ses points de discontinuité interviennent
alors).

Les relations de domination sont importantes car elles permettent, entre autre, de justifier
la dérivation terme a terme de la série de Fourier d’une fonction f (par exemple, si on cherche une
solution périodique d’une équation différentielle sous forme de la somme de sa série de Fourier).
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1.2 Sommes partielles d’une série de Fourier
Définition 6. Soit f une fonction 27-périodique, continue par morceaux sur R, & valeurs com-
plexes. Pour tout entier naturel p, la somme :

P

Sp(f)(@) = Y erl(f)e™ = % + 3 lan(f) cos(na) + ba(f) sin(na)]

k=—p n=1
est appelée somme partielle de rang p de la série de Fourier de f au point z.

Si la suite (Sp(f)(x))pen est convergente, la série de Fourier de f est dite convergente au point
x et sa somme est par définition : lim S,(f)(x). rem Le coefficient ¢o(f) = ao(f)/2 représente
p—00

la valeur moyenne de f sur un intervalle de periode.

Attention : si les deux séries E c_w(f)e ke et E cr(f)e™*® convergent, la série de Fourier
k>1 k>0
converge au point z et

p—o0

lim S,(/)() = 3 e (e ™ + 3 ex(f)e.
k=1 k=0

Mais la réciproque est fausse, comme le montre ’étude en 0 de la somme partielle de la série
de Fourier de la fonction f définie par
f(x) =z —msur]0,2n], et f(0)=0

et prolongée par 2m-périodicité. Elle est impaire et on trouve

2 )
b, =——d = —.
(f) n onc ¢k (f) L
2 Transformée de Fourier
Définition 1. Pour f € L*(R), c-a-dtelle que
“+o0
/ |f(z)|dx < 400,
—00
on définit la transformée de Fourier de f par
R +oo
FUNQ =) = [ expl-ign) ()i, (28)
— 00
—+o0
Certains auteurs prennent aussi pour définition : / exp(—2iméx) f(x)dx. On remarque

aisément que
—+oo
/ exp(—2iméx) f (x)dx = F[f](2nE).
—0o0
Donc les résultats ne concernant que le comportement de la transformée de Fourier sont valables
quelle que soit la définition. Il faut juste faire attention aux constantes. En particulier :

Théoréeme 1. Si f € L'(R), F[f] est une fonction continue qui tend vers zéro quand & tend vers
I’infini. De plus

sup | FIf]()] < / @)t

z€R
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Espace de Schwartz. Introduisons maintenant un espace de fonctions, utile pour les distri-
butions : I'espace de Schwartz

S = {f € C®(R), Vp,q€N, 30,y >0, Vo € R, |27 f@ ()| < C,,,q}.

Autrement dit f est C* et n’importe quelle dérivée de f décroit & l'infini plus vite que toute
puissance de x. L’exemple le plus simple de fonctions de S est f(z) = exp(—2?). La transformée
de Fourier laisse ’espace de Schwartz stable.

Théoréme 2. Si f € S(R), alors F[f] est dans S(R).

.132

Nous verrons en exercice que si f(z) = exp(—z?), alors F[f](z) = /7 exp ( 1 ) Ce calcul

nous permet de montrer que
Théoréme 3 (Inversion). Si f € S(R), alors on a pour tout © € R

@) = = [ e F ).

:271'R

Autrement dit,

| FIFIF)(—2) = 2nf(x). |

Théoréeme 4 (Relation de Parseval). Si f et g sont dans S(R), alors

[ s@Fg e = [ At
R R

Corollaire 1. Si f et g sont dans S(R), on a :

[ @@z = o [ F@FEw .

En particulier

2, 1 2 2de
[ e = 5= [ 7@ P

Fonctions intégrables. Ces résultats peuvent s’étendre au cas des fonctions intégrables. Mais
dans ce cas il faut faire attention que la transformée de Fourier d’une fonction intégrable n’est
généralement pas intégrable.

Exemple : si f(x) = 1, () avec —00 < a < b < +oo. Alors f € L*(R), f € S(R) et

716 = Fep (- Y (L72)).

Et ainsi F[f] ¢ L'(R).
Néanmoins les propriétés sont toutes vraies (et aisément vérifiables).

Proposition 11.

L FCO)©) = FIACO,  FIAE = Fe).
2. FUf(t - a)(€) = exp(—ia®) FIFI(E),  Flexpli&ot)|(€) = FLAE — &).
3. Flf(at)(© = = A5,

la] a



4. Si f®) est dans L'(R), alors F[f®)](¢) = (i&)P F[f](€).
5. Si tPf(t) est dans L*(R), alors %]—'[f](f) = (—9)PFP f(1)](€).
L’interprétation de ces propriétés est la suivante :

2. Flf(t — a)](§) = exp(—ia&) F[f](§) : une translation dans le domaine temporel induit une
modulation dans le domaine des fréquences.

1
3. Flf(at)](€) = M]—"[ﬂ(i) : une contraction dans le domaine temporel induit une dilatation
dans le domaine des fréquences.

4. Si f’ est dans L'(R), alors F[f'](€) = (i€)F[f](€) : la dérivation dans le domaine temporel
induit une similitude dans le domaine des fréquences

De plus
Proposition 3. Si f et g sont dans L'(R) :
1. les produits fF[g] et gF[f] sont intégrables et ont méme intégrale.
2. De plus F[f % g] = F[f]F|g]. Ainsi une convolution dans le domaine temporel induit un

produit dans le domaine des fréquences.

La transformée de Fourier transforme le produit de convolution de deux fonctions intégrables
en produit de fonctions.

Théoreme 5. Si f et F[f] sont intégrables, alors pour tout € R

1
o

f(@) / ¢ FLf)(t)dt.

Corollaire 2. La transformée de Fourier des fonctions intégrables est linéaire et injective, c-a-dque
pour tout f et g dans L'(R), F[f] = Flg] implique f = g presque partout.

Le tableau ci-dessus donne les transformées de Fourier de quelques fonctions.

/ FIf f FIf
sin( A 2 A
T—a,a(x) 2&m£( ) ( - Z) 1_a,4)(x) W
) )
snlz(QaQU)7 a>0 T (1 — 2|§|> 11_a/2,0/2)(§) | exp(—ax)ly>0, a >0 T
2 1
exp(—alz|), a >0 2 ‘1('152 112 mexp(—|¢|)
exp(—art), a >0 \/jeXp (i) Sizx Tlgi<1

Fonctions de carré intégrable.

sin(t)

t — =~ sont des fonctions non intégrables, mais de carré intégrable.

t

On peut étendre la notion de transformée de Fourier aux
fonctions de carré intégrable ou physiquement aux signaux d’énergie finie. Ainsi ¢t — 1/t ou

R
Définition 2. Soit f € L%(R). Si / exp(—itf) f(t)dt a une limite quand R tend vers +oo pour
-R

(presque) tout ¢ € R, alors la fonction de ¢ ainsi définie appartient a L?(R). C’est la transformée

de Fourier de f, notée encore F[f] ou f.
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R
Ainsi si f € L2(R), F[f] est la limite dans L2(R) de £ — / exp(—ité) f(£)dt.
-R
Proposition 4. 1. Si f et g sont de carré intégrable,

| 50w = 5- [ Fi©Fles

2. Sife L?(]R),alorSQi / FLA1(6)Pde = / f(2)2dz = || fII2 (égalité de Parseval-Plancherel).
T JR R

3. Si la suite de fonctions f, converge dans L%(R) vers f, alors F[f,] converge aussi dans
L2(R) vers F[f].

On remarquera que ces propriétés sont I’extension a L?(R) des propriétés vues sur S(R).
Concernant la convolution, on a

Proposition 5. 1. Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable, alors f x g est une fonction
continue et bornée telle que

Ve eR, [(f*9)(@)] < [|f2llgll-

De plus elle tend vers 0 quand |z| tend vers +oo. De plus
1 .
(F+ o)) = 5= [ e FU) ) Flgl(a)da. (29)

2. Si g est dans L'(R), alors f x g est dans L?(R) avec

1 *gll2 < [l fll2llgl-

De plus reste valable.
3. Si f € LY(R) N L?(R), les définitions [1| et [2| coincident.

3 Transformée de Fourier discréte (DFT).

Supposons maintenant que la fonction f 27-périodique soit seulement connue pour les x de

la division équidistante
21y .
szw, ]:0,1,,N—1
et posons y; = f(x;). Si nécessaire, on peut prolonger (y;) & une suite N-périodique en posant
Yj+N = Y; pour tout entier j. Sur la figure suivante, on a N = 8.

4

3 Y
Y1 Y2 Y3

Yo

0 7 2T
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Par analogie avec (??), on cherche & exprimer cette suite par
N-1 N-1
y; = E 2etFti = E b, avec w = ¥V, (30)
k=0 k=0

Cette fois la relation d’orthogonalité discréte (noter que w™ = 1)

1—w(=DN
1—wk-1

=0 sik#! (modulo) N
N—1 N-1

Wl ki — Z wk=Di —
=0

=0

i
N si k =1 (modulo) N

nous aide & trouver les z; & partir de . Par parfaite analogie avec la preuve ci-dessus pour
(?7), on multiplie I’équation par w™" et on additionne de j = 0 & N. Tous les termes, sauf
un, disparaissent et on obtient la transformée de Fourier discréte (DFT)

1 N-1
—kj
2k = N jZO ij j. (31)

Si y; = f(x;), nous écrivons aussi fj\v(k) = 2z, pour les coefficients de la transformée de
Fourier discréte. Comme yy = yo, la valeur 2z de (31) peut étre interprétée comme le résultat
de la régle du rectangle appliquée a I'intégrale dans (??). En effet pour k fixé :

1 27 ) 1 N-1 )
= o ; flx)e *de ~ o Z (241 — x5) f () ho
§=0
N-1
1 ,
- Z SV =2
7=0

Toutefois, z, = fj\v(k) n’est pas une approximation de ¢, = f(k) pour tout k, car la suite (zy)
est N-périodique (ceci est une conséquence de w’ = 1) alors que f (k) converge vers zéro si k
tend vers oo.

Quelques remarques générales avant de continuer. Notons Py ’espace des suites N-périodiques

Py = {(yr)rezlyr € C, ypen = yi}-

La transformée de Fourier discréte de y = (yr) € Py est la suite z = (zg)gez OU zi est donné
par .
Proposition 6. On note z = Fn(y).

1. Pour y € Py, z = Fn(y) € Py.

2. L’application Fy : Py — Py est linéaire et bijective.

3. l'application inverse de Fy est donnée par

Fy'=NFx.
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Etude de Perreur.

Pour la division équidistante

21y
z; = i =0,1,...,N 1
J N J
de Pintervalle [0, 27] et pour yo,¥1,...,yn—1 donnés, on cherche un polyndome trigonométrique
(une combinaison linéaire finie de fonctions e?**) passant par (z;,y;) pour j =0,...,N — 1.

Théoréme 6. Pour yo,y1,...,yn—1 donnés, soit (z;) sa transformée de Fourier discréte (3I)). Si
N est pair, le polynéme trigonométrique
1 . . .
pN(-T) _ 5 (ZiN/2eszx/2 + ZN/261N1/2> + Z Zkezkx
|k|<—N/2

satisfait py(z;) = y; pour j =0,1,...,N — 1.

On remarque que si les yy sont réels, alors py est une fonction réelle, c’est-a-dire une combi-
naison réelle de sin kx et cos kz.
Supposons maintenant que y; = f(z;) ou

flz) = Z e, o = f(k)

k=—o0
est une série de Fourier qui converge absolument pour tout z.

Théoréme 7. Alors pour tout = € R,

s -t < [F(5)|+[F(-5)]+2 X |l

|k|>N/2
De plus si f est p-fois dérivable (avec toutes ses dérivées continues), on a
f(@) = pn(z)] = O (NP,

Ce théoréme permet une interprétation intéressante. Considérons une fonction 27-périodique
de fréquence maximale M (c’est-a-dire, pour |k| > M, f(k) = 0). Alors le polynéme trigonomé-
trique donne le résultat exact ( py(z) = f(x) pour tout x) si N > 2M. Ce résultat ( le théoréme
d’échantillonnage ) nous donne une formule pour le nombre d’échantillons nécessaires pour une
représentation exacte d’une telle fonction.

3.1 Compression des données

Etant donnée une suite N-périodique (y;) et sa transformée de Fourier discréte (zj), lidée
est de supprimer dans la représentation pour y; tous les termes dont la valeur absolue de
21 est en-dessous d’une certain seuil (par exemple, 3% du coefficient maximal).

Le premier dessin de la figure suivante montre la digitalisation d’une son. On a enregistré
22000 impulsions par seconde, dont 1024 sont dessinées (ceci correspond & 1024/22—46,5millise-
condes). On observe bien une certaine périodicité des données.

Pour les N = 1024 nombres (y;) on a calculé la transformée de Fourier discréte zj. La suite
de leurs valeurs absolues est dessinée dans la deuxiéme image de la figure pour k = 1,...,170
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(comme les y; sont réels, on a zy_j = z_j = 2z, et il n’est pas nécessaire de dessiner les valeurs
pour k > N/2; pour 170 < k < N/2 les zj, sont inférieurs & 0,072).

La théorie de ce paragraphe est basée sur le fait que f(z) est une fonction périodique. Cepen-
dant, la période du signal n’est visiblement pas égale & N = 1024, mais elle est plutot proche de
N =997. Si l’on calcule 1024 valeurs de f(x) sur une période exacte (par interpolation linéaire)
ainsi que leur transformée de Fourier discréte, on obtient la troisiéme image de la figure. Cette
fois, on peut beaucoup mieux observer la fréquence principale (5 x 22000/997 ~ 110 Hz) ainsi
que les harmoniques (multiples de la fréquence principale).

Maintenant nous supprimons tous les coefficients z; dont la valeur absolue est inférieure a
10% de la valeur maximale. Les 16 coefficients restant sont dessinés dans le quatriéme dessin de la
figure. Ainsi, la vraie information contenue dans le signal ne contient que 16 nombres complexes
au lieu des 997 valeurs réelles y;.

Pour décoder le signal, nous utilisons la formule avec les zj, restant aprés la compression.
Le résultat (décodage) est dessiné en bas de la figure. On peut constater que le signal original
est trés bien reproduit.

La conclusion de cette expérience est la suivante : au lieu de stocker les 997 valeurs du signal
original, il suffit de stocker quelques coefficients de la transformée de Fourier discréte sans perdre
de l'informatisation visible.

200F data <aaaa>
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Dans le deuxiéme dessin de cette figure on voit que les fréquences dominantes du son sont si-
tuées dans 'intervalle |k| < 60. Comme la longueur de l'intervalle dans la figure est de 1024/22000
secondes, la valeur maximale M correspond a 60 x 22000/1024 ~ 1390 Hz. Alors, N = 128 échan-
tillons sont suffisants pour représenter correctement le signal. Dans la figure suivante sont dessinés
les polynomes trigonométriques py(x) (pour N = 64,128 et 256 ) passant par y; pour j = 0
modulo (1024/N). ou y; sont les données de la figure précédente. On voit que la représentation
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est bonne a partir de N = 128. 1l suffit alors d’utiliser chaque huitiéme échantillon (une autre
possibilité de compression des données).

Wwwijﬂ

WW\WWWWW

N =064

VAV Sh

3.2 Transformée de Fourier rapide

Pour (y;), 7 = 0,...,N — 1 donnés, un calcul direct de la transformée de Fourier discréte
(zk), k=10,...,N —1 (cf. ) nécessite N2 multiplications et additions. Dans ce paragraphe,
nous présentons un algorithme qui fait le méme travail en N log, (V) opérations. Cet algorithme
est di & Cooley & Tukey (1965). Nous supprimons le facteur 1/N dans et nous utilisons la
notation

2=Fny), A=y gy wn =N

Faites attention & la redéfinition de Fy (par rapport & la proposition @

Lemme 1. Soient u = (ug,uy,...,un—1), v = (vg,v1,...,0n—1) et définissons
y = (uo,v0,U1,01, ..., UN—-1,UN—1)-
Alors pour k= 0,1,...,N — 1, on a avec woy = €™/ :
(Fan @)k = (Fn(u)k + won (Fiv(0)k (32)
(Foan@)in = (Fa(w)e = won (Fa(v))g-

La formule nous permet de calculer (avec N multiplications et 2N additions) le vecteur
Fan(y) & partir de Fy(u) et Fy(v). La méme procédure peut étre appliquée récursivement aux
suites u et v si elles ont une longueur paire. Si ’on suppose que N = 2™, on obtient I’algorithme
présenté dans le schéma suivant (pour N = 8 = 23)
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La programmation de cet algorithme se fait de droite & gauche. D’abord, on met les y; dans
d’ordre exigé par d’algorithme. Aprés, on effectue les opérations de comme indiqué dans le
schéma. Pour passer d’une colonne & une autre on a besoin de N/2 multiplications complexes
et de N additions (ou soustractions). Comme m = log,(NN) passages sont nécessaires, on a le
résultat suivant.

Théoréme 8. Pour N = 2™ |, le calcul de Fi(y) peut étre effectué en & log, (/) multiplications
complexes et N log,(N) additions complexes.

Pour mieux illustrer 'importance de cet algorithme, nous comparons dans le tableau suivant
le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de Fiy(y) avec ou sans FFT.

N N? | Nlog, N | quotient
25 =32 | ~103 160 ~ 6.4
210~ 10° | ~10° | =~ 10 ~ 100
220~ 100 | =~ 10" | 2107 | = 5-10*

L’inverser de la transformée de Fourier discréte. Pour le décodage il faut calculer les y; &
partir des z; & l'aide de la formule (??) et de la proposition [6| Pour en obtenir un algorithme
rapide, il suffit de remplacer w}, dans par wh .
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Quatriéme partie

Travaux dirigés

1 Pivot de Gauss

1.1 Meéthodes de remontée et de descentes

Exercice 1. Trouver les solutions des systémes suivants :

1 2 3 1 6
01 2 x| T |3
0 0 1 T3 1
1 00 1 1
2 1 0 zo | = |3
3 21 x3 6

1.2 La méthode du pivot de Gauss

Exercice 2. On considére le systéme suivant :

5 2 1 T 12
5 -6 2 xTo = 1
-4 2 1 3 3

1. Trouver la solution de ce systéme, en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

2. Calculer le nombre exact d’opérations que vous avez effectuées.

Exercice 3. Trouvez la solution, en utilisant la méthode du pivot de Gauss, du systéme suivant :

11 2 1 1 5
11 4 2 T2 7
3 2 2 2 3 R 10
4 2 2 4 T4 13
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1.3 Choix du pivot

Exercice 4. Reprendre le systéme précédent en essayant d’optimiser le choix du pivot.

112 1| (m 5
11 4 2| 7
3.2 2 2 x3_10
42 2 4) \zy 13

1.4 Méthode de Gauss-Jordan

Exercice 5. Faire I'inversion des matrices suivantes par la méthode de Gauss-Jordan.

1 2
1. A=
2 1
1 5 6

3 15 19

2 Factorisation LU

Exercice 6. On considére la matrice A suivante

9 6 3
A=16 3 1
1 01

—

. Effectuez la décomposition LU de la matrice A, en utilisant le pivot de Gauss.
. Quel est le déterminant de A7

3. Résoudre, en utilisant la décomposition LU, le systéme Ax = b ot :

N

4. Calculer le coiit de cette résolution en terme d’opérations.

46



Exercice 7. Effectuer la factorisation LU des matrices suivantes :

5 2 1 2 4 4 -4 5 2 0 0
5 —6 21> 1 3 1 et 0 -3 -1 -1 0
-4 2 1 1 5 6 0 0 -2 4 1

Exercice 8. Soit A = (a;;)1<i,j<n définie par :
1 sit=jouj=n
A5 = -1 st 7> ]
0 Sinon
1. Démontrer que A admet une décompostion LU.

2. Effectuer la décomposition LU de A pour n = 2,3,4.

3. Démontrer que pour tout n > 2, on a pour les matrices L = (I;;)1<i j<n €t U = (wij)1<i j<n
de la décompoistion A = LU vérifient :

1 sii=j
lij = -1 St 1>
0 Sinon

1 sii=j#n
u;j =< 2171 si j=n

0 Sinon

3 Factorisation de Cholesky

Exercice 9. On considére la matrice A suivante

1. Justifier pourquoi il existe une factorisation de Cholesky pour A.
2. Calculer la matrice B tel que A = BB ot Best une matrice triangulaire inférieure.

3. Résoudre, en utilisant la factorisation de Cholesky, le systéme Az = b ou :
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4. Calculer le coiit de cette résolution en terme d’opérations.

Exercice 10. Effectuez la décomposition de Cholesky des matrices suivantes :

21 00
1 2 1 1 1 1

1100
2 5 41511 5 51>

00 21
1 4 6 1 5 14

00 11

4 Intégration numeérique

Exercice 11. Pou une intégration numérique par la méthode de quadrature, on choisit de mettre
les neeuds ¢; = i, cy = % et c3 = % avec des poids by, by et bs. On souhaite que la méthode soit
d’ordre 3.

1. Trouver les poids b; ou ¢ € {1,2,3}.
2. Donner, donc les expressions, approchées par cette méthode, des intégrales :

/01 g(x)dx,/ab f(x)dx.

3. Cette méthode est-elle d’ordre 47 Justifier votre réponse.

Exercice 12. Pour une intégration par des formules de quadratures, on considére les nceuds
suivants :

— (c1,¢9,c3,¢4) =(0,1/3,2/3,1),

— (e1,c9,¢3,¢4,¢5) = (0,1/4,1/2,3/4,1)

1. Déterminer pour chaque cas les poids (by, ba, b3, bs) des noeuds.
2. Déterminer 'ordre de ces formules de quadratures.

Exercice 13. Déterminer cy, by, by dans la formule de quadrature suivante afin que son ordre
soit maximal.

/0 g(t) ~ b1g(0) + bag(c)

Exercice 14. Montrer que si les nceuds d’une formule de quadrature satisfont Vi ¢; = 1 —csy1_4,
et si la formule & un ordre p > s, alors on a nécessairement b; = bs1_;, c’est & dire qu’elle est
symeétrique.

5 Meéthodes d’Euler et méthode de Runge-Kutta

Exercice 15. Trouver une méthode numérique dans 'esprit de celle de Runge, mais basée sur
la méthode des trapézes.

Exercice 16. Ecrire 'équation différentielle
y'+y' =0, y0)=1, y(0)=1

sous forme résolue du premier ordre. Calculer la solution exacte et la solution numérique avec la
méthode de Runge sur [0, 1], avec h = 1.
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6 Seéries de Fourrier

Exercice 17. Soit f la fonction de période 27, valant 1 si 0 <z < 7 et valant 0 si 7 < z < 2.
1. Ecrire la série de Fourier de f. Tracer le graphe de la fonction f.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier.

Exercice 18. Soit f la fonction paire, de période 27, égale & f(z) = (7 — )% pour 0 < z < 7.

1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

—+oo
2. Montrer que la série de Fourier de f est convergente de somme f(z). En déduire Z — =
n=1
72
5
3. Par intégrations successives montrer ’égalité :
Vr € [0,n], 4nz + (7 — 2)* — 7 —27723324—482 — oy
n=1
+00 1
En déduire Z et Z v
7 'Transformée de Fourrier
Exercice 19. La fonction porte IT est définie par :
1 si—1/2<t<1/2
II(t) = (33)
0 sinon
1. Calculez la transformée de Fourier de la fonction porte.
2. En déduire la transformée de Fourier des fonctions impulsions II; définies par
1 .
7 st =T/2<t<T/2
e (t) = (34)

0 sinon

Que se passe t’il lorsque 'on fait tendre T vers 07
3. Utilisez les propriétés de la transformée de Fourier pour trouver les transformées des fonc-
tions : )
t —
ro=1("50). a0 =, wo=ene
Exercice 20. 1. Calculez la transformée de Fourier de f(x) = e~ 1*l,

2. En déduire les transformées de Fourier de

g(:c)zljimg, h(:c):ﬁ ot K(z) = — 1

ol a € R (Indication : comparer h avec la dérivée de g).
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& Transformée de Fourier discréte

Exercice 21. Calculer a la main la transformée de Fourier discréte de la suite (0, 1,2,3,0, -3, -2, —1).

Exercice 22. Soit f la fonction 27-périodique définie par

do/m silz| <
fz) =

0 six=m.

1. Montrer que les coefficients de Fourier f (k) de f sont :

4(_1)k+1
ik

fO)y=0,  f(k)= k#0.

[\

. Calculer la transformée de Fourier discréte pour y;, j =0,...,N — 1 avec y; = f(27j/N).

w

. Vérifier le résultat obtenu dans l’exercice précédent pour N = 8.
4. Estimer la différence |z, — f(k)|.
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