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Introduction

Dans plusieurs domaines d'ingénierie (mécanique, physique, électrotechnique, électronique,
traitement du signal, analyse des données, etc.), des problèmes concrets et complexes, nécessitent
pour leur résolution le passage par le �calcul numérique �. Une dé�nition, de cette discipline,
est donnée par Nick Trefethen d'Oxford : �le calcul numérique est une discipline qui traite
de la dé�nition, l'analyse et l'implémentation d'algorithmes pour la résolution numérique des
problèmes mathématiques continus qui proviennent de la modélisation des phénomènes réels�.

Ce cours, s'inscrivant dans ce cadre, présente quelques méthodes et algorithmes numériques
pour la résolution de problèmes, que nous avons traités d'un point de vie analytique en premier
semestre. L'analyse de ces algorithmes permet d'aborder les notions de complexité, de conver-
gence et de stabilité numérique. Ce cours est axé sur les trois problèmes centraux suivants :

� Résolution de systèmes d'équations linéaires

� Intégration numérique et résolution numérique d'équations di�érentielles

� Calcul de la transformée de Fourier

Dans une première partie de ce document, nous aborderons quelques méthodes de résolution de
systèmes d'équations linéaires. Ils seront ainsi présentés l'algorithme du pivot de Gauss, l'algo-
rithme de factorisation LU et l'algorithme de factorisation de Cholesky. Dans la seconde partie ,
des méthodes d'intégration et de résolution numérique du problème de Cauchy seront présentées.
Dans la troisième partie, nous revenons sur la transformée de Fourier en présentant des algo-
rithmes de calcul de sa version discrète et ses applications. Ce cours ne vaut pas être exhaustif
pour recouvrir les di�érentes thèmes d'analyse numérique, mais il permet d'avoir un aperçu de
cette discipline. Ce cours est complété par des exercices reportés à la �n du polycopié et trois
TP.

⋆
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Première partie

Résolution numérique de systèmes

d'équations linéaires

1 Pivot de Gauss

1.1 Introduction et remarques

On s'intéresse à la résolution numérique de systèmes linéaires, i.e. de la forme

a1,1x1 + a1,2x2 + . . . + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + . . . + a2,nxn = b2

... +
... + . . . +

... =
...

an,1x1 + an,2x2 + . . . + an,nxn = bn

, (1)

où a11, ..., annet b1, ..., bn sont les paramètres du système et x1, ..., xn sont les inconnues que l'on
cherche à déterminer.

Exemple 1. 
x1 + 2x2 + 3x3 = 8

3x1 − 2x2 + 3x3 = 6

−x1 + 3x2 + 5x3 = 1.

(2)

Remarque 1. Le système de 1 peut être écrit sous forme matricielle :

Ax = b

avec A est une matrice carrée de taille n et x et b deux vecteurs colonnes de taille n :

A =



a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 . . . an,n


, x =



x1

x2

...

xn


et b =



b1

b2

...

bn


Dans ce chapitre, on considère le cas d'une matrice A inversible.
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Exemple 2. Pour notre exemple 2 on a :

A =


1 2 3

3 −2 3

−1 3 5

 , x =


x1

x2

x3

 , b =


8

6

1

 .

Remarque 2. En théorie nous avons directement

x = A−1b,

avec A−1 la matrice inverse de la matrice A. Cependant le calcul direct de la matrice inverse
est très coûteux en termes d'opérations arithmétiques. Il existe des méthodes plus optimales en
termes d'opérations.

1.2 Résolution des systèmes triangulaires

1.2.1 Système triangulaire supérieur

La méthode du pivot de Gauss est basée sur la propriété suivante :

Proposition 1. Si le système est triangulaire supérieur i.e. de la forme

a1,1x1 + a1,2x2 + . . . + a1,nxn = b1

a2,2x2 + . . . + a2,nxn = b2

. . .
... =

...

an−1,n−1xn−1 + an−1,nxn = bn−1

an,nxn = bn

, (3)

alors, d'après la dernière équation on obtient directement xn =
bn
ann

puis xn−1 grâce à l'avant-

dernière ligne, ainsi de suite jusqu'à x1. Cette méthode s'appelle la méthode de remontée :

xn =
bn
an,n

xn−1 =
bn−1 − an−1,nxn

an−1,n−1

...
...

x1 =
b1 − a1,2x2 − ...− a1,nxn

a1,1

Remarque 3. Il n'y a pas de problème de division par 0 car le système est supposé résoluble
i.e. la matrice triangulaire supérieure A associée est inversible :

det(A) = a11 × ...× ann ̸= 0.
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Exemple 3. Si on considère le système
x1 + 2x2 + 3x3 = 8

− 8x2 − 6x3 = −18

17

4
x3 = − 9

4 .

, (4)

alors la solution (x1, x2, x3) est donnée par
x3 = − 9

17

x2 =
−18 + 6x3

−8
=

18× 17 + 6× 9

8× 17
=

360

136
=

45

17

x1 = 8− 2x2 − 3x3 =
8× 17− 2× 45 + 3× 9

17
=

73

17

(5)

1.2.2 Système triangulaire inférieur

Le même raisonnement peut être fait pour un système triangulaire inférieur i.e. de la forme :

a1,1x1 = b1

a2,1x1 + a2,2x2 = b2

. . .
... =

...

an−1,1x1 + . . . + an−1,n−1xn−1 + = bn−1

an,1x1 + . . . + an,n−1x2 + an,nxn = bn

, (6)

Dans ce cas on parle de la méthode de descente :

x1 =
b1

a1,1

x2 =
(b2 − a2,1x1)

a2,2
...

...

x1 =
(bn − an,1x1 − . . .− an,n−1xn−1)

an,n

, (7)

1.2.3 Complexité de ces méthodes

Ces méthodes nécessitent :

◦ n divisions,

◦ 0 + 1 + 2 + ..+ (n− 1) = n(n−1)
2 additions (soustractions),

◦ 0 + 1 + 2 + ..+ (n− 1) = n(n−1)
2 multiplications.
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1.3 Méthode du pivot de Gauss

1.3.1 Principe général

La méthode de Gauss pour résoudre le système linéaire :

a1,1x1 + a1,2x2 + . . . + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + . . . + a2,nxn = b2

... +
... + . . . +

... =
...

an,1x1 + an,2x2 + . . . + an,nxn = bn

, (8)

que l'on note sous forme matricielle
Ax = b . (9)

consiste à :

1. chercher un système triangulaire équivalent de la forme

MAx = Mb (10)

où M est une matrice inversible telle que la matrice MA soit triangulaire supérieure ;

2. résoudre le système linéaire 10 par la méthode de la remontée.

Remarque 4. En pratique, on ne calcule pas explicitement la matrice M , mais la matrice MA
et le vecteur Mb. L'introduction de la matrice M est une commodité d'écriture.

1.3.2 Méthode de triangularisation

On considère le système initial :

a
(0)
1,1 a

(0)
1,2 . . . a

(0)
1,n

a
(0)
2,1 a

(0)
2,2 . . . a

(0)
2,n

...
...

. . .
...

a
(0)
n,1 a

(0)
n,2 . . . a

(0)
n,n


︸ ︷︷ ︸

A=A(0)



x1

x2

...

xn


=



b
(0)
1

b
(0)
2

...

b
(0)
n


︸ ︷︷ ︸
b=b(0)

(11)

1. On choisit un indice i1 ∈ J1, nK tel que ai1,1 ̸= 0, qu'on appelle le pivot de l'élimination.
Ceci existe car au moins un des éléments ai,1,i ∈ J1, nK, n'est pas nul sans quoi la matrice
A ne serait pas inversible.

2. On échange la première ligne du système 11 avec la ligne i1 du pivot. Cela revient à
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multiplier la matrice A à gauche par une matrice T (1, i1) de transposition de la forme

T1 = T (1, i1) =



0 . . . . . . . . . 1

... 1
...

... 1
...

... 1
...

1 . . . . . . . . . 0

1

1

1



.

qui n'est autre que la matrice identité avec les ligne 1 et i permutées.

3. Pour i ∈ J2, nK on remplace la ligne Li par

Li ←− Li − ℓi,1 × L1, où, ℓi,1 =
a
(0)
i,1

a
(0)
1,1

.

On obtient le système équivalent

a
(1)
1,1 a

(1)
1,2 . . . a

(1)
1,n

0 a
(1)
2,2 . . . a

(1)
2,n

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n,2 . . . a

(1)
n,n


︸ ︷︷ ︸

A(1



x1

x2

...

xn


=



b
(1)
1

b
(1)
2

...

b
(1)
n


︸ ︷︷ ︸

b(1)

, (12)

avec
a
(1)
i,j = a

(0)
i,j − ℓi,1a

(0)
1,j et b

(1)
i = b

(0)
i − ℓi,1b

(0)
1
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En écriture matricielle, cela revient à multiplier la matrice T1A à gauche par la matrice

E1 =



1

−
a
(0)
2,1

a
(0)
1,1

1

−
a
(0)
3,1

a
(0)
1,1

1

...
. . .

−
a
(0)
n,1

a
(0)
1,1

1


4. On recommence les étapes précédentes avec les autres lignes pour obtenir, après n − 1

étapes, un système triangulaire supérieur :

a
(n)
1,1x1 + a

(n)
1,2x2 + . . . + a

(n)
1,nxn = b

(n)
1

a
(n)
2,2x2 + . . . + a

(n)
2,nxn = b

(n)
2

. . . +
... =

...

a
(n)
n,nxn = b

(n)
n

, (13)

Matriciellement nous sommes arrivés à :

En−1Tn−1 . . . E2T2E1T1︸ ︷︷ ︸
M

Ax = En−1Tn−1 . . . E2T2E1T1︸ ︷︷ ︸
M

b

MAx = Mb

avec MA est une matrice triangulaire supérieure.

Remarque 5. 1. la matrice qui permet la permutation de deux lignes véri�e

det(T (i, i)) = 1 et det(T (i, j)) = −1, i ̸= j .

2. selon que l'on a e�ectué un nombre pair d'échanges de lignes (+) ou un nombre impair
(−), on obtient, au passage, un procédé rapide du calcul du déterminant.

det(A) = ±a(n)1,1a
(n)
2,2 . . . a

(n−1)
n−1,n−1a

(n)
n,n

7



Exemple 4. On considère l'exemple précédent 2

(S)


x1 + 2x2 + 3x3 = 8

3x1 − 2x2 + 3x3 = 6

−x1 + 3x2 + 5x3 = 1.

1. Itération 1 : le coe�cient a11 = 1 est non nul, on peut le prendre comme pivot. Autrement
dit T1 = I3 est la matrice identité. Ensuite on e�ectue les opérations

L2 ←− L2 − 3L1

L3 ←− L3 + L1.

Pour obtenir le système

(S1)


x1 + 2x2 + 3x3 = 8

− 8x2 − 6x3 = −18

5x2 + 8x3 = 9.

Matriciellement on a

E1 =


1 0 0

−3 1 0

1 0 1

 , A(1) = E1A =


1 2 3

0 −8 −6

0 5 8

 , b(1) = E1b =


8

−18

9


et

Ax = b⇐⇒ A(1)x = b(1)

2. Itération 2 : le coe�cient a(1)22 = −8 est non nul, on peut le prendre comme pivot. Autre-
ment dit T2 = I3 encore. Ensuite on e�ectue l'opération

L3 ←− L3 +
5

8
L2.

Pour obtenir le système

(S2)


x1 + 2x2 + 3x3 = 8

− 8x2 − 6x3 = −18

17

4
x3 = −9

4

8



Matriciellement on a

E2 =


1 0 0

0 1 0

0 5
8 1

 , A(2) = E1A
(1) = E2E1A =


1 2 3

0 −8 −6

0 0 17
4



b(2) = E1b
(1) = E2E1b =


8

−18

−9
4


3. Résolution : on obtient le système triangulaire supérieure de l'exemple 4 que l'on a résolu

précédemment 5.

1.3.3 Choix du pivot

Parmi les coe�cients non nuls de la première colonne que l'on considère, il peut y en avoir
plusieurs non nuls. Il faudra faire un choix parmi eux. Cependant à cause des arrondis e�ectués
par l'ordinateur pour écrire un nombre, il peut y avoir des erreurs de calcul avec plus ou moins
d'impact. Pour comprendre ce phénomène, nous donnons tout d'abord un petit aperçu sur la
représentation des nombres en virgule �ottante, puis un exemple pour illustrer la propagation
des erreurs d'arrondi et l'impact du choix de pivot sur la précision de la résolution.

Aperçu sur la représentation des nombres en machine

Dé�nition 1. La représentation d'un nombre �ottant x en 32 bits est donnée par :

x = ±a× 2e = ±(1 +m)2e,

avec m ∈ [0, 1[ la mantisse, a = 1 +m ∈ [1, 2[ et e ∈ Z l'exposant tous deux écrits en système
binaire. Pour le coder, l'ordinateur utilise :

� 1 bit pour le signe : 0 pour +, 1 pour −,
� 8 bits pour l'exposant : ce qui correspond à 256 valeurs possibles. Le 0 est réservé au

nombre 0 et 255 pour l'in�ni, il reste donc 254 valeurs possibles pour l'exposant e. Pour
que e puisse être négatif, nous avons donc

e ∈ J−126, 127K.

� 23 bits pour la mantisse.

Exemple 5. Si l'on considère le nombre

x = −118, 625.

Alors le bit pour le signe est s = 1. De plus nous avons

118, 625 = 118 + 0, 625,

9



avec
118 = 64 + 54 = 26 + 32 + 22 = 26 + 25 + 16 + 6 = 26 + 25 + 24 + 22 + 21,

et
0, 625 = 0, 5 + 0, 125 = 2−1 + 2−3.

Ainsi

118, 625 = 26 + 25 + 24 + 22 + 21 + 2−1 + 2−3 = 26(1 + 2−1 + 2−2 + 2−4 + 2−5 + 2−7 + 2−9),

autrement dit
e = 6, m = 2−1 + 2−2 + 2−4 + 2−5 + 2−7 + 2−9

En�n x = −118, 625 est codé par

1︸︷︷︸
s

00000011︸ ︷︷ ︸
e

1101101010...0︸ ︷︷ ︸
m

.

Remarque 6. Le plus petit nombre positif est donc 2−126(1 + 2−23) et le plus grand est

2127(1 + 2−1 + ...+ 2−23) = 2127(2− 2−23).

Exemple illustrant l'impact du choix de pivot sur la précision de la résolution

Exemple 6 (Exemple de Forsythe).
Considérons le système linéaire 

10−4x1 + x2 = 1

x1 + x2 = 2,

et supposons que la mantisse n'a que trois chi�res signi�catifs. On peut obtenir facilement la
solution par méthode de substitution

x1 = 1.0001, x2 = 0.9999.

Ainsi, avec seulement les trois chi�res signi�catifs, pour l'ordinateur la réponse exacte est

x1 = 1, x2 = 1.

Essayons d'appliquer la méthode du pivot de Gauss avec 10−4 comme pivot. Nous arrivons à
10−4x1 + x2 = 1

−9999x2 = −9998,

Ainsi

x2 =
9998

9999

ce qui donne avec les trois chi�res signi�catifs x2 = 1. On en déduit x1 = 0 ce qui est très éloigné
de la vraie solution.

10



Cependant si on échange les deux lignes du système linéaire pour considérer a21 = 1 comme le
pivot 

x1 + x2 = 2

10−4x1 + x2 = 1.

Nous obtenons 
x1 + x2 = 2

0.999x2 = 0.999.

Ainsi x2 = 1 puis x1 = 1 ce qui est très proche de la vraie solution.

Nous aboutissons donc à la méthode suivante pour choisir un bon pivot.

Proposition 2 (Choix du pivot).
Au début de la k-ème étape, on choisit un pivot a(k)i0,k

tel que

|a(k)i0,k
| = max

k≤i≤n
|a(k)i,k |.

Ainsi les erreurs d'arrondis dues à la division par un nombre très petit sont minimisées.

Proposition 3 (Choix du pivot total).
Au début de la k-ème étape, on choisit un pivot a(k)i0,j0

tel que

|a(k)i0,j0
| = max

k≤i,j≤n
|a(k)i,j |.

Pour se faire il faut non seulement échanger deux lignes de la matrice A mais également deux
colonnes en multipliant à droite la matrice A par la matrice T (k, j0). On passe donc de A(k)x = b
à

T (k, i0)A
(k)T (k, j0)x

′ = T (k, i0)b, x′ = T (k, j0)
−1x = T (k, j0)x

où x′ est x avec les lignes k et j0 échangées. Dans ce cas les erreurs d'arrondis sont encore
davantage minimisées.

1.3.4 Calcul du nombre d'opérations élémentaires

Soit k ∈ J1, n− 1K. Alors à la k-ième étape nous e�ectuons les n− k opérations

L
(k)
i ←− L

(k)
i −

a
(k)
i,k

a
(k)
k,k

L
(k)
k , k + 1 ≤ i ≤ n.

Ce qui correspond pour le côté gauche du système avec les aij et les xi à :

◦ n− k divisions pour obtenir les termes
a
(k)
i,k

a
(k)
k,k

,

◦ (n − k)2 additions (soustractions) car, pour tout i ∈ Jk + 1, nK, n − k soustractions sont
e�ectuées pour la ligne L

(k)
i ,

◦ (n− k)2 multiplications pour la même raison.
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Ainsi on obtient pour n− 1 étapes :

◦
n−1∑
k=1

(n− k) =
n(n− 1)

2
divisions,

◦
n−1∑
k=1

(n− k)2 =
n(n− 1)(2n− 1)

6
additions,

◦
n−1∑
k=1

(n− k)2 =
n(n− 1)(2n− 1)

6
multiplications.

Quant au côté droit correspondant aux opérations sur les bi, nous avons :

◦
n−1∑
k=1

(n− k) =
n(n− 1)

2
additions (soustractions),

◦
n−1∑
k=1

(n− k) =
n(n− 1)

2
multiplications.

Il reste encore à compter les opérations e�ectuées dans la méthode de remontée :

xn =
b
(n−1)
n

a
(n−1)
n

xn−1 =
b
(n−1)
n−1 − a

(n−1)
n−1,nxn

a
(n−1)
n−1,n−1

...
...

x1 =
b
(n−1)
1 − a

(n−1)
1,2 x2 − ...− a

(n−1)
1,n xn

a
(n−1)
1,1

Nous avons donc

◦ n divisions,

◦ 0 + 1 + ...+ n− 1 =
n(n− 1)

2
additions (soustractions),

◦ 0 + 1 + ...+ n− 1 =
n(n− 1)

2
multiplications.

Par conséquent, en e�ectuant la somme de toutes ces opérations, pour n tendant vers +∞,
nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 4. La méthode de Gauss nécessite de l'ordre de

◦ n2

2 divisions,

◦ n3

3 multiplications,

◦ n3

3 additions.

Remarque 7. Nous n'avons ici pas tenu compte du coût de calcul de la stratégie du pivot
utilisée.
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Nous pouvons également comparer ce résultat avec la méthode utilisant les formules de Cra-
mer :

xi =
det(Bi)

det(A)
, Bi =


a1,1 . . . a1,i−1 b1 a1,i+1 . . . a1,n

...
...

...
...

...

an,1 . . . an,i−1 bn an,i+1 . . . an,n

 .

Nous devons donc calculer n + 1 déterminants et e�ectuer n divisions. Or le calcul d'un déter-
minant par la formule

det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)

n∏
i=1

Ai,σ(i)

nécessite n! additions et n!n multiplications. Ainsi cette méthode requiert de l'ordre de

◦ n divisions,

◦ (n+ 1)! additions,

◦ (n+ 2)! multiplications.

Nous obtenons donc beaucoup plus d'opérations à e�ectuer.

1.4 Méthode de Gauss-Jordan

Remarquons que nous pouvons obtenir une matrice diagonale MA au lieu de triangulaire
supérieure, en modi�ant légèrement les matrices Ek. En e�et si l'on e�ectue les opérations sur
les lignes supérieures à la k-ième lors de la k-ième étape, on transforme Ek en

Ek =



1 (0) −a
(k−1)
1,k

a
(k−1)
k,k

. . .
... (0)

1 −a
(k−1)
k−1,k

a
(k−1)
k,k

1

−a
(k−1)
k+1,k

a
(k−1)
k,k

1

(0)
...

. . .

−a
(k−1)
n,k

a
(k−1)
k,k

(0) 1



.

Ainsi on obtient à la �n un système simple à résoudre

a
(n−1)
1,1 x1 = b

(n−1)
1

. . .
...

a
(n−1)
n−1,n−1xn−1 = b

(n−1)
n−1

a
(n−1)
n,n xn = b

(n−1)
n ,
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i.e., en multipliant les lignes par
1

a
(n−1)
i,i

,



x1 =
b
(n−1)
1

a
(n−1)
1,1

. . .
...

xn−1 =
b
(n−1)
n−1

a
(n−1)
n−1,n−1

xn =
b
(n−1)
n

a
(n−1)
n,n

correspondant à la multiplication matricielle par

D =



1

a
(n−1)
1,1

. . .

1

a
(n−1)
n,n


Remarque 8. La méthode de Gauss-Jordan permet également d'obtenir l'inverse matricielle.
En e�et nous avons

DEn−1Tn−1...E1T1A = In,

i.e.
A−1 = DEn−1Tn−1...E1T1.

Exemple 7. On considère la matrice

A =


1 2 3

3 −2 3

−1 3 5

 .

Alors T1 = I3 et

E1 =


1 0 0

−3 1 0

1 0 1

 .

On obtient alors

E1T1A =


1 2 3

0 −8 −6

0 5 8


14



Puis T2 = I3 et

E2 =


1

2

8
0

0 1 0

0
5

8
1

 .

On obtient alors

E2T2E1T1A =


1 0

3

2

0 −8 −6

0 0 −17

4

.


En�n T3 = I3 et

E3 =


1 0 − 6

17

0 1 −24

17

0 0 1

 .

Par conséquent

E3T3E2T2E1T1A =


1 0 0

0 −8 0

0 0
17

4

 .

Il ne reste plus qu'à multiplier à gauche par

D =


1 0 0

0 −1

8
0

0 0
4

17

 .

Finalement nous avons

DE3T3E2T2E1T1A = I3, i.e. A−1 = DE3T3E2T2E1T1.

Remarque 9. En pratique on écrit A et la matrice In à côté puis on e�ectue les opérations sur
A et In. En e�et nous avons

DE3T3E2T2E1T1I3 = DE3T3E2T2E1T1 = A−1.
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Exemple 8. Les opérations pour la matrice A de l'exemple précédent sont les suivantes
1 2 3

3 −2 3

−1 3 5


∣∣∣∣


1 0 0

0 1 0

0 0 1



1. Itération 1 :
L2 ←− L2 − 3L1

L3 ←− L3 + L1

↓
1 2 3

0 −8 −6

0 5 8


∣∣∣∣


1 0 0

−3 1 0

1 0 1



2. Itération 2 :
L1 ←− L1 −

2

−8
L2 = L1 +

1

4
L2

L3 ←− L3 −
5

−8
L2 = L3 +

5

8
L2

↓
1 0

3

2

0 −8 −6

0 0
17

4


∣∣∣∣


1

4

1

4
0

−3 1 0

−7

8

5

8
1



3. Itération 3 :

L1 ←− L1 −

3

2
17

4

L3 = L1 −
6

17
L3

L2 ←− L2 −
−6
17

4

L3 = L2 +
24

17
L3

↓
1 0 0

0 −8 0

0 0
17

4


∣∣∣∣


19

34

1

34
− 6

17

−72

17

32

17

24

17

−7

8

5

8
1


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4. Itération 4 :
L2 ←− −

1

8
L2

L3 ←−
4

17
L3

↓
1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣



19

34

1

34
− 6

17
9

17
− 4

17
− 3

17

− 7

34

5

34

4

17

 .

Par conséquent

A−1 =


19

34

1

34
− 6

17
9

17
− 4

17
− 3

17

− 7

34

5

34

4

17



Exercice : Trouver le nombres d'opérations nécessaires pour e�ectuer la méthode de Gauss-
Jordan et comparer cette méthode à celle de Gauss.

2 Factorisation LU

2.1 Théorème et remarque

Théorème 1. Soit A une matrice carrée d'ordre n telle que les n sous-matrices principales soient
inversibles

∀k ∈ J1, nK, (ai,j)1≤i,j≤k ∈ GLk(R).

Alors il existe une unique matrice triangulaire inférieure L avec uniquement des 1 sur la diagonale
et une matrice triangulaire supérieure unique U telles que

A = LU.

Remarque 10. Pour calculer la matrice U on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss. En
e�et comme les n sous-matrices principales sont inversibles, il n'y a pas d'interversion de lignes,
on a alors

U = An = En−1...E1A

triangulaire supérieure. Puis
L = (En−1...E1)

−1
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pour avoir LU = A et L triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale car

E−1
k =



1

. . . (0)

1

1

a
(k−1)
k+1,k

a
(k−1)
kk

1

(0)
...

. . .

a
(k−1)
nk

a
(k−1)
kk

(0) 1


et ainsi

L = E−1
1 ...E−1

n−1 =



1

a
(0)
2,1

a
(0)
1,1

1

...
. . .

. . .

a
(0)
n,1

a
(0)
1,1

. . .
a
(n−2)
n,n−1

a
(n−2)
n−1,n−1

1


.

Remarque 11. L'intérêt de la factorisation LU est quand on a à résoudre plusieurs systèmes
linéaires avec la même matrice A. On e�ectue la factorisation LU puis il su�t pour chaque
système

Ax = LUx = b

de résoudre par remontée ou descente les deux systèmes triangulaires

Ly = b, Ux = y.

2.2 Matrices tridiagonales

Dé�nition 2. On dit qu'une matrice A est tridiagonale si elle est de la forme

A =



b1 c1 (0)

a2
. . .

. . .

. . .
. . . cn−1

(0) an bn


.

Proposition 5. On considère A une matrice tridiagonale et la suite δk dé�nie par récurrence

δ0 = 1, δ1 = b1, ∀k ∈ J2, nK, δk = bkδk−1 − akck−1δk−2.
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Alors, en notant ∆k la sous-matrice principale de taille k de A, nous avons

δk = det∆k

et la factorisation A = LU est donnée par

L =



1

a2
δ0
δ1

1

a3
δ1
δ2

. . .

. . . 1

an
δn−2

δn−1
1


, U =



δ1
δ0

c1

δ2
δ1

. . .

. . . cn−1

δn
δn−1


.

Démonstration. Les termes diagonaux sont donnés par

a1,1 = 1× δ1
δ0

= b1

et pour tout k ∈ J2, nK,

ak,k = ak
δk−2

δk−1
× ck−1 + 1× δk

δk−1
= bk.

Puis pour les termes sur-diagonaux

ak,k+1 = 1× ck = ck, k ∈ J1, n− 1K,

et pour les termes sous-diagonaux

ak,k−1 = ak
ak−2

ak−1
× δk−1

δk−2
= ak, k ∈ J2, nK.

Par conséquent, par unicité de L et U , nous avons bien les formules souhaitées.

3 Factorisation de Cholesky

Nous allons commencer par quelques rappels.

Dé�nition 1. Une matrice carré A est dite symétrique si elle est égale à sa transposée, i.e.
A = At. contenu...

Dé�nition 2. Une matrice symétrique A de taille n × n est dite dé�nie positive si pour tout
vecteur colonne x ∈ Rn on a xtAx > 0 contenu...

3.1 Théorème et remarque

Théorème 2. Soit A une matrice symétrique dé�nie positive de taille n× n. Alors il existe une
unique matrice réelle B triangulaire inférieure dont tous les éléments diagonaux sont strictement
positifs telle que

A = BBt.
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Démonstration. � Existence :
Soit A = (aij)1≤i,j≤n une matrice symétrique dé�nie positive. On démontre tout d'abord
que toutes les sous matrices principales de A sont symétriques dé�nies positives et par
conséquent elles sont inversibles.
Soit

∆k =



a11 . . . a1k

. . . . .

. . . . .

. . . . .

ak1 . . . akk


une sous matrice principale de A. On va démontrer que la matrice ∆k est symétrique dé�nie
positive, i.e. ∀w ∈ Rk : wT∆kw > 0.

Soit w ∈ Rk et v =



w

0

.

.

.

0



∈ Rn. On a :

wT∆kw = vTAv.

Or A une matrice symétrique dé�nie positive donc

wT∆kw = vTAv > 0

Ce qui prouve que la matrice∆k est symétrique dé�nie positive et inversible par conséquent.
La matrice A véri�e, donc, la condition de la factorisation LU. Alors il existe une unique
matrice triangulaire inférieure L (avec les éléments diagonaux égaux à 1) et une unique
matrice triangulaire supérieure U(avec des éléments strictement positif sur la diagonal à
cause du déterminant > 0) telles que :

A = LU
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On considère ensuite la matrice diagonale

∆ =



√
U1,1 0 . . . 0

0
√
U2,2 . . . .

. 0 . . . .

. . . . . .

. . . . . 0

0 0 . . 0
√
Un,n



.

Nous avons alors
A = (LΛ).(Λ−1U) = BC .

Comme A est symétrique, on a BC = CTBT ou encore

C(BT )−1 = B−1CT

et on calcule explicitement ces matrices (à gauche triangulaire supérieur, à droite triangu-
laire inférieure, chacune avec des 1 sur la diagonale). L'égalité n'a lieu que si c'est l'identité
ou encore C = BT .

� Unicité : On suppose qu'il existe deux matrices réelles triangulaires inférieures B et C
telles que :

A = BBT = CCT , (14)

et on démontre que B = C

L'égalité 14 permet d'écrire : C−1B = CT
(
BT

)−1
= CT

(
B−1

)T
=

(
B−1C

)T
.

Le terme C−1B est une matrice triangulaire inférieure et
(
B−1C

)T
est une matrice tri-

angulaire supérieure, l'égalité n'est possible que lorsque ces deux termes sont des matrices
diagonales, c'est-à-dire :

C−1B =
(
B−1C

)T
= D =



d11 0 . . . 0

0 . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . 0

0 . . . . dnn



,

avec ∀i ∈ 1, .., n dii > 0

Donc (
B−1C

)T︸ ︷︷ ︸
D

= B−1C =
(
C−1B

)−1︸ ︷︷ ︸
D−1
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et par conséquent
D = D−1 ⇐⇒ ∀i ∈ 1, .., n dii ∈ {−1, 1} .

Et vu que ∀i ∈ 1, .., n dii > 0, donc ∀i ∈ 1, .., n dii = 1, c'est-à-dire que

D = In

En�n
D = In ⇐⇒ B−1C = In ⇐⇒ B = C.

Ce qui prouve l'unicité de la décomposition

Proposition 6 (Méthode de Cholesky). On considère A une matrice carrée de taille n × n
symétrique dé�nie positive et un vecteur colonne b de taille n. On note

B =


b1,1 (0)

...
. . .

bn,1 . . . bn,n


la matrice de la décomposition de Cholesky A = BBt. Alors pour tout i, j ∈ J1, nK tels que i ≥ j,

ai,j =

j∑
k=1

bi,kbj,k.

Ainsi pour la première colonne j = 1 nous avons :

◦ pour i = 1 : a1,1 = b21,1 d'où b1,1 =
√
a1,1,

◦ pour i = 2 : a2,1 = b2,1b1,1 d'où b2,1 =
a2,1
b1,1

,

◦
...

◦ pour i = n : an,1 = b1,1bn,1 d'où bn,1 =
an,1
b1,1

.

Nous avons donc la première colonne de la matrice B. Puis on procède par récurrence. On
suppose connue les j − 1 premières colonnes de la matrice B. Alors pour la j-ième colonne :

◦ pour i = j : aj,j = b2j,1 + ...+ b2j,j d'où bj,j =
√

aj,j − b2j,1 − ...− b2j,j−1,

◦ pour i = j+1 : aj+1,j = bj+1,1bj,1+...+bj+1,jbj,j d'où bj+1,j =
aj+1,j − bj+1,1bj,1 − ...− bj+1,j−1bj,j−1

bj,j
,

◦
...

◦ pour i = n : an,j = bn,1bj,1 + ...+ bn,jbj,j d'où bn,j =
an,j − bn,1bj,1 − ...− bn,j−1, bj,j−1

bj,j
.

Ce qui détermine la matrice B. Il ne reste plus qu'à résoudre By = b par la méthode de
descente et Btx = y par la méthode de remontée.
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Remarque 12. Nous avons
det(A) = (b1,1...bn,n)

2 > 0.

En particulier les bj,j sont non nuls.

Exemple 9. On considère la matrice

A =

 2 −1

−1 2

 .

Alors la matrice A est symétrique dé�nie positive car symétrique et

χA = (X − 2)2 − 1 = (X − 3)(X − 1) i.e. Sp(A) = {1, 3} ⊂ R∗
+.

Par décomposition de Cholesky il existe une unique matrice B triangulaire inférieure telle que
A = BBt. Puis, d'après la méthode de Cholesky, nous avons

b1,1 =
√
a1,1 =

√
2, b2,1 =

a2,1
b1,1

= − 1√
2
, b2,2 =

√
a2,2 − b22,1 =

√
3√
2
.

Donc la décomposition de Cholesky de A est donnée par

A =


√
2 0

− 1√
2

√
3√
2



√
2 − 1√

2

0

√
3√
2

 .

On considère un vecteur colonne b =

 1

0

. Alors on résout By = b par la méthode de descente

y1 =
1√
2
, y2 =

b2 +
1√
2
y1

√
3√
2

=
1√
2
√
3
.

En�n on résout Btx = y par la méthode de remontée

x2 =
y2√
3√
2

=
1

3
, x1 =

y1 +
1√
2
x2

√
2

=
1

2
+

1

6
=

2

3
.

Nous avons donc obtenu la solution x =
1

3

 2

1

 de Ax = b.
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3.2 Calcul du nombre d'opérations élémentaires

Comptons le nombre d'opérations élémentaires rencontrées dans la méthode de Cholesky :

◦ n racines carrées,

◦ n− 1 + ...+ 1 =
n(n− 1)

2
divisions,

◦ n3 − n

6
multiplications et

n3 − n

6
additions (soustractions) :

n∑
j=1

n∑
i=j

(j−1) =
n∑

j=1

(j−1)(n−j+1) =

n−1∑
k=0

k(n−k) = n

n−1∑
k=0

k−
n−1∑
k=0

k2 =
n2(n− 1)

2
−n(n− 1)(2n− 1)

6

=
n(n− 1)(3n− (2n− 1)

6
=

n3 − n

6

◦ Pour les méthodes de remontée et de descente : 2n divisions, n(n − 1) additions et multi-
plications.

Par conséquent nous avons un ordre de n racines carrées,
n2

2
divisions,

n3

6
additions et

multiplications ce qui est légèrement inférieur à l'ordre des opérations dans la méthode de Gauss
si on ne compte pas les racines carrées. On favorisera donc la méthode de Cholesky pour les
matrices symétriques dé�nies positives.
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Deuxième partie

Résolution numérique d'équations

di�érentielles

1 Intégration numérique

Étant donné une fonction f continue sur un segment [a, b], on cherche à calculer numérique-
ment (car on ne connaît pas de primitive usuelle) l'intégrale de Riemann

� b

a

f(x)dx . (15)

La plupart des algorithmes procèdent en subdivisant le segment [a, b] en plusieurs sous-
intervalles

a = x0 < x1 < . . . < xN = b ,

et en remarquant que

� b

a

f(x)dx =

N−1∑
i=0

� xi+1

xi

f(x)dx

=

N−1∑
i=0

hi

� 1

0

f(xi + thi)dt

où hi = xi+1 − xi. Chacune des intégrales de l'expression précédente doit être évaluée. On se
concentre, dans la suite, en posant g(t) = f(x0 + th0), sur la première intégrale� 1

0

g(t)dt (16)

dont on cherche une valeur approchée.

1.1 Formules de quadratures

L'intégrale (16) peut-être approchée par la formule de quadrature

s∑
j=1

bjg(cj) (17)

où les c1, . . . , cs sont les n÷uds de la formule de quadrature et b1, . . . , bs, en sont les poids. Une
formule de quadrature est d'ordre p si elle est exacte pour toutes les fonctions polynomiales de
degré p− 1, i.e. pour tout polynôme P de degré inférieur ou égal à p− 1, on a

1�

0

P (t)dt =

s∑
j=0

bjP (cj).

Proposition 7. Une formule de quadrature est d'ordre p si et seulement si
s∑

j=1

bjc
q−1
j =

1

q
pour q = 1, . . . , p (18)
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1.1.1 Formules des rectangles et du point-milieu, sommes de Riemann

Les formules de quadratures les plus simples consiste à approcher l'intégrale (16) par la
valeur de la fonction g en un point ξ de l'intervalle [0, 1]. On appelle formule des rectangles
lorsque l'intégrale (16) est approchée par

g(0) ou g(1)

et formule du point-milieu lorsque cette intégrale est approchée par

g

(
1

2

)
.

Pour une grille de discrétisation, on obtient pour l'approximation de l'intégrale (16) l'expres-
sion suivante

N−1∑
i=0

(xi+1 − xi) f(ξi) ξi ∈ [xi, xi+1] .

qui correspond à la somme de Riemann. On montre que ces sommes convergent vers

� b

a

f(x)dx

lorsque la �nesse maxi=0...N−1 (xi+1 − xi) tend vers 0.

Démonstration. On a, comme la fonction est continue, on a l'encadrement suivant

N−1∑
i=0

(xi+1 − xi)mi ≤
N−1∑
i=0

(xi+1 − xi) f(ξi) ≤
N−1∑
i=0

(xi+1 − xi)Mi

oùmi = minx∈[xi,xi+1] f(x) etMi = maxx∈[xi,xi+1] f(x). On montre que, lorsquemaxi=0...N−1 (xi+1 − xi)
tend vers 0,

N−1∑
i=0

(xi+1 − xi) (Mi −mi)

tend vers 0 et que la limite de la somme de Riemann est la valeur de l'intégrale.

� le théorème de Heine nous donne : toute fonction continue sur un segment est absolument
continue, i.e.

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x, y tq |x− y| < η, |f(x)− f(y)| ≤ ε.

� ce sont aussi deux fonctions en escaliers dé�nissant l'intégrale de Riemann.

Numériquement, il est plus judicieux d'utiliser la formule du point milieu

� 1

0

g(t)dt ≈ g

(
1

2

)
.

car elle est exacte pour les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à 1 (cf. Proposition
8).
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1.1.2 Formules de Newton-Cotes

En �xant les n÷uds c1, . . . , cs distincts, s ≥ 2, la condition (18) avec p = s représente un
système linéaire 

1 1 . . . 1

c1 c2 . . . cs

...
...

...

cs−1
1 cs−1

2 cs−1
s





b1

b2

...

bs


=



1

1
2

...

1
s


qu'il faut résoudre. La matrice, qui est une matrice de Vandermonde, est inversible et la résolution
du système nous donne une formule de quadrature d'ordre p = s.

Démonstration. On calcule le déterminant de la matrice

detV =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

c1 c2 . . . cs

...
...

...

cs−1
1 cs−1

2 . . . cs−1
s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
en e�ectuant l'opération

Li ←− Li − c1Li−1

en partant de la ne ligne et en remontant jusqu'à la seconde. Il vient,

det(V ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

0 (c2 − c1) . . . (cs − c1)

...
...

...

0 cs−2
2 (c2 − c1) . . . cs−2

s (cs − c1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
en développant par rapport à la première colonne et en factorisant

detV = (c2 − c1)(c3 − c1) . . . (cs − c1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1

c2 . . . cs

...
...

cs−2
2 . . . cs−2

s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Par récurrence, on obtient le résultat

det(V ) =
∏

1≤i<j≤n

(cj − ci)

Ainsi, en �xant les cj = (j−1)
s−1 , j = 1, 2, . . . , s, on obtient les formules de quadrature de

Newton-Cotes qui sont répertoriées dans le tableau suivant :

s poids nom ordre

2 1
2

1
2 trapèze 2

3 1
6

4
6

1
6 Simpson 3→ 4

4 1
8

3
8

3
8

1
8 Newton 4

5 7
90

32
90

12
90

32
90

7
90 Boole 5→ 6

6 19
288

75
288

50
288

50
288

75
288

19
288 � 6

7 41
840

216
840

27
840

272
840

27
840

216
840

41
840 Weddle 7→ 8

Table 1 � Formules de quadrature de Newton-Cotes pour 2 ≤ s ≤ 7.

On remarque que pour la formule de Simpson, il est évident que la condition

s∑
j=1

bjc
q−1
j =

1

q

est satisfaite pour q = 1, 2, 3, la même condition est satisfaite pour q = 4 :

1

6
· 03 + 4

6
·
(
1

2

)3

+
1

6
.13 =

1

4

mais plus pour q = 5 :
1

6
· 04 + 4

6
·
(
1

2

)4

+
1

6
.14 =

5

24
̸= 1

5
.

Construite pour être d'ordre 3, la formule se révèle être d'ordre 4. Plus généralement,

Proposition 8. Si une formule de quadrature symétrique,i.e. pour tout j = 1 . . . s,

cj = 1− cs+1−j et bj = bs+1−j ,

est exacte pour les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à 2m − 2, m ≥ 1, elle est
automatiquement exacte pour les fonctions polynomiales de degré 2m − 1. Autrement dit, une
formule de quadrature symétrique à toujours un ordre pair.
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Démonstration. Un polynôme de degré 2m− 1 peut s'écrire sous la forme

g(t) = C

(
t− 1

2

)2m−1

+ g1(t)

avec g1(t) un polynôme de degré ≤ 2m− 2. Il su�t alors de montrer qu'une formule symétrique

est exacte pour
(
t− 1

2

)2m−1
.

A cause de la symétrie de cette fonction, la valeur exacte vaut

� 1

0

(
t− 1

2

)2m−1

dt = 0 .

L'approximation numérique satisfait

s∑
j=1

bj(cj −
1

2
)2m−1 =

s∑
j=1

bs+1−j(1− cs+1−j −
1

2
)2m−1

= −
s∑

j=1

bs+1−j(cs+1−j −
1

2
)2m−1

= −
s∑

j=1

bj(cj −
1

2
)2m−1 (changement d'indice)

ou encore
s∑

j=1

bj(cj −
1

2
)2m−1 = 0.

Ainsi, la formule du point milieu à même ordre que la formule du trapèze, précisément 2 ; la
formule de Simpson à même ordre que la formule de Newton, précisément 4, etc..

1.2 Étude de l'erreur

On cherche dans cette section, un encadrement de l'erreur d'approximation de l'intégrale
initiale par les méthodes par les formules de quadratures

e(f,N) =

� b

a

f(x)dx−
N−1∑
i=0

hj

s∑
j=1

bjf(xi + cjhi) .

On se concentre sur l'erreur commise sur la première intégrale à évaluer (16),

e0(f) = h0

� 1

0

f(x0 + th0)dt− h0

s∑
j=1

bjf(x0 + cjh0) .

Proposition 9. Soit f une fonction k fois continûment dérivable et p l'ordre de la formule de
quadrature tel que p ≥ k. Alors

e0(f) = hk+1
0

� 1

0

Nk(τ)f
(k)(x0 + τh0)dτ (19)
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où Nk(τ) est le noyau de Peano, dé�ni par

Nk(τ) =
(1− τ)k

k!
−

s∑
j=1

bj
(cj − τ)k−1

+

(k − 1)!

et h0 = x1 − x0.

Démonstration. On pose g(t) = f(x0+ th0). Nous pouvons écrire la formule de Taylor avec reste
intégral,

g(t) =

k−1∑
j=0

tj

j!
g(j)(0) +

� t

0

(t− τ)k−1

(k − 1)!
g(k)(τ)dτ︸ ︷︷ ︸

h(t)

.

f(x0 + th0) =

k−1∑
j=0

(th0)
j

j!
f (j)(x0) + hk

0

� th0

0

(th0 − τ)k−1

(k − 1)!
f (k)(x0 + τh0)dτ︸ ︷︷ ︸

h(t)

.

La formule de quadrature est d'ordre supérieur à k, le terme polynomial de degré inférieur
ou égal à k− 1 ne contribue pas à l'erreur car la formule de quadrature est exacte, il vient donc :

e0(f) = h0

� 1

0

h(t)dt−
s∑

j=1

bjh(cj)


= hk+1

0

� 1

0

� t

0

(t− τ)k−1

(k − 1)!
f (k)(x0 + τh0)dτdt−

s∑
j=1

bj

� cj

0

(cj − τ)k−1

(k − 1)!
f (k)(x0 + τh0)dτ


= hk+1

0

� 1

0

� 1

τ

(t− τ)k−1

(k − 1)!
dtf (k)(x0 + τh0)dτ −

s∑
j=1

bj

� 1

0

(cj − τ)k−1
+

(k − 1)!
f (k)(x0 + τh0)dτ


= hk+1

0

� 1

0

 (1− τ)k

k!
−

s∑
j=1

bj
(cj − τ)k−1

+

(k − 1)!

 f (k)(x0 + τh0)dτ

Ainsi, en sommant les erreurs on obtient,

Proposition 10. Soit f une fonction k fois continûment dérivable et p l'ordre de la formule de
quadrature tel quep ≥ k. Alors

|e(f,N)| ≤ hk(b− a) max
x∈[a,b]

|f (k)(x)|
� 1

0

|Nk(τ)|dτ

où h = maxi=0,...,N−1 hi.

Démonstration. La formule (19) donne

|e0(f)| ≤ hk+1
0

� 1

0

|Nk(τ)|
∣∣∣f (k)(x0 + τh0

∣∣∣ dτ
≤ hk+1

0 max
x∈[x0,x0+h0]

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ � 1

0

|Nk(τ)| dτ
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et comme l'erreur est la somme des erreurs sur chacun des sous-intervalles de la division, on
obtient

|e(f,N)| ≤
N−1∑
i=0

|ei(f)|

≤
N−1∑
i=0

hk+1
i max

x∈[xi,xi+hi]

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ � 1

0

|Nk(τ)| dτ

≤
N−1∑
i=0

hkhi max
x∈[a,b]

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ � 1

0

|Nk(τ)| dτ

≤ hk max
x∈[a,b]

∣∣∣f (k)(x)
∣∣∣ � 1

0

|Nk(τ)| dτ
N−1∑
i=0

hi

qui donne le résultat.

Par exemple, pour la formule du point milieu on obtient la majoration de l'erreur suivante

|e(f,N)| ≤ 1

24
h2(b− a) max

x∈[a,b]
|f ′′(x)| ;

pour la formule du trapèze

|e(f,N)| ≤ 1

12
h2(b− a) max

x∈[a,b]
|f ′′(x)| ;

et pour la formule de Simpson

|e(f,N)| ≤ 1

2880
h4(b− a) max

x∈[a,b]
|f (4)(x)| .

Toutes les constantes ont été obtenus en utilisant le fait que pour une formule de quadrature
d'ordre p

� 1

0

Np(τ)dτ =

� 1

0

 (1− τ)p

p!
−

s∑
j=1

bj
(cj − τ)p−1

+

(p− 1)!

 dτ

=
1

(p+ 1)!
−

s∑
j=1

bj

� 1

0

(cj − τ)p−1
+

(p− 1)!
dτ

=
1

(p+ 1)!
−

s∑
j=1

bj

� cj

0

(cj − τ)p−1

(p− 1)!
dτ

=
1

p!

 1

p+ 1
−

s∑
j=1

bjc
p
j


et la constance du signe de Np(τ).

Par exemple pour la méthode de Simpson
� 1

0

|N4(τ)|dτ = − 1

4!

(
1

5
− 5

24

)
=

1

2880
.
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2 Méthodes d'Euler et méthode de Runge-Kutta

Dans cette section nous présentons des méthodes numériques de résolution d'équations di�é-
rentielles "à un pas" où le calcul ne dépend que des résultats de l'étape précédente.

On cherche à résoudre numériquement l'équation di�érentielle du premier ordre
y′(x) = f(x, y(x))

y(0) = y0

(20)

où f : R → R est une fonction connue et de classe C1 sur un voisinage de (0, y0), y0 �xé. On
admet qu'il existe un réel α > 0 tel que le problème (20) possède une unique solution y(x) de
classe C1 sur [0, α[.

Pour ce faire, on cherche une approximation de la solution en subdivisant l'intervalle [0, x],
x < α, en sous-intervalles réguliers d'extrémités 0 = x0 < x1 < . . . < xi = ih < . . . < xN = x
avec h = x

N : le pas de discrétisation.

2.1 Méthode d'Euler

En intégrant l'équation (20) sur [0, h], on a

y(h) = y0 + h

� 1

0

g(v)dv (21)

avec g(v) = f(vh, y(vh)).

La méthode d'Euler consiste à approcher l'intégrale de l'équation (21) par la formule de
quadrature des rectangles (à gauche)

� 1

0

g(v)dv ≃ g(0).

On obtient le schéma numérique de la première étape

y1 = y0 + hf(0, y0). (22)

Ici y1 est l'approximation de y(x1) = y(h). On montre que y1 − y(h) = O(h2).
On note, dans la suite, yn l'approximation de y(xn) = y(nh). On applique aux étapes 1 ≤

n ≤ N − 1 suivantes, le même schéma à un pas

yn+1 = yn + hf(xn, yn). (23)

On montre alors que pour h su�samment petit il existe Λ > 0 et C > 0 tel que

|y(xN )− yN | ≤ h2C

Λ

(
eΛ(xN−x0) − 1

)
. (24)

et que le schéma converge lorsque h tend vers 0.
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2.2 Méthode de Runge

La méthode de Runge consiste à approcher l'intégrale par la formule de quadrature du point
milieu

y(xn+1) ≃ yn + hf

(
xn +

h

2
, y(xn +

h

2
)

)
et de remplacer la valeur y(xn + h

2 ) inconnue par sa valeur approchée par la méthode de d'Euler

yn+1 = yn + hf

(
xn +

h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)

)
. (25)

2.3 Méthode de Heun

La méthode de Heun consiste à approcher l'intégrale par une formule de quadrature d'ordre
3

y(xn+1) ≃ yn +
h

4

(
f(xn, yn) + 3f

(
xn +

2h

3
, y

(
xn +

2h

3

)))
et de remplacer la valeur y(xn + 2h

3 ) inconnue par sa valeur approchée par la méthode de de
Runge

yn+1 = yn +
h

4

(
f(xn, yn) + 3f

(
xn +

2h

3
, yn +

2h

3
f

(
xn +

h

3
, yn +

h

3
f(xn, yn)

)))
. (26)

2.4 Euler implicite

La méthode d'Euler implicite consiste à approcher l'intégrale par les rectangle à droite

yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1)

associé à la recherche de la valeur yn+1 en cherchant la racine de la fonction

h(y) = yn + hf(xn+1, y)− y.
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Troisième partie

Calcul de la transformée de Fourier et

applications

Dans le traitement de signaux, où on est confronté à une immense quantité (plusieurs milliers
ou millions) de valeurs numériques, la transformée de Fourier est un outil inévitable. De plus,
les données ont souvent une certaine périodicité ce qui rend la transformée plus e�cace. Elle est,
par exemple, très utilisée dans le traitement des sons ainsi que pour la compression d'images.

contenu...

1 Coe�cients de Fourier

1.1 Coe�cients de Fourier des fonctions continues par morceaux pé-
riodiques

Dé�nition 3 (coe�cient de Fourier exponentiel des fonctions 2π-périodiques). Soit f
une fonction dans L1 ; si k ∈ Z, on pose :

ck(f) =
1

2π

� π

−π

f(t)e−iktdt ,

qui s'appelle coe�cient de Fourier exponentiel d'indice k de f .

Dé�nition 4 (coe�cient de Fourier trigonométriques des fonctions 2π-périodiques).
Sous les hypothèses précédentes, on dé�nit aussi pour n ∈ N

an(f) =
1

π

� π

−π

f(t) cos(nt)dt, bn(f) =
1

π

� π

−π

f(t) sin(nt)dt ,

qui s'appellent coe�cients de Fourier trigonométriques d'indice n de f .

Il vient alors, pour k ∈ N et n ∈ N :

c0(f) =
a0(f)

2
, b0(f) = 0,

ck(f) =
1

2
[ak(f)− ibk(f)] , c−k(f) =

1

2
[ak(f) + ibk(f)] ,

an(f) = cn(f) + c−n(f), bn(f) = i [cn(f)− c−n(f)] .

Dé�nition 5 (Coe�cients des fonctions T -périodiques). Soit une fonction f à valeurs complexes,
T -périodique, continue par morceaux sur R (resp. Ck par morceaux sur R). La fonction g dé�nie
par :

x 7→ f

(
Tx

2π

)
est alors 2π-périodique, continue (resp. Ck) par morceaux sur R. Les coe�cients de Fourier de
f sont, par dé�nition, ceux de g.
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Si k ∈ Z et n ∈ N, il vient :

ck(f) =
1

2π

� π

−π

g(t)e−iktdt =
1

T

� T/2

−T/2

f(x)e−2πi kx
T dx ,

et de manière analogue :

an(f) =
2

T

� T/2

−T/2

f(x) cos

(
2πnx

T

)
dx, bn(f) =

2

T

� T/2

−T/2

f(x) sin

(
2πnx

T

)
dx.

Dans la suite, on travaillera avec les fonctions 2π-périodiques, le changement de variable t =
2πx

T
permettant de s'y ramener.

Proposition 1. Si f est une fonction de L1, les fonctions

f̄ , g : t 7→ f(−t), et, pour a ∈ R, fa : t 7→ f(t+ a),

le sont également et

� pour tout k ∈ Z, ck(f̄) = c−k(f).

� Si f est à valeurs réelles, alors an(f) et bn(f) sont réels.

� De plus ck(g) = c−k(f), an(g) = an(f) et bn(g) = −bn(f).
� Si f est paire (resp. impaire), les bn(f) (resp. les an(f)) sont tous nuls.

� En�n ck(fa) = eikack(f).

Il résulte de tout cela qu'il est préférable, lorsque la fonction est paire (resp. impaire) de
travailler avec les coe�cients de Fourier en cosinus (resp. en sinus). En revanche, lorsque la
fonction est à valeurs réelles, il n'est pas a priori plus simple de travailler avec ces coe�cients
bien qu'ils soient réels. Il conviendra de s'adapter suivant les cas.

Proposition 2 (Coe�cients de Fourier d'une dérivée). Soit une fonction f , 2π-periodique, conti-
nue, de classe C1 par morceaux sur R, à valeurs complexes. Alors, si k ∈ Z :

ck(f
′) = ikck(f) .

Si f est de classe Cp−1 sur R et de classe Cp par morceaux sur R, alors

ck(f
(p)) = (ik)pck(f).

En particulier, dans ce cas,

|ck(f)| ≤
1

|k|p

(
1

2π

� π

−π

|f (p)(t)|dt
)
. (27)

Il faut avoir constamment à l'esprit que la relation ck(f
(p)) = (ik)pck(f) provient de l'éga-

lité :
� b

a

u′(t)dt = u(b) − u(a). Valable pour une fonction u continue et C1 par morceaux et qui

est fausse lorsque u n'est plus continue (les sauts de u en ses points de discontinuité interviennent
alors).

Les relations de domination (27) sont importantes car elles permettent, entre autre, de justi�er
la dérivation terme à terme de la série de Fourier d'une fonction f (par exemple, si on cherche une
solution périodique d'une équation di�érentielle sous forme de la somme de sa série de Fourier).
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1.2 Sommes partielles d'une série de Fourier

Dé�nition 6. Soit f une fonction 2π-périodique, continue par morceaux sur R, à valeurs com-
plexes. Pour tout entier naturel p, la somme :

Sp(f)(x) =

p∑
k=−p

ck(f)e
ikx =

a0
2

+

p∑
n=1

[an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx)]

est appelée somme partielle de rang p de la série de Fourier de f au point x.

Si la suite (Sp(f)(x))p∈N est convergente, la série de Fourier de f est dite convergente au point
x et sa somme est par dé�nition : lim

p→∞
Sp(f)(x). rem Le coe�cient c0(f) = a0(f)/2 représente

la valeur moyenne de f sur un intervalle de periode.
Attention : si les deux séries

∑
k≥1

c−k(f)e
−ikx et

∑
k≥0

ck(f)e
ikx convergent, la série de Fourier

converge au point x et

lim
p→∞

Sp(f)(x) =

∞∑
k=1

c−k(f)e
−ikx +

∞∑
k=0

ck(f)e
ikx.

Mais la réciproque est fausse, comme le montre l'étude en 0 de la somme partielle de la série
de Fourier de la fonction f dé�nie par

f(x) = x− π sur ]0, 2π[, et f(0) = 0

et prolongée par 2π-périodicité. Elle est impaire et on trouve

bn(f) = −
2

n
donc ck(f) =

i

k
.

2 Transformée de Fourier

Dé�nition 1. Pour f ∈ L1(R), c-à-dtelle que
� +∞

−∞
|f(x)|dx < +∞,

on dé�nit la transformée de Fourier de f par

F [f ](ξ) = f̂(ξ) =

� +∞

−∞
exp(−iξx)f(x)dx. (28)

Certains auteurs prennent aussi pour dé�nition :
� +∞

−∞
exp(−2iπξx)f(x)dx. On remarque

aisément que � +∞

−∞
exp(−2iπξx)f(x)dx = F [f ](2πξ).

Donc les résultats ne concernant que le comportement de la transformée de Fourier sont valables
quelle que soit la dé�nition. Il faut juste faire attention aux constantes. En particulier :

Théorème 1. Si f ∈ L1(R), F [f ] est une fonction continue qui tend vers zéro quand ξ tend vers
l'in�ni. De plus

sup
x∈R
|F [f ](x)| ≤

�
R
|f(t)|dt.
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Espace de Schwartz. Introduisons maintenant un espace de fonctions, utile pour les distri-
butions : l'espace de Schwartz

S =
{
f ∈ C∞(R), ∀p, q ∈ N, ∃Cp,q > 0, ∀x ∈ R, |xpf (q)(x)| ≤ Cp,q

}
.

Autrement dit f est C∞ et n'importe quelle dérivée de f décroît à l'in�ni plus vite que toute
puissance de x. L'exemple le plus simple de fonctions de S est f(x) = exp(−x2). La transformée
de Fourier laisse l'espace de Schwartz stable.

Théorème 2. Si f ∈ S(R), alors F [f ] est dans S(R).

Nous verrons en exercice que si f(x) = exp(−x2), alors F [f ](x) =
√
π exp

(
−x2

4

)
. Ce calcul

nous permet de montrer que

Théorème 3 (Inversion). Si f ∈ S(R), alors on a pour tout x ∈ R

f(x) =
1

2π

�
R
eitxF [f ](t)dt.

Autrement dit,
F [F [f ]](−x) = 2πf(x).

Théorème 4 (Relation de Parseval). Si f et g sont dans S(R), alors
�
R
f(x)F [g](x)dx =

�
R
F [f ](x)g(x)dx.

Corollaire 1. Si f et g sont dans S(R), on a :
�
R
f(x)g(x)dx =

1

2π

�
R
F [f ](x)F [g](x)dx.

En particulier �
R
|f(x)|2dx =

1

2π

�
R
|F [f ](x)|2dx.

Fonctions intégrables. Ces résultats peuvent s'étendre au cas des fonctions intégrables. Mais
dans ce cas il faut faire attention que la transformée de Fourier d'une fonction intégrable n'est
généralement pas intégrable.
Exemple : si f(x) = 1[a,b](x) avec −∞ < a < b < +∞. Alors f ∈ L1(R), f ̸∈ S(R) et

F [f ](ξ) = 2

ξ
exp

(
− iξ(b+ a)

2

)
sin

(
ξ(b− a)

2

)
.

Et ainsi F [f ] ̸∈ L1(R).
Néanmoins les propriétés sont toutes vraies (et aisément véri�ables).

Proposition 11.

1. F [f(−t)](ξ) = F [f ](−ξ), F [f ](ξ) = F [f ](−ξ).
2. F [f(t− a)](ξ) = exp(−iaξ)F [f ](ξ), F [exp(iξ0t)](ξ) = F [f ](ξ − ξ0).

3. F [f(at)](ξ) = 1

|a|
F [f ]( ξ

a
).
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4. Si f (p) est dans L1(R), alors F [f (p)](ξ) = (iξ)pF [f ](ξ).

5. Si tpf(t) est dans L1(R), alors
dp

dξp
F [f ](ξ) = (−i)pF [tpf(t)](ξ).

L'interprétation de ces propriétés est la suivante :

2. F [f(t− a)](ξ) = exp(−iaξ)F [f ](ξ) : une translation dans le domaine temporel induit une
modulation dans le domaine des fréquences.

3. F [f(at)](ξ) = 1

|a|
F [f ]( ξ

a
) : une contraction dans le domaine temporel induit une dilatation

dans le domaine des fréquences.

4. Si f ′ est dans L1(R), alors F [f ′](ξ) = (iξ)F [f ](ξ) : la dérivation dans le domaine temporel
induit une similitude dans le domaine des fréquences

De plus

Proposition 3. Si f et g sont dans L1(R) :
1. les produits fF [g] et gF [f ] sont intégrables et ont même intégrale.
2. De plus F [f ∗ g] = F [f ]F [g]. Ainsi une convolution dans le domaine temporel induit un

produit dans le domaine des fréquences.

La transformée de Fourier transforme le produit de convolution de deux fonctions intégrables
en produit de fonctions.

Théorème 5. Si f et F [f ] sont intégrables, alors pour tout x ∈ R

f(x) =
1

2π

�
R
eitxF [f ](t)dt.

Corollaire 2. La transformée de Fourier des fonctions intégrables est linéaire et injective, c-à-dque
pour tout f et g dans L1(R), F [f ] = F [g] implique f = g presque partout.

Le tableau ci-dessus donne les transformées de Fourier de quelques fonctions.

f F [f ] f F [f ]

1[−A,A](x)
2 sin(Aξ)

ξ

(
1− |x|

A

)
1[−A,A](x)

4 sin2(Aξ/2))

Aξ2

sin2(ax)

x2
, a > 0 π

(
1− 2

|ξ|
a

)
1[−a/2,a/2](ξ) exp(−ax)1x≥0, a > 0

1

a+ iξ

exp(−a|x|), a > 0
2a

a2 + ξ2
1

1 + x2
π exp(−|ξ|)

exp(−ax2), a > 0

√
π

a
exp

(
− ξ2

4a

)
sinx

x
π1|ξ|≤1

Fonctions de carré intégrable. On peut étendre la notion de transformée de Fourier aux
fonctions de carré intégrable ou physiquement aux signaux d'énergie �nie. Ainsi t 7→ 1/t ou
t 7→ sin(t)

t sont des fonctions non intégrables, mais de carré intégrable.

Dé�nition 2. Soit f ∈ L2(R). Si
� R

−R

exp(−itξ)f(t)dt a une limite quand R tend vers +∞ pour

(presque) tout ξ ∈ R, alors la fonction de ξ ainsi dé�nie appartient à L2(R). C'est la transformée
de Fourier de f , notée encore F [f ] ou f̂ .
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Ainsi si f ∈ L2(R), F [f ] est la limite dans L2(R) de ξ 7→
� R

−R

exp(−itξ)f(t)dt.

Proposition 4. 1. Si f et g sont de carré intégrable,�
R
f(t)g(t)dt =

1

2π

�
R
F [f ](ξ)F [g](ξ)dξ.

2. Si f ∈ L2(R), alors
1

2π

�
R
|F [f ](ξ)|2dξ =

�
R
|f(x)|2dx = ∥f∥22 (égalité de Parseval-Plancherel).

3. Si la suite de fonctions fn converge dans L2(R) vers f , alors F [fn] converge aussi dans
L2(R) vers F [f ].

On remarquera que ces propriétés sont l'extension à L2(R) des propriétés vues sur S(R).
Concernant la convolution, on a

Proposition 5. 1. Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable, alors f ∗g est une fonction
continue et bornée telle que

∀x ∈ R, |(f ∗ g)(x)| ≤ ∥f∥2∥g∥2.

De plus elle tend vers 0 quand |x| tend vers +∞. De plus

(f ∗ g)(x) = 1

2π

�
R
eitxF [f ](x)F [g](x)dx. (29)

2. Si g est dans L1(R), alors f ∗ g est dans L2(R) avec

∥f ∗ g∥2 ≤ ∥f∥2∥g∥1.

De plus (29) reste valable.

3. Si f ∈ L1(R) ∩ L2(R), les dé�nitions 1 et 2 coïncident.

3 Transformée de Fourier discrète (DFT).

Supposons maintenant que la fonction f 2π-périodique soit seulement connue pour les x de
la division équidistante

xj =
2πj

N
, j = 0, 1, . . . , N − 1

et posons yj = f(xj). Si nécessaire, on peut prolonger (yj) à une suite N -périodique en posant
yj+N = yj pour tout entier j. Sur la �gure suivante, on a N = 8.
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Par analogie avec (??), on cherche à exprimer cette suite par

yj =

N−1∑
k=0

zke
ikxj =

N−1∑
k=0

zkω
kj , avec ω = e2πi/N . (30)

Cette fois la relation d'orthogonalité discrète (noter que ωN = 1)

N−1∑
j=0

ω−ljωkj =

N−1∑
j=0

ω(k−l)j =



1−ω(k−l)N

1−ωk−l = 0 si k ̸= l (modulo) N

N si k = l (modulo) N

nous aide à trouver les zk à partir de (30). Par parfaite analogie avec la preuve ci-dessus pour
(??), on multiplie l'équation (30) par ω−kj et on additionne de j = 0 à N . Tous les termes, sauf
un, disparaissent et on obtient la transformée de Fourier discrète (DFT)

zk =
1

N

N−1∑
j=0

yjω
−kj . (31)

Si yj = f(xj), nous écrivons aussi f̂N (k) = zk pour les coe�cients de la transformée de
Fourier discrète. Comme yN = y0, la valeur zk de (31) peut être interprétée comme le résultat
de la règle du rectangle appliquée à l'intégrale dans (??). En e�et pour k �xé :

ck =
1

2π

� 2π

0

f(x)e−ikxdx ≈ 1

2π

N−1∑
j=0

(xj+1 − xj)f(xj)e
−ikxj

=

N−1∑
j=0

1

N
yjω

−kj = zk.

Toutefois, zk = f̂N (k) n'est pas une approximation de ck = f̂(k) pour tout k, car la suite (zk)

est N -périodique (ceci est une conséquence de ωN = 1) alors que f̂(k) converge vers zéro si k
tend vers ∞.

Quelques remarques générales avant de continuer. Notons PN l'espace des suitesN -périodiques

PN = {(yk)k∈Z|yk ∈ C, yk+N = yk}.

La transformée de Fourier discrète de y = (yk) ∈ PN est la suite z = (zk)k∈Z où zk est donné
par (31).

Proposition 6. On note z = FN (y).

1. Pour y ∈ PN , z = FN (y) ∈ PN .

2. L'application FN : PN → PN est linéaire et bijective.

3. l'application inverse de FN est donnée par

F−1
N = N.FN .
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Étude de l'erreur.

Pour la division équidistante

xj =
2πj

N
, j = 0, 1, . . . , N − 1

de l'intervalle [0, 2π] et pour y0, y1, . . . , yN−1 donnés, on cherche un polynôme trigonométrique
(une combinaison linéaire �nie de fonctions eikx) passant par (xj , yj) pour j = 0, . . . , N − 1.

Théorème 6. Pour y0, y1, . . . , yN−1 donnés, soit (zk) sa transformée de Fourier discrète (31). Si
N est pair, le polynôme trigonométrique

pN (x) =
1

2

(
z−N/2e

−iNx/2 + zN/2e
iNx/2

)
+

∑
|k|<−N/2

zke
ikx

satisfait pN (xj) = yj pour j = 0, 1, . . . , N − 1.

On remarque que si les yk sont réels, alors pN est une fonction réelle, c'est-à-dire une combi-
naison réelle de sin kx et cos kx.

Supposons maintenant que yj = f(xj) où

f(x) =

∞∑
k=−∞

cke
ikx, ck = f̂(k)

est une série de Fourier qui converge absolument pour tout x.

Théorème 7. Alors pour tout x ∈ R,

|f(x)− pN (x)| ≤
∣∣∣∣f̂ (

N

2

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f̂ (
−N

2

)∣∣∣∣+ 2
∑

|k|>N/2

∣∣∣f̂ (k)
∣∣∣ .

De plus si f est p-fois dérivable (avec toutes ses dérivées continues), on a

|f(x)− pN (x)| = O
(
N−p+1

)
.

Ce théorème permet une interprétation intéressante. Considérons une fonction 2π-périodique
de fréquence maximale M (c'est-à-dire, pour |k| ≥M , f̂(k) = 0). Alors le polynôme trigonomé-
trique donne le résultat exact ( pN (x) = f(x) pour tout x) si N > 2M . Ce résultat ( le théorème
d'échantillonnage ) nous donne une formule pour le nombre d'échantillons nécessaires pour une
représentation exacte d'une telle fonction.

3.1 Compression des données

Étant donnée une suite N -périodique (yj) et sa transformée de Fourier discrète (zk), l'idée
est de supprimer dans la représentation (30) pour yj tous les termes dont la valeur absolue de
zk est en-dessous d'une certain seuil (par exemple, 3% du coe�cient maximal).

Le premier dessin de la �gure suivante montre la digitalisation d'une son. On a enregistré
22000 impulsions par seconde, dont 1024 sont dessinées (ceci correspond à 1024/22=46,5millise-
condes). On observe bien une certaine périodicité des données.

Pour les N = 1024 nombres (yj) on a calculé la transformée de Fourier discrète zk. La suite
de leurs valeurs absolues est dessinée dans la deuxième image de la �gure pour k = 1, . . . , 170
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(comme les yj sont réels, on a zN−k = z−k = zk et il n'est pas nécessaire de dessiner les valeurs
pour k ≥ N/2 ; pour 170 < k ≤ N/2 les zk sont inférieurs à 0,072).

La théorie de ce paragraphe est basée sur le fait que f(x) est une fonction périodique. Cepen-
dant, la période du signal n'est visiblement pas égale à N = 1024, mais elle est plutôt proche de
N = 997. Si l'on calcule 1024 valeurs de f(x) sur une période exacte (par interpolation linéaire)
ainsi que leur transformée de Fourier discrète, on obtient la troisième image de la �gure. Cette
fois, on peut beaucoup mieux observer la fréquence principale (5 × 22000/997 ≈ 110 Hz) ainsi
que les harmoniques (multiples de la fréquence principale).

Maintenant nous supprimons tous les coe�cients zk dont la valeur absolue est inférieure à
10% de la valeur maximale. Les 16 coe�cients restant sont dessinés dans le quatrième dessin de la
�gure. Ainsi, la vraie information contenue dans le signal ne contient que 16 nombres complexes
au lieu des 997 valeurs réelles yj .

Pour décoder le signal, nous utilisons la formule (30) avec les zk restant après la compression.
Le résultat (décodage) est dessiné en bas de la �gure. On peut constater que le signal original
est très bien reproduit.

La conclusion de cette expérience est la suivante : au lieu de stocker les 997 valeurs du signal
original, il su�t de stocker quelques coe�cients de la transformée de Fourier discrète sans perdre
de l'informatisation visible.

Dans le deuxième dessin de cette �gure on voit que les fréquences dominantes du son sont si-
tuées dans l'intervalle |k| ≤ 60. Comme la longueur de l'intervalle dans la �gure est de 1024/22000
secondes, la valeur maximale M correspond à 60×22000/1024 ≈ 1390 Hz. Alors, N = 128 échan-
tillons sont su�sants pour représenter correctement le signal. Dans la �gure suivante sont dessinés
les polynômes trigonométriques pN (x) (pour N = 64, 128 et 256 ) passant par yj pour j = 0
modulo (1024/N). où yj sont les données de la �gure précédente. On voit que la représentation
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est bonne à partir de N = 128. Il su�t alors d'utiliser chaque huitième échantillon (une autre
possibilité de compression des données).

3.2 Transformée de Fourier rapide

Pour (yj), j = 0, . . . , N − 1 donnés, un calcul direct de la transformée de Fourier discrète
(zk), k = 0, . . . , N − 1 (cf. (31)) nécessite N2 multiplications et additions. Dans ce paragraphe,
nous présentons un algorithme qui fait le même travail en N log2(N) opérations. Cet algorithme
est dû à Cooley & Tukey (1965). Nous supprimons le facteur 1/N dans (31) et nous utilisons la
notation

z = FN (y), zk =

N−1∑
j=0

yjω
−kj
N , ωN = e2πi/N .

Faites attention à la redé�nition de FN (par rapport à la proposition 6).

Lemme 1. Soient u = (u0, u1, . . . , uN−1), v = (v0, v1, . . . , vN−1) et dé�nissons

y = (u0, v0, u1, v1, . . . , uN−1, vN−1).

Alors pour k = 0, 1, . . . , N − 1, on a avec ω2N = eiπ/N :

(F2N (y))k = (FN (u))k + ω−k
2N (FN (v))k (32)

(F2N (y))k+N = (FN (u))k − ω−k
2N (FN (v))k.

La formule (32) nous permet de calculer (avec N multiplications et 2N additions) le vecteur
F2N (y) à partir de FN (u) et FN (v). La même procédure peut être appliquée récursivement aux
suites u et v si elles ont une longueur paire. Si l'on suppose que N = 2m, on obtient l'algorithme
présenté dans le schéma suivant (pour N = 8 = 23)
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La programmation de cet algorithme se fait de droite à gauche. D'abord, on met les yj dans
d'ordre exigé par d'algorithme. Après, on e�ectue les opérations de (32) comme indiqué dans le
schéma. Pour passer d'une colonne à une autre on a besoin de N/2 multiplications complexes
et de N additions (ou soustractions). Comme m = log2(N) passages sont nécessaires, on a le
résultat suivant.

Théorème 8. Pour N = 2m , le calcul de FN (y) peut être e�ectué en N
2 log2(N) multiplications

complexes et N log2(N) additions complexes.

Pour mieux illustrer l'importance de cet algorithme, nous comparons dans le tableau suivant
le nombre d'opérations nécessaires pour le calcul de FN (y) avec ou sans FFT.

L'inverser de la transformée de Fourier discrète. Pour le décodage il faut calculer les yj à
partir des zk à l'aide de la formule (??) et de la proposition 6. Pour en obtenir un algorithme
rapide, il su�t de remplacer ωk

2N dans (32) par ωk
2N .
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Quatrième partie

Travaux dirigés

1 Pivot de Gauss

1.1 Méthodes de remontée et de descentes

Exercice 1. Trouver les solutions des systèmes suivants :
1 2 3

0 1 2

0 0 1




x1

x2

x3

 =


6

3

1

 ,


1 0 0

2 1 0

3 2 1




x1

x2

x3

 =


1

3

6

 .

1.2 La méthode du pivot de Gauss

Exercice 2. On considère le système suivant :
5 2 1

5 −6 2

−4 2 1




x1

x2

x3

 =


12

1

3

 .

1. Trouver la solution de ce système, en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

2. Calculer le nombre exact d'opérations que vous avez e�ectuées.

Exercice 3. Trouvez la solution, en utilisant la méthode du pivot de Gauss, du système suivant :

1 1 2 1

1 1 4 2

3 2 2 2

4 2 2 4





x1

x2

x3

x4


=



5

7

10

13


.
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1.3 Choix du pivot

Exercice 4. Reprendre le système précédent en essayant d'optimiser le choix du pivot.

1 1 2 1

1 1 4 2

3 2 2 2

4 2 2 4





x1

x2

x3

x4


=



5

7

10

13


.

1.4 Méthode de Gauss-Jordan

Exercice 5. Faire l'inversion des matrices suivantes par la méthode de Gauss-Jordan.

1. A =

 1 2

2 1



2. A =


1 5 6

2 8 9

3 15 19


2 Factorisation LU

Exercice 6. On considère la matrice A suivante

A =


9 6 3

6 3 1

1 0 1

 .

1. E�ectuez la décomposition LU de la matrice A, en utilisant le pivot de Gauss.

2. Quel est le déterminant de A ?

3. Résoudre, en utilisant la décomposition LU, le système Ax = b où :

b =


9

5

1

 .

4. Calculer le coût de cette résolution en terme d'opérations.
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Exercice 7. E�ectuer la factorisation LU des matrices suivantes :


5 2 1

5 −6 2

−4 2 1

 ,


2 4 4

1 3 1

1 5 6

 et



−2 1 0 0 0

−4 5 2 0 0

0 −3 −1 −1 0

0 0 −2 4 1

0 0 0 2 −2


.

Exercice 8. Soit A = (aii)1≤i,j≤n dé�nie par :

aij =


1 si i = j ou j = n

−1 si

0 Sinon

i > j

1. Démontrer que A admet une décompostion LU.

2. E�ectuer la décomposition LU de A pour n = 2, 3, 4.

3. Démontrer que pour tout n ≥ 2, on a pour les matrices L = (lij)1≤i,j≤n et U = (uij)1≤i,j≤n

de la décompoistion A = LU véri�ent :

lij =


1 si i = j

−1 si

0 Sinon

i > j

uij =


1 si i = j ̸= n

2i−1 si

0 Sinon

j = n

3 Factorisation de Cholesky

Exercice 9. On considère la matrice A suivante

A =

2 1

1 1

 .

1. Justi�er pourquoi il existe une factorisation de Cholesky pour A.

2. Calculer la matrice B tel que A = BBT où Best une matrice triangulaire inférieure.

3. Résoudre, en utilisant la factorisation de Cholesky, le système Ax = b où :

b =

3

2

 .
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4. Calculer le coût de cette résolution en terme d'opérations.

Exercice 10. E�ectuez la décomposition de Cholesky des matrices suivantes :


1 2 1

2 5 4

1 4 6

 ,


1 1 1

1 5 5

1 5 14

 ,



2 1 0 0

1 1 0 0

0 0 2 1

0 0 1 1


.

4 Intégration numérique

Exercice 11. Pou une intégration numérique par la méthode de quadrature, on choisit de mettre
les n÷uds c1 = 1

4 , c2 = 1
2 et c3 = 3

4 avec des poids b1, b2 et b3. On souhaite que la méthode soit
d'ordre 3.

1. Trouver les poids bi où i ∈ {1, 2, 3}.
2. Donner, donc les expressions, approchées par cette méthode, des intégrales :

� 1

0

g(x)dx,

� b

a

f(x)dx.

3. Cette méthode est-elle d'ordre 4 ? Justi�er votre réponse.

Exercice 12. Pour une intégration par des formules de quadratures, on considère les n÷uds
suivants :

� (c1, c2, c3, c4) = (0, 1/3, 2/3, 1),

� (c1, c2, c3, c4, c5) = (0, 1/4, 1/2, 3/4, 1)

1. Déterminer pour chaque cas les poids (b1, b2, b3, b4) des n÷uds.

2. Déterminer l'ordre de ces formules de quadratures.

Exercice 13. Déterminer c1, b1, b2 dans la formule de quadrature suivante a�n que son ordre
soit maximal. � 1

0

g(t) ∼ b1g(0) + b2g(c2)

Exercice 14. Montrer que si les n÷uds d'une formule de quadrature satisfont ∀i ci = 1−cs+1−i,
et si la formule à un ordre p ≥ s, alors on a nécessairement bi = bs+1−i, c'est à dire qu'elle est
symétrique.

5 Méthodes d'Euler et méthode de Runge-Kutta

Exercice 15. Trouver une méthode numérique dans l'esprit de celle de Runge, mais basée sur
la méthode des trapèzes.

Exercice 16. Écrire l'équation di�érentielle

y′′ + y′ = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1

sous forme résolue du premier ordre. Calculer la solution exacte et la solution numérique avec la
méthode de Runge sur [0, 1], avec h = 1

2 .
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6 Séries de Fourrier

Exercice 17. Soit f la fonction de période 2π, valant 1 si 0 ≤ x < π et valant 0 si π ≤ x < 2π.

1. Écrire la série de Fourier de f . Tracer le graphe de la fonction f .

2. Étudier la convergence de la série de Fourier.

Exercice 18. Soit f la fonction paire, de période 2π, égale à f(x) = (π − x)2 pour 0 ≤ x ≤ π.

1. Calculer les coe�cients de Fourier de f .

2. Montrer que la série de Fourier de f est convergente de somme f(x). En déduire
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

3. Par intégrations successives montrer l'égalité :

∀x ∈ [0, π], 4π3x+ (π − x)4 − π4 = 2π2x2 + 48

+∞∑
n=1

1− cosnx

n4
.

En déduire
+∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
et

+∞∑
n=1

1

n4
.

7 Transformée de Fourrier

Exercice 19. La fonction porte Π est dé�nie par :

Π(t) =


1 si − 1/2 ≤ t ≤ 1/2

0 sinon

(33)

1. Calculez la transformée de Fourier de la fonction porte.

2. En déduire la transformée de Fourier des fonctions impulsions ΠT dé�nies par

ΠT (t) =


1
T si − T/2 ≤ t ≤ T/2

0 sinon

(34)

Que se passe t'il lorsque l'on fait tendre T vers 0 ?

3. Utilisez les propriétés de la transformée de Fourier pour trouver les transformées des fonc-
tions :

f(t) = Π

(
t− 1

2

)
, g(t) = tΠ(t), h(t) = t2Π(t)

Exercice 20. 1. Calculez la transformée de Fourier de f(x) = e−|x|.

2. En déduire les transformées de Fourier de

g(x) =
1

1 + x2
, h(x) =

x

(1 + x2)2
et k(x) =

1

1 + (x− a)2

où a ∈ R (Indication : comparer h avec la dérivée de g).
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8 Transformée de Fourier discrète

Exercice 21. Calculer à la main la transformée de Fourier discrète de la suite (0, 1, 2, 3, 0,−3,−2,−1).

Exercice 22. Soit f la fonction 2π-périodique dé�nie par

f(x) =


4x/π si |x| < π

0 si x = π.

1. Montrer que les coe�cients de Fourier f̂(k) de f sont :

f̂(0) = 0, f̂(k) =
4(−1)k+1

iπk
k ̸= 0.

2. Calculer la transformée de Fourier discrète pour yj , j = 0, . . . , N − 1 avec yj = f(2πj/N).

3. Véri�er le résultat obtenu dans l'exercice précédent pour N = 8.

4. Estimer la di�érence |zk − f̂(k)|.
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