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Introduction.

Pour résoudre des équations diophantiennes, nous sommes souvent amenés a travailler dans
des anneaux factoriels pour obtenir une unique décomposition en produits d’irréductibles de
nos éléments considérés.

Cependant il est difficile de montrer qu'un anneau est factoriel. Nous sommes donc amenés
a considérer une plus petite catégorie d’anneaux factoriels : les anneaux principaux. Ils nous
permettent d’obtenir davantage de propriétés et il est plus aisé de montrer qu'un anneau
est principal. De plus pour montrer qu'un anneau est principal, on peut montrer qu’il s’agit
d’un anneau euclidien qui est une encore plus petite catégorie d’anneaux factoriels.

Par exemple nous allons pouvoir résoudre des équations de Mordell de type y? = 2® — k avec
k € Z, ou I'équation de des deux carrés n = x? + y* avec (n,z,y) € N3.



1 La principalité dans un anneau

On considére un anneau A unitaire commutatif. On supposera connu les notions d’an-
neaux, d’idéaux et d’anneaux quotients.

1.1 Les idéaux principaux

On considére un idéal I de notre anneau A.

Définition. On dit que I est principal s’il est engendré par un élément de A, ie s’il existe
a € A tel que
I=(a)=0aA

Exemple. Tous les ideaux de Z sont principaux.

En effet si I est un idéal de Z alors soit I = {0} (engendré par 0) soit I # {0}.

Dans ce dernier cas, I N N* est un sous-ensemble non vide de N*, il admet donc un plus petit
élément x € I NN*.

Soit y € I, on consideére sa division euclidienne par x : il existe (q,r) € Z x [0,z — 1] tel que

y=qr—+r

Donc, comme [ est un idéal, r =y — qx € I.
D’ot, par minimalité de x, r =0 et y = gz € (x).
Par conséquent I C (z) C I, puis [ = (z).

Remarque. Tous les idéaux d’un anneau ne sont pas principaux.

Exemple. L’idéal I = (2, X) de 'anneau Z[X] n’est pas principal.

En effet si on suppose par 'absurde qu’il existe P € Z[X] tel que (P) =1 = (2,X).

Alors, en particulier, 2 € (P), X € (P), d’ou, dans Z[X], P |2,P | X.

Ainsi P e {-2,-1,1,2} n{-X,-1,1, X} ={-1,1} = Z*, dou I = (P) = Z[X].

Or, en particulier, 1 € Z[X], donc il existe (U, V) € (Z[X])? tel que 1 =2U + XV
ey

Ainsi, en évaluant en 0 € Z, 1 = 2U(0) ce qui est absurde car 2 ne divise pas 1 dans Z.

Par conséquent I = (2, X') n’est pas principal.

D’autres idéaux vont étre importants pour la suite de notre étude des anneaux principaux,
il s’agit des idéaux premiers et des idéaux maximaux

Définition. On dit que I est un idéal premier si
V(a,b) € A>abcl=acloubel

Exemple. L’idéal {0} est premier si seulement si A est intégre.

Définition. On dit que [ est un idéal maximal si I # A et pour tout idéal J de A tel que
I CJ,onait J=1.



Concernant ces types d’idéaux, nous avons des liens entre eux. Les résultats suivant
peuvent étre démontrés en revenant aux différentes définitions des notions utilisées.

Théoréme. Si A intégre alors :
1. I est maximal dans A si et seulement si A/I est un corps

2. I est premier dans A si et seulement si A/ est un anneau intégre
Corollaire. Si [ maximal et A intégre alors I est premier dans A.

Proposition. Soit p € A avec A intégre, alors p est premier si et seulement si I'idéal (p) est
premier.

Corollaire. Soit p € A avec A intégre tel que (p) soit maximal alors p est irréductible.

1.2 Anneaux principaux

Définition. On dit que A est un anneau principal s’il est intégre et si tout idéal de A est
principal.

Exemple. Un corps est un anneau principal car ses seuls idéaux sont {0} et K.
En effet soit I idéal non réduit a 0 de K, alors il existe z € I N K*, d’ou

VweKy=yr 'z Ker=(z)CI
Donc K C I C K puis K = 1.

Exemple. Les anneaux Z et K[X], pour K un corps, sont principaux. En effet, les idéaux
de Z ont été détaillés dans la partie précédente et on obtient de la méme maniére les idéaux
de K[X] car il existe une division euclidienne dans K[X]| grace au degré.

On a vu dans la partie précédente qu'un idéal maximal est premier, mais, dans un anneau
principal, on a la proposition plus forte suivante :

Proposition. Soit p € A\ ({0} U A*), alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. L’idéal (p) est premier
2. p est premier
3. p est irréductible
4. L’idéal (p) est maximal.

Démonstration. On a déja 1 <= 2, 2 = 3 et 4 = 1 dans un anneau intégre non néces-
sairement principal.

Sens 3 = 2 : On suppose p irréductible. Soit (a,b) € A% tel que p | ab.

Alors, comme A est principale et (p,a) idéal de A, il existe ¢ € A tel que (p,a) = (c).
D'ou p € (p) C (¢) ie ¢ | p.

Donc, comme p est irréductible, ¢ est soit inversible soit associée a p (ie il existe o € A* tel
que ¢ = ap).



— Dans le premier cas on a A = (¢) = (p,a). En particulier 1 € (p, a), donc il existe
(u,v) € A? tel que 1 = up + va.
D’ot b = upb + vab avec p | upb (car A commutatif), p | ab | vab.
Par conséquent
plb
— Dans le second cas on a directement p | a.
Ainsi p est premier, ce qui montre 3 = 2.
Sens 3 = 4 : On suppose p est irréductible. Comme p est non inversible,

(p) # A

De plus pour J idéal de A principal différent de A contenant (p), il existe a € A tel que
J = (a).
Or, en particulier, p € (p) C J = (a), donc a | p.
Comme p irréductible, a est soit inversible, soit associé a p.
Le premier cas est exclu car (a) = J # A, d’ot a et p sont associés, ie il existe « € A* tel
que a = ap, donc
J = (a) = Aa = Aap = Ap = (p)
avec la pénultiéme égalité justifiée car 'application z € A — za € A est bijective.

Par conséquent (p) est maximal, ce qui montre 3 = 4.
On a donc montré les différentes équivalences de maniére circulaire 1 =2 =3 =4=1. [J

Remarque. Cette proposition est utile pour montrer qu'un anneau n’est pas principal en
mettant en défaut I'une des assertions.

1.3 Cas particulier des anneaux euclidiens

Définition. On dit que A est un anneau euclidien s’il est intégre et s’il existe une application
¢ : A\{0} — N telle que

a=bqg+r

V(a,b) € A x A\{0},3(q,7) € 4%, { r =0 ou o(r) < p(b)

Théoréme. Si A est un anneau euclidien alors A est un anneau principal, plus précisément

pour tout idéal I de A non réduit 4 0, I = (ag) avec ag € A tel que ¢(ag) = n}\%}go(a).
ac

Démonstration. On suppose que A est un anneau euclidien.

Soit I idéal de A.

Si I = {0} alors I est principal.

Sinon ¢(I\{0}) est une partie non vide de N, donc admet une borne inférieure atteinte en
un élément ag € I\{0} : ng := ¢(ag) = min ¢(a).

ael\{0}
Soit a € I, alors, comme A est euclidien et ag # 0, il existe (¢,7) € A? tel que
a=apq+7rT
o(r) < p(ag) our =0

Or ag est de stathme minimal dans I\{0}, donc r =0 car r = a — apq € I.
Donc I C (ag) C I,d’ou I = (ag) est un idéal principal, ce qui montre que A est principal. []
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Remarque. La réciproque est fausse, un anneau principal est non nécessairement euclidien.

Pour justifier cette remarque nous avons le contre-exemple suivant qui fait I'objet de
notre premier développement.

Proposition. Pour w = HY19 Vanneau Z[w] = {a + bw, (a,b) € Z*} est prinipal et non
euclidien.
Démonstration.

Etape 1 : Lemme intermédiaire : (Z[w])* = {—1,1}
Soit u = a + bw € Z[w]\{0} inversible, alors il existe v € Z[w] tel que uv = 1.
En particulier, en notant N (u) = |ul* = (a + 3)2 + 0% = > + ab+ 5b* € N, on a dans N

N(u)N(v) = N(uv) = N(1) =1

Ainsi 1 = N(u) = a® + ab + 5b*.

Or a® + ab+ b* > a® — |a||b] + b* > (Ja| — [b])* > 0, d’ou 1 > 4%

Alinsi, nécessairement, b = 0 puis a = +1.

Réciproquement ces deux éléments sont bien inversibles dans Z[w], d’inverses eux-mémes.
Etape 1 : L’anneau Z[w| n’est pas euclidien

On suppose par absurde qu'il existe un stathme ¢ : A\{0} — N dans Z[w].

Or {¢(u),u € Z[w]\{—1,0,1}} est un ensemble non vide de N, donc admet un minimum
atteint en uy € Z[w|\{—1,0,1} : p(ug) = min{p(u),u € Zw|]\{-1,0,1}}.

Soit u € Z[w]\{0}, par division euclidienne par uy, il existe (q,r) € (Z[w])? tel que

U=quyg+Tr
o(r) < (ug) our =0

Si r =0 alors ug | u, en particulier pour u = 1, ug | 1, ie ug € (Z[w])* ce qui est exclu.
Donc 7 # 0 et ¢(r) < ¢(uyp).
Or r = u — quo € Z|w]|, donc, par minimalité de ¢(ug), r € {—1,1}, d’on

uo |u—Tlouwuy|u+1

Ainsi, dans N,
N(ug) | N(u—1) ou N(ug) | N(u+ 1)

En particulier pour v = 2 € Z[w]\{—1,0, 1},
N(ug) | N(u—1) = N(1) = 1 ou N(ug) | N(u+1) = N(3) =9
Et pour v = w € Z[w]\{-1,0, 1},
N(ug) | N(u—1) =5o0u N(ug) | N(u+1) =7
Ainsi, la seule possibilité pour N(ug) est N(ug) = 1, d’ott u € {—1,1} ce qui est exclu.

Par conséquent Z[w] n’est pas euclidien.
Etape 3 : Lemme intermédiaire : Pour z € C, il existe u € Z[w] tel que |z —u| <1 ou |2z —u| < 1




Soit z € C, alors il existe (x,y) € R? (unique) tel que z = x + wy, de plus il existe (a,b) € Z?
(unique) tel que
1 1 1 1
- = —| x|b—=b+ =
(x,y)e{a 2,a+2{ [ 5 —1—2{
(en considérant a partie entiére de x + % et b partie entiere de b + %)
On considére donc u = a + bw € Z[w].
Ainsi, comme |z — a] < 3,

2 —ul’ = (@ —a)’ + (z —a)(y —b) +5(y — b)* <

Distinguons deux cas :
— Sily—bl<szalors|z—uf <;+:+2=25 <1 dou

— Sinon |y — b| € ]1,1], ainsi

1< b<1 1< b < 1

g YT U= N Ty Y 3
D’ou 5 5
2b+§<y§26+10u2b—1§y<2b—§

Donc en considérant
di=2b+1oud:=2b—-1

On obtient |2y —d| < 3.
Ainsi, avec ¢ partie entiére de 2z + % et v = ¢+ dw € Z[w], on a, grace au cas
précédent,

|2z —u/| <1

Etape 4 : L’idéal (2) est maximal dans Z[w]

Par le morphisme d’anneaux ev,, : P € Z[X] — P(w) € Z[w] de noyau (X%— X +5) C Z[X].
En effet, pour P € Z[X], si P(w) = 0 alors P(w) =0, dou X? - X+5= (X —w)(X —w) | P
dans C[X] car X —w et X — @ sont premiers entre eux dans C[X].

D’ot, comme X? — X + 5 € Z[X| unitaire et P € Z[X], on a X? — X +5 | P dans Z[X], ie
Pe(X?—X+5).

Réciproquement, pour P € (X? — X +5) C Z[X], alors ev, = P(w) = 0.

De plus ev,, est surjectif par définition de Z[w].

Donc par théoréme d’isomorphisme d’anneaux on a Z[w] ~ Z[X]/(X? — X +5).

Puis, encore par théorémes d’isomorphismes d’anneaux,

Zw]/(2) ~ Z[X]/(2,X* — X +5) ~ (Z/2Z)[X]/ (X2 + X + X)

avec X2+ X + 1 € Z/2Z[X] irréductible, d’ou Z[w]/(2) est un corps, donc (2) est maximal.
Etape 5 : L’anneau Z[w] est principal
Soit [ idéal de Z|w| non réduit a 0, alors {N(u),u € I\{0}} est un ensemble non vide de N,
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donc admet un minimum atteint en uy € I\{0} : N(ug) = min{N(u),u € I\{0}}.
Soitveletz=_eC.
Or, d’aprés le lemme précédent, il existe u € Zjw] tel que |z —u| < 1 ou |2z —u| < 1.
Distinguons les deux cas :
— Si |z —u| < 1 alors |[v — uug| < |ug|.
Ainsi, comme v — uuy € Z[w], N(v — uug) < N(up), d’ott, comme v — uugy € I et par
minimalité de N(ug) sur I\{0},

v = uug € (up)

— Si |2z —u| < 1 alors |2v — uup| < |ug.
Ainsi, comme 2v — uugy € Z[w], on a N(2v — uug) < N(up).
D’ow, comme 2v — uug € I et par minimalité de N (ug) sur 7\{0},

20 = uug € (up)

De plus uuy = 2v € (2) avec (2) maximal d’aprés le lemme précédent, en particulier
premier, donc u € (2) ou uy € (2).
— Siu € (2) alors u = 2u’ avec v’ € Z[w], d’ou, comme Z[w] intégre et 2 # 0,

v =1u'uy € (up)

— Sinon u ¢ (2) et ug € (2), alors uy = 2uy avec uj, € Z[w], donc v = uuy.
De plus (u,2) = Z|w] car (2) est maximal et u ¢ (2).
En particulier il existe (\, 1) € (Z[w])? tel que 1 = 2) + up.
Dot uf = 2upA + uugp = ugA +vp € I car (ug,v) € 1.
Ainsi
v=uuy € [

Donc I C (ug) C I, d’ou I = (up) est principal, ce qui montre que Z[w] est principal. O

2 L’arithmétique dans un anneau principal

2.1 L’existence de plus grand commun diviseur

Définition. Soit (a,b) € A2, on dit que a et b admettent un plus grand commun diviseur
(PGCD) s'il existe d € A\{0} tel que

d|a,d|bvd € A{0},[d |a,d |b]=d |d

Remarque. On peut définir la méme notion pour une famille d’éléments (ay,...,a,) €
(A\{0})" : on dit que ay, ..., a, admettent un PGCD ¢'il existe d € A\{0} tel que

Vk e [1,r],d | ax

Et
vd' € A\{0}, [Vk € [1,7],d' | as] = d' | d
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Théoréme. Soit a et b dans A principal, alors a et b admettent un PGCD, plus précisément
il existe d € A\{0} PGCD de a et b tel que

(a,0) = (d)
Et en particulier il existe (u,v) € A? tel que
d = au+bv

Démonstration. On a (a,b) idéal de A principal, donc il existe d € A tel que (d) = (a,b).
En particulier a € (d) et b € (d), dou d | a et d | b.

De plus si d € A\{0} tel que d’' | a et d’ | b alors (d) = (a,b) C (d'), dou d' | d.

Par conséquent d est un PGCD de a et b. n

Remarque. Dans le cas d'une famille (ay, ..., a,) € (A\{0})" avec A principal, les a4, ..., a,
admettent un PGCD d € A\{0} et il existe (uq,...,u,) € A" tel que

r
d= E Uk AL,
k=1

Remarque. Dans le cadre des anneaux euclidiens, ’algorithme d’FEuclide permet de déter-
miner le PGCD entre deux éléments et I'algorithme d’Euclide étendu permet également de
déterminer une relation du type d = uja; + usas (appelé relation de Bézout).

On obtient le théoréme de Bézout dans le cas particulier d’éléments premier entre eux
dans leur ensemble :

Définition. Soit (ay,...,a,) € A", on dit que que ay, ..., a, sont premiers entre eux dans leur
ensemble si leur PGCD est dans A*.

Corollaire. Théoréme de Bézout : Soit (ay,...,a,) € A", alors ay,...,a, sont premiers
entre eux dans leur ensemble si et seulement s’il existe (uq,...,u,) € A" tel que

r
1= E Uk
k=1

Comme K[X], pour K un corps, est un anneau principal, on a le résultat suivant pour
les polyndémes d’endomorphismes d'un K-espace vectoriel. 1l s’agit d’un résultat tres utile
en algebre linéaire, par exemple dans I’étude de la diagonalisabilité d’endomorphismes ou de
matrices.

Application. Lemme des noyaux : Soit K un corps, F un K-espace vectoriel, u dans
Endyg(E) et P = P,...P, € K[X] avec Py, ..., P, premiers entre eux deux & deux, alors

ker(P(u)) = @Dker(Py(u))

Démonstration. On raisonne par récurrence sur r € [2,+oo] :
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— Pour r = 2 : Comme P; et P; sont premiers entre eux et K[X] principal, d’aprés le
théoreme de Bézout, il existe (U, Us) € (K[X])? tel que 1 = Uy Py + Uy P.
Soit x € ker(Py(u)) N ker(Pz(u)), alors

z = (U1 Py + Uy Po)(u)(x) = Ur(u)(Pr(u)(2)) + Uz (u)(Pa(u)(x)) = 0

Do ker(Pi(u)) & ker(Pa(u)).
Soit x € ker(P(u)), alors x = (U Py)(u)(z) + (U Py) (u) ().
Or, comme z € ker(P(u)),

By(u)((UrPr)(u)(x)) = Ur(u)(PrP2) (u)(2)) = Ur(u)(P(u)(x)) = 0

et
Pr(u)((UzP2)(u)(x)) = Us(u)(PrP2)(u)(2)) = Us(u)(P(u)(z)) = 0
D'ou z € ker(Py(u)) + ker(Pa(u)).
ﬁinsi ker(P(u)) C ker(Pi(u)) + ker(Py(u)) C ker(P(u)).
ar conséquent
ker(P(u)) = ker(Py(u)) @ ker(Pz(u))

ce qui initialise la récurrence.

— On suppose le résultat vrai au rang r — 1 pour r € [3,400[. Ona P = P;...P, = 1Q>
avec Ql = P1~-'Pr—1 et Qg = Pr-
Or, comme les P, ..., P, sont premiers entre eux deux a deux, ()1 et ()2 sont premiers
entre eux, donc, d’apreés le cas précédent, on a

ker(P(u)) = ker(Q1(u)) & ker(Q2(u))

D’ou, par hypothése de récurrence :

ker(P(u)) = @ker(Pk(u)) @ ker(P.(u)) = @kjer(Pk(u))
k=1 k=1

ce qui montre I'hérédité de la récurrence.

2.2 La factorialité d’'un anneau principal

A partir de maintenant nous avons suffisamment de résultats pour montrer un résultat
trés important en arithmétique : Un anneau principal est factoriel, ce qui est trés utile pour
résoudre des équations diophantiennes.

Définition. On dit que A est un anneau factoriel si A est intégre et si tout élément non
nul de A s’écrit de maniére unique comme produit d’éléments irréductibles. Autrement dit,

pour a € A\{0} :
— Il existe u € A et py, ..., p, € A irréductibles tels que a = u [ ] px.
k=1



S
— Sia=v]]qxavecv € A* et g, ..., g, irréductibles, alors r = s et il existe o € S([1,7])
k=1
tel que pour tout k € [1,7], g et pyx) soient associés.

Pour montrer qu’un anneau principal est factoriel nous allons passer par la caractérisation
suivante des anneaux factoriels dont la démonstration est assez longue et ne rentre pas dans
le cadre de I’étude des anneaux principaux.

Lemme. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est un anneau factoriel

2. A est intégre et :
— Toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire.
— Tout élément irréductible de A est premier.

Théoréme. Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. On suppose que A est principal.

En particulier A est intégre et on a vu précédemment que les éléments irréductible de A sont
premiers. Il ne reste plus qu’a montrer que toute suite croissante d’idéaux principaux de A
est stationnaire pour pouvoir conclure avec le lemme précédent.

Soit (I,)nen une suite croissante d’idéaux principaux de A, alors il existe (a,)neny € AN tel
que Vn € N, I,, = (a,).

On considére I = | (ay,), alors I est un idéal de A comme réunion dénombrable d’idéaux.
neN
Or A est principal, donc il existe a € A tel que I = (a).

En particulier il existe n € N tel que a € I,, = (a,), et comme la suite (I,,),en est croissante,
on peut considérer ng € N le plus petit des n € N tel que a € (a,).
Ainsi [ = (a) C (an,) C I, d’ott I = (an,).
Ainsi Vp € N, a4+ € (an,), puis, par croissance des idéaux Vp € N, (ang1p) C (@ngy) C (Ang1p)
et

VP < N= ]n0+p = (anoer) = (ano) = Ino

Par conséquent la suite croissante d’idéaux principaux est stationnaire et le lemme précédent
permet de conclure que A est factoriel. n

Remarque. La réciproque est fausse, un anneau factoriel est non nécessairement principal.
Proposition. L’anneau Z[X] est factoriel non principal.

Démonstration.

Etape 1 : L’anneau Z[X] est factoriel

En effet 'anneau Z est factoriel car prinicpal, donc par théoréme de Gauss sur la factorialité,
Z[X] est factoriel.

Etape 2 : L’anneau Z[X] n’est pas principal

L’idéal I = (2, X) C Z[X| n’est pas principal (détaillé en partie 1.1).

Par conséquent Z[X] n’est pas principal. O

De plus on a un résultat plus général sur les anneaux de polynémes a coefficients dans
un anneau A commutatif, unitaire et intégre :
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Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A[X] est euclidien.

2. A[X] est principal.

3. A est un corps.

Démonstration.

Etape 1 : 1 = 2 D’aprés la partie 1.3, un anneau euclidien est principal.

Etape 2 : 2 = 3 On suppose que A[X] est principal. Soit A € A\{0}.

On considére l'idéal I = (A, X) dans A[X] principal, alors il existe P € A[X] tel que
(A X)=1=(P).

En particulier A € (P), X € (P) et P € (), X), donc il existe (Q, R, A, B) € (A[X])* tel que
A=QP, X =RPet P=)MA+ XB.

De la premiére égalité on en déduit en raisonnant sur les degrés que P € A\{0}. En évaluant
la seconde égalité en 1 on a 1 = Q(1)P(1) = Q(1)P, donc P € A*. Puis en évaluant la
derniére égalité en 0 on en déduit P = P(0) = ANA(0) + 0.

Ainsi

MAO)P ) =1

D’ou A est inversible, ce qui montre que A est un corps.
Etape 3 : 3 => 1 On suppose que A est un corps, alors A[X] est euclidien avec pour stathme
le degré comme détaillé précédemment. O

Par conséquent, comme un anneau principal est factoriel, on obtient les deux résultats
suivants, trés utiles en arithmétique.

Théoréme. Théoréme de Gauss : On suppose que A est principal, en particulier factoriel,
soit (a,b,c) € A3 tel que a | bc et a et b premiers entre eux, alors a | c.

Démonstration. Comme A est factoriel, on décompose a, b, ¢ en produits d’irréductibles dis-

tincts : . . .
vk (a v (b v (c
o = u ][ b = w [0 e = u ] [
k=1 k=1 k=1

(quitte a rajouter des vg(a), vk (b), vk (c) nulles).

On suppose par I'absurde qu’il existe k € [1,7] tel que vx(a) > vi(c) > 0.

Or a | be, done vg(a) < v(be) = v (b) + vi(c) (la derniére égalité étant justifiée par l'unicité
de la décomposition en produit d’irréductibles de be).

Ainsi v (b) > vi(a) — vk(c) > 0.

D’ott py, | a et pg | b ce qui contredit le fait que a et b soient premiers entre eux.

Par conséquent Vk € [1,r], vk(a) < vi(c).

Ainsi a | c. O

Théoréme. Théoréme d’Euclide : On suppose que A est principal, en particulier factoriel,
soit (p,a,b) € A% avec p irréductible et p | ab, alors p | a ou p | b.

Démonstration. Si p ne divise pas a alors, comme p est irréductible, p et a sont premiers
entre eux.
Or p | ab, donc, d’aprés le théoréme de Gauss (car A principal), p | b. O
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2.3 Un isomorphisme entre anneaux quotients

Quand il s’agit de résoudre un systéme de congruences, il est naturel de travailler dans un
anneau produit d’anneaux quotients. Mais dans le cas ou ’anneau est principal, on peut se
ramener a I’étude dans un anneau quotient plus simple grace au théoréeme des restes chinois.

Lemme. Soit ay, ..., a, éléments deux a deux premiers entre eux dans A principal et pour

,
tout k dans [1,7],bg := []a; alors les by, ..., b, sont premiers entre eux dans leur ensemble.
s
Démonstration. On suppose par l'absurde qu’il existe p € A premier divisant tous les
bi, ..., b
T
En particulier p | by = [] a;, donc, comme p est premier, il existe i € [2,7] tel que p | a;.
j=2
Or, de plus, p | b;, donc, comme p est premier, il existe j € [1,r]\{i} tel que p | a;.
Par conséquent p divise a; et a; premiers entre eux, ce qui est absurde, ce qui montre que
les by, ..., b, sont premiers entre eux dans leur ensemble. O

Théoréme. Théoréme des restes chinois (ou de Sun Zi) : Avec les notations du lemme
T
précédent, en notant de plus a := []ay et les surjections canoniques 7 : A — A/(a) et

k=1
7 1 A — A/(ay) pour k € [1,7], Papplication

A — Af(ay) X ... x A/(a,)
r —> (m(x),..., 7 (T))

est un morphisme d’anneaux surjectif.
En particulier ¢ induit un isomorphisme d’anneaux

Al(a) — A/(ay) x ... x A/(a,)

P ne) — (@), ()
d’inverse
» Aflay) % . Af(a;) — Af(a)
Y mla), . mlx) — 7 kZkaukbk>

avec (uq,...,u,) € A" tel que 1 = > ugby.
k=1

Démonstration. L’application ¢ est bien un morphisme d’anneaux.
T
De plus son noyau est formé des multiples de tous les a;, donc de leur PPCM a = [] ay, car

k=1
les ay, ..., a, sont premiers entre eux deux a deux. Autrement dit

ker(¢) = (a)
Or, d’aprés le lemme précédent, les by, ..., b, sont premiers entre eux dans leur ensemble,

donc, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe (uq,...,u,) € A” tel que 1 = > uyby.
k=1

12



Soit k € [1,r], alors pour i € [1,r]\{k}, comme b; est un multiple de ay car k # 1,
Wk(bl) = 7Tk(0)
Donc, comme 7 est un morphisme d’anneaux, m;(1) = 7y (Zukbk> = 7k (ug) e (br ).

i=1

Ainsi 7. (by,) est inversible dans A/(ay) d’inverse m(ug).

Soit (mi(x1),...,m-(z,)) € A/(a1) X ... x A/(a,), on considére x = > wxuxbg.
Alors, pour k € [1,7], mg(x) = mp(@r)mr(ug) (b)) = (k). o
Autrement dit
p(r) = (m(1), ., m ()
Ainsi @ est surjectif.
Puis, par propriété universelle sur les morpismes d’anneaux, ¢ induit un isomorphisme d’an-
neaux

_ Af(a) — A/(a1) x...x A/(a,)
om(x) — (m(x), ..., T (2))

De plus, d’apres la démonstration de la surjectivité de ¢, on a également
1 Af(ay) x ...A/(a,) — A/(a)
v (mi(z1), o me(ay)) —> 7 (Zxkukbk>
k=1

[l
aln]

d’inconnue x € Z et
bln]

Application. On considére le systéme de congruences { i

de paramétres (a,b,n,m) € Z* avec n et m premiers entre eux, alors il existe une solution
x € Z (unique modulo nm) de ce systéme.

r = 2[4
Exemple. Le systéme ¢ = = 3[5] a pour ensemble de solutions {838 + 180k, k € Z} car
r = 1[9]

on a la relation de Bézout entre 4,5et 9: 1 =1x5x9+11 x4 x9—22 x4 x5.

3 Les entiers d’un corps quadratique

On peut obtenir des exemples utiles d’anneaux principaux grace aux corps quadratiques,
ie les sous-corps de C qui sont de dimension 2 sur Q sous-corps premier de C. Il s’agit de
sous-corps de C de la forme Q(d) ot ¢ est une racine dans C de X? — d avec d € Z\{0, 1}
sans facteur carré (autre que 1). Plus particuliérement nous allons nous intéresser a certains
éléments de Q(9) appelés entiers de Q(0).

3.1 Les entiers de Q(0)

Définition. Soit z € Q(0), alors on dit que z est un entier de Q(0) (ou entier quadratique)
si z est racine d’un polynome unitaire de degré 2 a coefficients dans Z.
Et on note A, 'ensemble des entiers de Q(0).
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Exemple. Le nombre d’or ¢ = %5 est un entier de Q(v/5) car annulé par X% — X — 1
unitaire a coeffcients dans Z.

Le nombre complexe i est un entier de Q(7) car annulé par X? + 1 unitaire a coefficients
dans Z.

Le nombre complexe j = ' est un entier de Q(iv/3) car annulé par X2 + X + 1 unitaire a
coeffcients dans Z.

Définition. Soit z € Q(6), alors, comme [Q(J) : Q] = 2 et (1, ) est une Q-base de Q(J), il
existe (z,y) € Q? tel que z = z + dy, ainsi on appelle :

1. Conjugué de z : Z =x — Jdy

2. Norme de 2z : N(z) = 2z = 2% — dy?

3. Trace de z : tr(z) =2 +Z =2z

Remarque. Si d < 0 alors Z est également le conjugué complexe de z € C.
Lemme. Soit z € Q(4), alors z € Ay <= tr(z) € Z,N(z) € Z

Démonstration.

Etape 1 : Sens direct

On suppose que z € Ay, alors il existe (a,b) € Z? tel que (X2 + aX + b)(z) = 0.

De méme (X? +aX +0)(z) = (X2 +aX + b)(x) =0 car (a,b) € Z.

Donc N(z) =aT =beZettr(z) =242 = —a € Z.

Etape 2 : Sens indirect

On suppose que tr(z) € Z et N(z) € Z.

Or (X2 —tr(2) X+ N(2))(z) =22 —tr(2)2+ N(2) = 22— (24+2)2+22 =0,dou z € A;. [

Lemme. Soit z = § 4+ 0 € Ay C Q(d) avec (a,b) € Z x N premiers entre eux et (o, )
dans Z x N* premiers entre eux, alors b € {1, 2}, puis :
— Sib=1alors z =a+ ad

— Si b =2 alors a,« impairs, f =2 et d = 1[4].

Démonstration.

Comme z € Ag, d’aprés le lemme précédent, 25 = t7(2) € Z avec a et b premiers entre eux,
donc 2 | b puis b € {1, 2}.

Sib=1:0naa?—%d=N(z)€Z dou 3 |d.

Or d est sans facteur carré (autre que 1), donc 5 =1 puis z = a + .

Sib=2:0n% — %d=N(z) € Z, dott 48° | a?8? — 4a*d puis 4 | 452 + 4a%d | 0?8,

Or a et b (pair) sont premiers entre eux, donc a est impair, puis 3 est pair : § = 23",

Ainsi € — 2 = N(2) € Z, don 482 | a2% — a2d, puis 82 | 482 + a28? | o*d.

4 4572
Or « et 3 premiers entre eux et d sans facteur carré, donc 8’ = 1, puis f =2 et 4 | a® — o?d.
De plus a est impair donc « également, ainsi a? = 1[4] et o = 1[4].
Donc, comme a? — od = 0[4], on a d = 1[4]. O

Théoréme. On a les deux cas suivants :

1. Sid=2[4] ou d = 3[4] alors
Ag =7 + 25 = Z|J]
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2. Sinon d = 1[4] alors

Ay = Z+Zﬂzz[1—;5]

Démonstration. Comme d est sans facteur carré, d = 1[4], d = 2[4] ou d = 3[4].

Etape 1 : Si d = 2[4] ou d = 3[4] : Par le lemme précédent, on a A; C Z + Z0.
Réciproquement si z = a+ «d € Z+ 74 alors tr(z) € Z et N(z) € Z, donc d’aprés un lemme
précédent, z € Ay, d’ott Z + Z6 C Ay, puis Ag = Z + Z6.

Etape 2 : Si d = 1[4] : Par le lemme précédent, pour z € Ay, on a z =
meéme parité.

Réciproquement pour z =
2

atad

5> avec a et « de

@98 avec a et o de méme parité, on a tr(z) = a € Z et N(z) =

@=f ¢ Z car d = 1[4], d’ou, d’ apres un lemme précédent, z € A,.

A1n81 Aq = {2 (a,0) €Z2 a= a2} = {52+ o (q a) €Z? a= a2} CZ+Z.
Réciproquement pour z = a + 041” € Z+ Z—‘S, onaz=a+ 5 + 50, donc on obtient
tr(z) =2(a+%) =2a+a € Zet N(z) = (a—|—2) —d% = @ +aa+1 —~4a? € Z car
d = 1[4], d’on, d’aprés un lemme précédent, z € Ay.

Par conséquent Ay = Z + Zl—;‘s. n

Corollaire. L’ensemble A, est un sous-anneau de Q(9).

Démonstration. Comme Z + Zo6 et Z + Z%‘S sont des sous-anneaux de Q(J), d’aprés le
théoréme précédent, A, est un sous-anneau de Q(J). ]

Théoréme. Soit z € Ay, alors z € A] <= |N(z)| = 1.

Démonstration.

Etape 1 : Sens direct On suppose z € A}, alors il existe w € Ay tel que 1 = zw, donc
1=N(1)= N(zw) = N(2)N(w) dans Z, d’ou IN(z)| = 1.

Etape 2 : Sens indirect On suppose |N(z)| = 1, or N(z) € Z car z € A4, donc N(z) = +1,
ie 2Z = +1 avec £z € Ay car tr(z) =tr(z) € Zet N(Z) = N(z) € Z, dou z € A}. O

Théoréme. L’anncau A_; = Z[i| (car —1 = 3[4]) est euclidien avec N comme stathme.
Démonstration. Soit (z,w) € Z[i] x Z[i]\{0}, alors £ € C, ainsi il existe (z,y) € R? tel que

z .
—=x+1y
w

On considére ¢ = a+1b avec a et b les entiers les plus proches de x et y, d’ou !i — q{ < \/75 < 1.
On considére de plus r = z — qw € Z[i], ainsi N(r) = N(w)N (£ — ¢) < N(w).

D’ou z = qw +r est une division euclidienne de z par w, ce qui montre que Zl[i] est euclidien.

]

Remarque. Plus généralement ’application norme sur Ay est un stathme sur Ay si
de{2,3,513,—-1,—-2,-3,—-7,—11}

En particulier les anneaux correspondants A, sont euclidiens donc principaux.
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Application. (Question posée a l'oral) L’équation de Mordell (pour k = 2)
y2 — 1,3 -9
d’inconnue (z,y) € Z* a pour uniques solutions (3,5) et (3, —5).

Démonstration.

Soit (x,y) € Z* tel que x3 = y* — 2.

Etape 1 : x est impair

On suppose par 'absurde que x est pair, alors y?> = —2[8] = 6[8] ce qui n’est pas pas possible
car dans Z/8Z, 0?2 = 0,12 =1,22=4,32=1,42=0,52 = 1,6> =4, 7> = 1.

D’ou x est impair.

Etape 2 : Utilisation de A_, = Z[iv/2] On a

=y 4+ 2=(y+iV2)(y —iV2)

Etape 3 : y + V2 et Yy — iv/2 sont premiers entre eux dans Z[zﬂ]
Soit p € Z[zﬂ] un diviseur commun & y + iv/2 et y — iv/2.
Donc p | y +iv2 — (y — iv/2) = 2iv/2, ainsi dans N (car d = —2 < 0), N(p) | N(2iv2) = 8.
De plus dans N, N(p) | N(y 4 iv/2) = 3> + 2 = 2® impair d’aprés ce qui précéde
D’ott N(p) = 1 puis p € Z[iv/2]*, ainsi y + iv/2 et y — i1/2 sont premiers entre eux.
Etape 4 : Utilisation de la factorialité de Z[iv/2]
Comme Z[iv/2] est euclidien, Z[iv/2] est principal donc factoriel.
Ainsi, de 2° = (y 4+ iv/2)(y — iv/2), on en déduit qu’il existe (u,v) € (Z[iv/2]*)? et (a, B) €
(Z[iv/2)? tel que y +iv2 = ua® et y — iv/2 = v3>.
Or, d’apres un théoréme précédent, on a N(u) = N(v) = 1, puis en décomposant u et v en
a—+ bi\/§, on en déduit v = £1 et v = £1.
Ainsi on peut écrire y + iv/2 = (m + niv/2)® pour (m,n) € Z2.
Dot y+iv/2 = m?—6mn?+iv/2(3m?n—2n?), puis par unicité des parties réelle et imaginaire
dans C, y = m? — 6mn? = m(m? — 6n?) et 1 = 3m?n — 2n® = (3m? — 2n?)n.
Ainsi, de la deuxiéme équation, on en déduit n = +£1.

— Sin=1alors 1 =3m?— 2, dott m = %1, puis y = £5

— Sin=—1lalors 1 = —(3m? —2), d’'ou 1 = 3m? ce qui n’est pas possible dans Z car 3

ne divise pas 1 et m? € Z.

Par conséquent y = +5 puis 2® = y% + 2 = 27, d’out z = 3.
Etape 5 : Vérification
Réciproquement (3,5) et (3, —5) vérifient z* = y? + 2. O

3.2 L’utilisation de 'anneau des entiers de Gauss Z|i]

Définition. L’anneau des entiers de Gauss est 'anneau A_; des entiers de Q(i), comme
—1 = 3[4], il s’agit de Z]1].

Lemme. On a Z[i|* = {—-1,1,i, —i}.

Démonstration. On a d’aprés un lemme précédent Z[i]* = {z € Z[i], N(z) = 1}. Or, pour
z=a+1ib € Zi], Nz) =1<+= a*+b =1<+= (a,b) € {(0,1),(1,0),(0,-1),(—1,0)}.
Donc Z[i]* ={-1,1,i,—i}. O
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Cet anneau, euclidien donc principal d’aprés ce qui précéde, va nous aider a résoudre
deux équations diophantiennes importantes : '’équation de Mordell (pour k = 1)

y2 =z -1
et I’équation des deux carrés, pour n € N,

n=ax>+ y2
Commencons par la premiére équation :

Théoréme. L’équation de Mordell (pour k£ = 1) y* = z° — 1 admet pour une unique solution
(z,y) = (1,0).

Démonstration. Procédons par analyse-synthése : Soit (z,y) € Z? tel que y? = 2° — 1.
Etape 1 : x est impair

On suppose par I'absurde que z est pair, alors 8 | 23, en particulier 4 | z3, d’ou z* = 0[4].
Donc, comme (z,y) vérfie 'équation de Mordell, y* = —1[4] = 3[4] ce qui est impossible car,
dans Z/4Z,0? = 0,12 =1,22=0,3? = 1.

Par conséquent x est impair.

Etape 2 : y + i et y — ¢ sont premiers entre eux dans Z[i

On écrit

v =yt + 1= (y—i)(y +1)

Soit p € Z[i] irréductible tel que p |y —i,p |y + ¢, alorsp |y +i— (y — 1) = 2i.

Ainsi N(p) | N(2i) = 4.

Or p n’est pas inversible car irréductible, donc N(p) = |N(p)| # 1, ainsi N(p) € {2,4}.

En particulier N(p) est pair.

De plus N(p) | N(y + i) = y* + 1 = 2% ce qui est impossible car N(p) est pair et x impair.
Par conséquent y — ¢ et y + ¢ sont premiers entre eux dans Z[i].

Etape 3 : Utilisation de la factorialté de Z[i]

Comme Z][i] est euclidien donc principal donc factoriel, de la relation 23 = (y —1)(y +1) avec
y — 1 et y + ¢ premiers entre eux, on en déduit, par unicité de la décomposition en produits
d’irréductibles de x, que

y+i=u(p..p)°
avec u € Z[i]* et py, ..., p, irréductibles dans Z][i].
Or u =v3avecv € Z[i]* car 1 = 13, =1 = (=1)3,i = (=), —i = ® et Z[i]* = {1, 1,4, —i}.
Donc

X

y+i=(vpr..p,)* = (a+ib)? = (a® — 3ab®) +i(3a%b — b%)

en écrivant vp;...p, = a + ib avec (a,b) € Z2.
Ainsi, par unicité des parties réelle et imaginaire dans C :

y = a® — 3ab* 1 = 3a*b — b* = (3a® — b*)b

En particulier on a dans Z b | 1, d’on b € {—1, 1}.
Donc :
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— Sib=1alors 1 =3a® — 1 ie 3a®> = 2 ce qui n’est pas possible car 3 ne divise pas 2.
— Sib=—1alors 1 = —3a® + 1 ie 3a®> = 0, d’ou par intégrité de Z, a = 0.
Par conséquent on a
y=a>—3a’=0
Puis 22 = 3> + 1 =11ie
z=1

Réciproquement (z,y) = (1,0) vérifie bien ’équation de Mordell pour £ = 1. O

Maintenant étudions I’équation des deux carrés qui fait I'objet de notre second dévelop-
pement. On cherche & déterminer les entiers n € N tels qu’il existe (z,y) € N? tel que

n =+’
Nous avons restreint 'étude a N car V(z,y) € Z2, 2° + y* = (—2)* + (—y)* > 0.
Définition. On définit ¥ = {n € N, 3(z,y) € N*,n = 2% + y*}.

Lemme. Soit n € N, alors n = 3[4] = n ¢ %.

Démonstration. On suppose que n € . Alors il existe (z,y) € N? tel que n = 2% + >
Or pour tout z € N,z € 2N = 22 = 0[4] et z € 2N+ 1 = 22 = 1[4].
Doncn =22 +y*> = (0 ou 1)+ (0 ou 1)[4] = 0,1 ou 2[4] , d’out le résultat par contraposée. [

Lemme. Soit n € N, alors n € ¥ <= 3z € Z[i],n = N(2).

Démonstration. On an € X <= F(x,y) € N2 n =122 +y> = (z+1y)(z —iy) < n = N(2)
en posant z = x + 1y pour la derniére équivalence. O

Proposition. L’ensemble ¥ est stable par multplication.

Démonstration. Soit (n,n') € X2, alorsn d’aprés le lemme précédent, il existe (z,2') € Z[i]?
tel que n = N(z),n’ = N(2').

Donc nn’ = N(2)N(2') = 222'2 = 22'z2' = N(22) avec 22’ € Z[i] car Z[i] est un anneau,
d’ou, d’aprés le lemme précédent, nn’ € Y. ]

Grace a cette proposition, on peut restreindre I’étude aux éléments premiers de ¥ pour
ensuite étudier le cas général grace a la factorialité de Z.

Lemme. Soit p € P (notation pour l’ensemble des nombres premiers dans N), alors p € ¥
si et seulement si p n’est pas irréductible dans Z[i].

Démonstration.

Etape 1 : Sens direct

On suppose que p € 2. Alors il existe (a,b) € N? tel que p = a® + b* = (a + ib)(a — ib).
En particulier on a a # 0 et b # 0 car sinon p ne serait pas premier.

Or Z[i]* ={1,—1,1,—i}, donc a + ib et a — ib ne sont pas inversible dans Z][i].

Par conséquent p n’est pas irréductible dans Z[i].

Etape 2 : Sens indirect
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Réciproquement on suppose que p n’est pas irréductible dans Z[i|, alors il existe (z, ') dans
(Z[I\Z]i]*)? = (Z[i]\{1, —1,4, —i})? tel que p = 22’

Ainsi p* = N(p) = N(2)N(%’), donc, comme p est premier et z et 2’ non inversibles, on a
N(z) = N(2') = p.

Or si on écrit z = a + ib € Z[i], alors on a p = N(z) = a® + b*.

D’ou p € X. O

Théoréme. Soit p € P, alors
peEX <= p=2o0up=1[4]

Démonstration.

Commencons par remarquer que p = 2 = 12412, d'on 2 € ¥.

On suppose désormais p € N premier distinct de 2.

Etape 1 : Sens direct

On suppose que p € ¥, alors d’aprés une proposition précédente, p n’est pas congru a 3
modulo 4, d’ot, comme p € P\{2}, p = 1[4].

Etape 2 : Sens indirect

Réciproquement on suppose que p = 1[4].

Or en considérant le morphisme d’anneaux ev; : P € Z[X] — P(i) € Z]i] surjectif de noyau
(X2 +1), on a l'isomorphisme d’anneaux Z[i| ~ Z[X]/(X? + 1).

Puis par théorémes d’isomorphismes : Z[i|/(p) ~ Z[X]/(X? + 1,p) ~ (Z/pZ]X])/(X? + 1).
Or p = 1[4], donc le symbole de Legendre est (%) = (—1)% =1.

D’ou, par définition du symbole de Legendre, —1 est un carré dans Z/pZ.

Ainsi X% + 1 admet une racine dans Z/pZ, d’ou Z[i]/(p) ~ (Z/pZ[X])/(X? + 1) n’est pas
un anneau integre.

Par conséquent (p) n’est pas un idéal premier et p n’est pas irréductible.

D’ou, d’aprés le lemme précédent, p € 3. O

Exemple. Les nombres premiers 41, 53 et 61 sont congrus a 1 modulo 4, donc sont sommes
de deux carrés, effectivement 41 = 52 + 42 53 = 72 + 22,61 = 62 + 5%

Théoréme. Soit n € N, alors :
— Sine€{0,1} alorsn € X

— Sinon on décompose n en facteurs irréductibles (car Z factoriel) n = [ p*»™ et ainsi
peP

neY<=VYpeP,p=34=r(n) €2N

Démonstration.
Etape 1 : Sens direct
On montre par récurrence forte sur n € N* la propriété :

neX = [VpeP,p=3[4 = vy(n) € 2N]

L’initialisation vient de 1 € ¥ et Vp € P,p = 3[4] = 1,(1) =0 € 2N.
Soit n € N tel que n > 1 et n € ¥. On suppose la propriété vraie pour tout k € [1,n — 1].
Soit p € P tel que p = 3[4].
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— Siyy(n) = 0 alors v,(n) € 2N.

— siyy(n) > 0alors p | n=a?+b* = (a +ib)(a — ib).
Or p = 3[4], donc, d’aprés le théoréme et le lemme précédent, on a p est irréductible
dans Z[i].
D’on, par factorialité de Z[i], p | a +ib ou p | a — ib.
Orpe P CZ,donc p|aetp|b, ainsi il existe (a’,0) € N? tel que a = a'p,b = b'p
et de plus on a p? | a® + b* = n.
D’ou, dans N, z% =a? +b? e

Or v, (%) =1,(n) —2et -z < n, donc, par hypothése de récurrence,

n

vp(n) =1, (—2> +2€e2N
p

Ce qui achéve la récurrence.

Etape 2 : Sens indirect

Réciproquement on suppose que

Vp € P,p=3[4] = v,(n) € 2N

Soit p € P tel que p | n, alors si p = 2 ou p = 1[4] alors d’aprés le théoréme précédent, p € 3.

Vp(’ﬂ)

2
Puis si p = 3[4] alors, par hypothése, v,(n) € 2N, d’ou p*»™) = <p 2 ) est un carré.

Donc on en déduit, d’apres la stabilité de X par produit, que

n= le’p(”) €X

peEP

]

Conclusion.

Ainsi, nous avons vu que les anneaux principaux apportent beaucoup plus de structure qu’un
anneau factoriel, ce qui permet de résoudre plus facilement les équations diophantiennes ou
les systémes de congruences. Cependant ces équations se résolvent encore plus facilement s’il
existe un stathme sur notre anneau, dans le cadre des anneaux euclidiens, mais ceci n’est
pas toujours possible pour les anneaux principaux comme nous ’avons vu.
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